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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 59 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 ， 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 来 用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 少 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,， 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
仅 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 ， 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 .中国 丁 业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 于 合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 间 年 计划 推出 一 批 优 秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
帝 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .俄罗斯 数 
学 教材 选 译 # 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


“六 & 俄罗斯 数学 教材 选 译 }》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 ,以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 . 深 受 欢迎 ,反射 出 俄罗斯 存 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 , 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


原 书 的 序 


在 高 等 学 校 中 完善 教学 内 容 和 教学 方法 这 个 由 来 已 久 的 问题 , 在 我 们 的 社会 变 
革 中 获得 了 特别 的 现实 性 . 数学 教育 的 最 重要 的 基础 是 编写 针对 教学 理论 与 实践 的 
现代 需要 的 教科 书 . 

太 科学 家 常 有 这 样 的 风格 , 即 以 局 外 人 的 角度 来 观察 通 往 所 考察 的 问题 的 本 质 
的 各 种 相互 矛盾 的 途径 . 我 们 著名 的 同胞 H. H. 罗 巴 切 夫 斯 基 写 道 : "我 确信 这 一 真 
理 , 概念 不 应 该 靠 死记 硬 背 来 获得 , 而 应 该 从 一 开始 就 准确 地 、 明 晰 地 、 确 定 地 进行 
举 一 反 王 的 消化 ,然后 通过 练习 来 葡 固 , 以 便 通 过 练习 将 其 深 印 于 记忆 之 中 , 从 而 在 
日 后 的 研究 中 能 容易 地 予以 使 用 .” 本 讲义 的 编写 原则 与 著名 学 者 的 话 是 相近 的 . 

《数学 分 析 讲 义 了》 一 书 是 一 部 符合 综合 大 学 和 高 等 师范 院 校 数学 力学 系 该 学 科 
的 大 网 的 教科 书 . 如 实践 所 表明 , 此 书 亦 可 成 功 地 为 注重 深入 的 数学 研究 的 工科 高 
等 学 校 的 学 生 所 使 用 . 

书 中 还 解决 了 这 样 一 个 问题 , 即 分 离 出 必要 的 最 低 限 度 的 为 学 好 基本 知识 提供 
保障 的 附加 材料 ， 作 者 们 力图 把 叙述 的 通俗 性 与 教科 书 所 固有 的 严谨 性 结合 起 来 . 
高 等 学 校 的 高 等 数学 教学 进程 是 从 数学 分 析 这 一 学 科 开 始 的 . 此 时 , 新 概念 之 复杂 
及 其 数量 之 庞大 常常 压抑 了 对 于 课程 内 容 的 创造 性 理解 , 为 了 正确 地 帮助 读者 尽快 
地 进入 状态 , 我 们 有 意识 地 人 允许 论断 具有 一 定 的 局 限 性 -一 在 学 习 过 程 中 , 读者 自 
己 会 扩展 到 事物 的 各 种 不 同 的 观点 之 间 相 互联 系 着 的 各 个 方面 去 . 

数学 分 析 的 教学 应 该 服从 于 为 高 级 专门 人 才 做 必要 的 准备 的 特定 的 要 求 . 这 些 
高 级 专门 人 才 应 该 能 在 将 来 不 仅 获得 新 的 学 术 成 果 而 且 还 能 在 很 大 程度 上 决定 数学 
的 世界 性 的 发 展 . 据 此 , 数学 分 析 课 程 作为 整个 数学 教育 的 基础 应 该 有 具有 这 样 的 特 
点 : 广泛 地 占有 材料 , 严格 而 完全 地 进行 证 明 . 此 课程 应 该 顾及 数学 发 展 的 现代 趋 


iv. 原 书 的 序 


势 , 同时 应 与 项 固 的 保守 主义 相 区 别 而 继承 保持 祖国 的 数学 的 学 校 教 育 世 世代 代 居 
于 领先 地 位 的 教学 传统 . 分 析 课 程 也 还 应 该 准备 好 吸收 更 深刻 的 数学 概念 . 

作者 们 首先 力图 通过 通俗 易 懂 的 叙述 以 及 证 明 的 简化 来 减轻 学 习 知 识 的 负担 . 
应 该 注意 , 短 的 证 明 并 不 总 是 简单 的 . 有 时 候 越 是 短 的 证 明 越 是 难 懂 , 且 实 质 上 使 内 
容 的 掌握 更 为 困难 . 我 们 的 作法 的 出 发 点 是 , 应 该 使 命题 的 证 明和 引入 的 例子 都 明显 
地 具有 鲜 活性 、 趣味 性 , 有 说 服 力 并 生 具 有 非 同 寻常 的 简洁 性 . 为 使 论述 和 命题 的 写 
法 更 为 简洁 , 人 们 常常 使 用 量词 符号 . 但 是 这 常会 使 直接 掌握 所 学 内 容 变 得 困难 , 并 
可 能 会 限制 对 于 这 和 辑 推理 的 关注 ,我 们 决 不 随便 使 用 这 些 符 身 , 以 恒 更 易于 把 抽象 
概念 与 我 们 所 能 感知 的 外 部 世界 的 类 似 现象 进行 对 照 , 使 概念 更 为 直观 . 

下 述 内 容 似乎 是 首次 载 人 教科 书 的 : 依 海 涅 意义 的 函数 极限 的 一 般 概念 , 欧 拉 
求 和 公式 、 阿 贝尔 求 和 公式 以 及 泊 松 求 和 公式 的 简单 叙述 , 关于 若 尔 当 可 测 性 与 黎 
曼 可 积 性 的 联系 的 定理 , 关于 多 重 极限 与 累 次 极限 的 联系 的 定理 , 关于 沿 集 合 基 的 
两 个 累 次 极限 相等 的 马尔 可 夫 - 臣 登 淮 则 , 关于 无 穷 行列 式 的 虑 加 芋 定 理 , 一 般 的 斯 
托 克 斯 公式 基于 推广 三 维 向 量 分 析 的 经 典 定理 的 经 典 方法 的 证 明 的 叙述 , 等 等 . 

最 后 , 作者 们 对 于 M. 3. 介 拉 叶 去 , 再 , M, 马 震 舍 夫 , A. M. 波 罗 苏 叶 夫 , E. A. 
什 里 亚 叶 去 以 及 我 们 的 全 体 同 事 为 本 书 以 前 各 版 的 内 容 所 作 的 各 种 有 益 的 评论 表示 
深 深 的 感谢 . 


俄罗斯 科学 院 院 士 
号. 点. 萨 多 去 尼 奇 
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本 书 的 这 部 分 以 作者 们 近年 来 在 国立 莫斯科 罗 蒙 诺 索 夫 大 学 数学 力学 系 讲授 数 
学 分 析 的 基础 课程 的 四 个 学 期 中 的 第 一 学 期 的 讲义 为 基础 . 它 的 内 容 涵盖 单 变 量 丙 
数 的 微分 学 , 

应 该 注意 在 教科 书 和 讲 久 的 叙述 风格 之 间 的 本 质 差 异 . 在 教科 书 中 , 通常 命题 
的 证 明 是 由 预先 的 解释 和 举例 来 准备 好 的 , 而 在 讲义 的 行文 中 基本 上 把 准确 的 提 法 
和 证 明 包 食 在 内 ， 

极限 的 概念 在 本 书 的 第 一 部 分 中 是 基本 的 . 其 中 单 变量 的 连续 函数 和 可 微 函 数 
的 理论 的 研究 是 基本 的 . 

还 要 注意 一 种 情况 . 在 高 等 数学 教育 人 门 的 每 门 课程 (通常 是 数学 分 析 、 代 数 
和 解析 多 何 ) 中 , 第 一 讲 常常 用 来 叙述 集合 论 基础 . 相似 的 平行 结构 使 部 分 学 生 对 于 
“数学 ”的 对 象 在 整体 上 产生 了 不 正确 的 印象 , 并 使 对 于 材料 的 感知 变 得 困难 . 对 于 
这 些 新 概念 的 抽象 性 之 不 习惯 , 更 加 重 了 这 种 状态 . 从 一 门 学 科 的 框架 中 把 它们 分 
离 出 去 是 不 合适 的 , 因为 在 每 门 课程 中 对 于 所 叙述 的 材料 都 要 用 集合 论 的 事实 进行 
处 理 , 通常 要 在 一 定形 式 下 对 这 一 特征 予以 注意 . 


第 一 草 引 论 


第 一 讲 
§1. 集合 . 集合 的 运算 . 集合 的 笛 卡 儿 乘积 . 映射 和 函数 


术语 “数学 分 析 ” 首 先 指 的 是 17 志 纪 牛顿 和 莱 布 尼 菊 所 创立 的 微 积分 , 民 然 分 
桥 的 一 些 基本 的 概念 形成 得 早 得 多 . 现在 人 们 批 它 在 很 大 程度 上 看 成 是 一 个 固定 的 
学 科 , 然而 , 由 前 已 述 不 应 做 出 结论 说 , 在 数学 分 析 中 不 含有 进行 科学 研究 和 深信 发 
现 的 内 容 . 事实 是 , 数学 分 析 的 组 成 部 分 是 如 此 的 浩 繁 巨 大 , 以 至 于 像 实 变 函 数论 、 
复 变 函 数论 、 概 率 论 、 微分 方程 、 数 理 统计 、 偏 微 分 方程 、 数 学 物理 方程 、 计 算数 学 
等 等 都 早已 变 成 独立 的 数学 学 科 , 广义 地 说 , 数学 分 析 包 括 所 有 这 些 领 域 , 即 几 平 全 
部 数学 . 

而 从 狭义 上 说 , 作为 一 门 学 科 , 数学 分 析 是 构成 她 怕 包 括 当 民 一 切 数 学 学 科 在 
内 的 公共 的 数学 知识 的 最 大 组 成 部 分 ， 因此, 数学 分 析 在 数学 教育 中 起 着 完全 独特 
的 作用 就 是 很 明显 的 事 了 . 就 本 质 而 言 , 它 正 是 数学 知识 的 基础 . 

不 夸张 地 说 , 分 析 课 程 的 标志 性 的 核心 概念 是 以 各 种 可 能 的 方式 表述 的 极限 概 
念 . 大 体 王 你 们 从 中 学 数学 中 已 经 知道 这 个 概念 了 . 但 是 , 获得 对 于 极限 清楚 的 明确 
的 了 解 , 却 是 学 习 分 析 课 程 的 最 大 的 困难 , 也 是 学 习 分 析 课 程 的 最 重要 的 阶段 . 

每 个 人 部 应 该 也 可 能 掌握 这 个 概念 , 因为 这 个 概念 要 在 各 种 不 同 的 情境 中 继续 
使 用 . 对 于 能 做 到 这 一 点 的 人 , 在 基础 课程 的 进一步 学 习 中 , 勤奋 比 天 份 更 重要 . 
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极限 概念 是 分 析 的 主要 概念 , 但 不 是 唯一 的 概念 . 它 本 身 要 依赖 于 集合 、 映射 和 
销 数 的 概念. 


定义 1 集合 是 具有 某 种 属性 的 对 象 的 总 体 . 


乍 一 看 , 这 个 定义 毫 无 用 处 , 因为 被 引入 的 概念 , 即 集合”, 是 用 另外 4 个 (1) 
我 们 从 来 不 曾 定义 过 的 概念 来 确定 的 . 但 并 不 完全 如 此 , 事实 上 , 定义 的 用 途 就 其 本 
身 而 言 , 完全 不 在 于 引 人 和 人 逻辑 上 的 严格 性 , 仅 当 “不 严格 ”地 引入 的 概念 引起 误解 时 
才 需 要 建立 逻辑 的 严格 性 . 

怎样 判断 什么 导致 误解 , 什么 不 导致 误解 呢 ? 对 此 现代 数学 中 只 有 这 样 的 手段 : 
好 辑 分 析 、 实践 和 直觉. 

有 两 种 类 型 的 定义 : 一 种 是 把 被 定义 的 对 象 合乎 逻辑 地 严格 引导 至 已 经 引信 的 
概念 ; 另 一 种 是 借助 于 口头 语言 如 以 描述 的 定义 . 

集合 的 定义 就 是 第 二 类 型 的 定义 . 数学 中 当然 喜欢 第 一 种 定义 ,但 是 源 起 的 概 
念 , 如 集合 的 概念 , 就 得 用 描述 的 方式 引入 . 有 许多 理由 表明 这 是 不 好 的 , 首要 的 理 
由 就 是 这 会 导致 矛盾 ( 即 所 谓 的 集合 论 的 悖 论 ). 但 是 没有 别 的 办 法 , 只 好 相信 和 直觉. 
健全 的 理智 启示 , 一 般 说 来 别 无 它 法 可 行 [19}， 

定义 2 其 全 体 构成 给 定 的 集会 的 那些 对 象 叫 作 该 集合 的 元 素 或 点 ， 

我 们 常用 大 写 拉 丁字 母 表示 不 同 的 集合 ,而 用 小 写 拉 丁字 母 表 示 这 些 集合 中 的 
元 束 ， 

定义 3 两 个 集合 和 六 叫 作 是 相等 的 , 如 果 它 们 由 同样 的 一 些 元 素 组 成 . 


此 事 记 作 : . 
区 = 或 和 = 其 
若 元 素 a 属于 集合 4, 则 记 
zce4d (或 43o). 
若 a 不 属于 4, 则 此 事 记 作 
A (或 EA). 

定 光 4 如 果 集 合 B 的 所 有 的 元 素 痢 属于 集合 4, 则 巨 叫 作 是 4 的 子 集 , 并 
记 作 : 
BCA {或 4DB). 

显然 ,车 BcA 且 AcCB, 则 A=B. 
在 某 一 讨论 中 , 把 论 及 的 所 有 的 集合 都 看 成 是 一 个 固定 的 集合 吾 的 子 集 , 常常 
是 比较 方便 的 , 我 们 称 这 个 固定 的 集合 怪 为 万 有 的 . 这 样 一 来 , 对 于 任何 一 个 集合 
4 都 有 
ACE. 


和 集合 - 集合 的 运算 . 集合 的 简 卡 儿 树 积 . 映射 和 苯 数 :5 


为 了 确定 起 见 , 说 到 某 个 集合 4( 部 刚才 所 说 , 它 是 EB 的 子 集 ) 时 , 我 们 应 该 有 明确 
的 标准 、 法 则 、 条 件 、 性 贰 , 使 得 能 据 以 确定 哪些 元 素 属 于 4. 如 果 把 这 个 条 件 用 = 
表示 的 话 , 那么 由 条 件 a 确定 集合 4 这 件 事 将 表示 成 下 述 形式 : 


A= {ueEE|a}. 


此 式 读 作 : 集合 4 由 (集合 的 ) 那些 满足 条 件 a 的 元 素 组 成 . 
可 能 有 这 样 的 情形 , 对 于 某 种 性 质 a, 在 整个 集合 互 中 全 然 不 存在 任何 具有 这 
种 性 质 的 元 素 . 为 了 符号 的 统一 , 在 这 种 情况 下 我 们 认为 符号 


A= {seEla}. 


确定 叫 作 室 集 的 特殊 的 集合 . 空 集 不 含 任何 元 素 . 空 集 用 符号 名 代表 . 用 我 们 的 记 
号 , 作为 例子 可 以 这 样 写 : 
SS= {ue El a 

此 处 a 是 这 样 的 狂 质 , 它 使 a 关 &a. 

为 了 简 请 , 代 兰 某 些 常用 的 表述 而 使 用 和 通用 的 叫 作 是 量词 的 特殊 的 数学 符号 : 

3 一 一 “存在 ”; 

引 一 一 “存在 恰 一 个 元 ” 或 “存在 唯一 一 个 元 ”; 

Y 一 “对 于 性 意 的",“ 对 于 一 切 *; 

沪 一 一 “次 真 ",“ 蕴 含 ”", “成 立 ”. 

下 述 命题 是 这 些 符号 写法 的 一 个 例子 : YA C 电 地 CA. 这 里 , 结论 是 , 空 集 是 
五 的 任何 子 集 的 子 集 . 这 个 结论 应 该 从 我 们 的 定义 这 样 推出 , 它 意味 着 , 如 末 一 -个 元 
素 属 于 &@, 那么 它 就 属于 4, 而 事实 上 由 于 空 集 全 然 不 含 任何 元 素 , 所 以 为 了 证 实 这 
个 结论 的 真确 性 , 不 必 对 任何 一 个 元 素来 验证 此 事 . 

定义 5 集合 C 叫 作 集合 4 和 BB 的 并 (或 和 ), 如 果 它 恰 由 那些 至 少 属 于 这 两 
集 之 一 的 元 素 所 组 成 . 


集 4 与 吾 的 并 集 C 表示 为 : 


C=AUEB. 


集合 的 并 的 性 质 
1° AUB= BUA. 
29° AU{(BUOC}= {AUB)UC. 
定 灾 6 把 由 全 体 同 时 属于 集合 壬 与 日 的 元 素 , 即 这 两 个 集合 的 公共 元 素 组 成 
的 集合 马 岂 作 集 4 与 召 的 变 , 记 作 避 一 4 了 加 
DDs 记 和 作 CC = smB" 一 一 语 为 译 者 所 加 . 
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集合 的 交 的 性 质 


1l* ANMB= BNA. 
2° ANMN(BNMNC)= (ANBING., 


证 明 两 个 集合 相等 就 是 证 明 任 何 属于 等 式 右边 部 分 的 元 素 x 都 属于 等 式 左边 ， 
且 反 之 亦 然 . 


对 于 任意 的 一 族 集 合 4。, 其 中 a 取 迟 某 个 集合 了 的 一 切 元 素 , 如 果 避 是 全 体 
4 的 并 集 , a e 了 则 记 
= (J An = (J 4 


他 它 开 cx 


类 似 地 , 如 果 C 是 全 体 集 合 A 的 交 , 则 记 
局 一 门 4 


定 光 了 由 集合 由 中 的 不 属于 集合 昌 的 全 体 元 素 所 成 的 集 局 叫 作 集合 4 与 
日 的 差 , 记 必 吕 A\B. 


集合 4 = 志 \4 叫 作 4 的 卸 或 集合 4 对 于 互 的 补 . 如 果 指 标 集 了 就 是 简单 
的 自然 数 集 , 即 1,2,3,:…, 那么 记 之 为 了 = ND, 而 代替 记 4。 和 站 4 写 U 4。 和 
位 1 三] 


让 An. 
定 光 8 称 集合 
C= (AUB\(ANBD) 
为 集合 4 与 吾 的 对 称 差 , 记 之 为 0= AAB. 
集合 运算 的 性 质 


1。 AcAh. 
2 ACBBCASA=B. 
3 ACB,BCCACO. 
do CAVA. 
go {U4ejns=UUunB) 
6 (n4ejuB= meuB) 
7 ACB>AUB- BANB-A. 
8° AUA = EE,ANA'=g. 
9 gm= BE,F=9%. 
名 我 国 规定 用 N; 代表 正 整数 集 , 而 自然 数 集 含有 数 0 一 一 译 者 注 . 


8i， 集合 . 集合 的 运算 . 集合 的 稍 卡 儿 苹 积 . 映射 和 务 数 了， 


11° (Nas) = [At. 

12。 AAB = (A\BYU (B\A). 

所 有 这 些 性 质 的 证 明 都 非常 简单 .作为 例子 , 我 们 来 演示 如 何 证 明 最 后 一 条 性 
质 . 我 们 应 该 证 明 , 如 果 G1 = (4UBN(ANMB) 和 且 02 = (A\BYU(B\A), 那么 C = C5. 
这 就 是 说 , 必须 证 明 下 述 断 言 : 

1) Ya € 0 地 a E02, 由 此 推出 Cc Caoi 

2) YaeC aoe 0 ca. 

我 们 仅 限 于 证 明晰 言 0) 即 CO. 设 ae0; 慎 么 ae AUB 人 ag ANMmB. 
然而 , 着 a E A UB, 则 或 者 a E A, 或 者 a < B. 考虑 第 一 种 情形 , 即 a < 4， 此 
时 4 # B, 因为 否则 的 话 将 有 a € 4 mB, 而 这 是 不 成 立 的 .那么 a E A\B, 由 
此 a € G2 = (A\B)U (B\A), 这 就 是 要 证 的 . 在 第 一 种 情形 下 , 我 们 证 明了 关系 
式 0 C Co 成 立 . 第 二 种 情形 的 不 辐 仅 在 于 4 和 B 的 位 置 互 换 而 已 ， 因此 总 有 
OC Os. 

定义 了 和 集合 之 后 , 接 下 来 一 个 同样 是 最 重要 的 数学 概念 就 是 映射 以 及 与 其 等 价 
的 函数 概念 . 但 我 们 先 给 出 集合 的 第 卡 儿 乘积 的 定义 . 


定义 9 集合 4 与 吾 的 簿 卡 几 乘 积 C 二 4AxB 是 这 样 的 一 个 集合 , 它 由 一 切 可 
能 的 元 素 对 {z, 切 组 成 , 每 个 这 样 的 元 素 对 的 第 一 个 元 素 x 属于 4 而 第 二 个 元 素 8 
属于 已 . 


定义 10 两 个 集合 的 篆 卡 几 委 积 4x 呈 的 于 集 严 思 作 是 集合 44 到 集合 已 的 
映 躺 , 如 果 下 述 条 忻 成 立 的 话 : 


YreA rv er 


例 设 4 = {1,2,3},B 一 {2,3,4,5}. 那么 集合 4 x B 的 子 集 下 = 1{(1,3),{2,2), 
(3,3)} 是 映射 , 而 子 集 名 = {{2,2), (2, 3), (3,3), (3,4)} 不 是 映射 . 


“映射 ”与 “ 阴 数 ”这 两 个 概念 是 同 义 的 , 只 是 书写 符号 和 使 用 环境 有 所 不 辐 而 
已 . 我 们 将 更 多 地 使 用 “ 隔 数 ”一 语 . 把 下 是 4 到 B 的 映射 写成 : 


F:ADB 或 A458B. 


定义 11 设 映 射 政 : 4 一旦 以 如 下 方式 定义 :yx E 3lye 昌 使 得 (xz, EF 
那么 , 元 素 yy 叫 作 是 工 在 映射 下 之 下 的 像 , 且 记 之 为 


y= Flr). 
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元 素 z 叫 作 是 元 素 y 的 一 个 逆 像 . 
全 体 元 下 (x),Yz < 4 的 集合 F(A) 叫 作 在 映射 下 下 集合 4 的 像 , 即 


F(A)= {y€ Bly= F(z),2 € A}. 


对 于 集合 C = F{A) 而 言 , 集合 4 本 身 在 映射 下 之 下 叫 作 集合 C 的 (完全 ) 谤 像 . 

正如 已 经 说 明了 的 , 术语 “映射 " 和“ 函数" 是 同 义 的 . 但 在 使 用 “ 耳 数 " 一 词 时 ， 
通常 把 所 有 的 术语 都 换 一 个 说 法 . 集合 4 叫 作 定 光 域 ,而 集合 F(A) c B 叫 作 是 值 
集 (或 值 域 ). 每 个 元 素 z e 4 都 叫 作 自 变 量 的 值 (或 简称 为 自 变量 ), 而 元 素 y = F(zx) 
叫 作 是 函数 在 点 x 处 的 值 . 

为 了 具体 绍 出 某 一 映射 , 即 函 数 , 一 般 说 来 必须 确定 一 种 从 币 卡 上 下 滋 积 A4x 8B 
中 选 出 具有 所 需 性 质 的 集合 F 的 方式 (法 则 ). 指明 这 种 方式 实质 上 就 是 给 出 画 数 ， 
因此 , 对 于 函数 通常 使 用 下 述 定义 : 


定 当 12 把 一 沾 这 样 的 法 别 叫 作 函 载 五 , 按照 这 个 法 则 对 于 每 本 元 素 we 有 性 
有 和 集合 BB 的 一 个 元 素 9 与 之 对 应 , 并 记 1 一 五 (了 


这 个 定义 的 缺点 在 于 , 函数 是 法 则 , 而 不 是 如 前 所 述 的 集合 , 这 是 不 目 然 的 , 因 

为 从 中 学 的 数学 课程 中 就 知道 , 函数 是 可 以 进行 加 法 、 乘法 以 及 其 他 算术 运算 的 . 
“映射 ” 一 语 的 使 用 在 表述 上 更 具 几 何 特色 , 击 “ 耳 数 ” 一 语 则 更 具 解 析 特 色 . 
我 们 来 考察 映射 的 某 些 分 类 , 反 函 数 以 及 双方 单 值 对 应 . 


英 射 F 电 作 是 满 射 , 或 映 上 的 (好 4 里 到 B 上 的 ), 或 者 叫 作 牙 瘟 , 如果 F(A) 
= BB. 

观 射 五 叫 作 是 单 射 , 或 嵌入 , 如 果 对 于 每 个 点 y = F(z) 只 存在 一 个 道 像 , 也 就 
是 说 , 从 条 件 y = F(z1) 一 (x2) 必 推 出 zl = zz， 

映射 已 电 作 是 双 射 , 或 双方 羊 值 的 , 如 果 它 同时 径 是 覆盖 也 是 租 人 和信 . 在 这 种 情 
况 下 , 对 应 于 映射 下 : 4A 一 B 可 以 按 下 述 法 则 做 成 逆 喘 射 F-1 : B 一 4: 代替 箔 
卡 儿 乘积 4 x B 中 的 元 素 对 (zr, 功 , 把 经 过 交换 x 和 y 的 位 置 所 得 的 (y, x) 看 作 是 
B x A 中 的 元 素 对 . 显然 , F-! 也 是 同类 的 映射 . 此 外 ， 


FF(O=zr we4 且 Fr))=y We 了 B. 


双 射 也 叫 作 双方 单 值 对 应 或 一 一 对 应 . 


$2， 对 等 的 集合 , 可 数 集 和 不 可 数 集 . 连续 统 的 势 ‘9. 
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$2. 对 等 的 集合 . 可 数 集 和 不 可 数 集 . 连续 统 的 势 


双方 单 值 对 应 的 概念 在 把 集合 的 元 素 “数目 * 的 概念 从 有 限 集 情形 推广 到 无 限 
集 情形 时 起 着 重大 的 作用 ， 由 于 我 们 通常 总 是 同 无 限 集 打 交道 , 这 一 推广 是 必须 的 . 
下 面 列 出 我 们 常 遇 到 的 无 限 集 : 

N -一 自然 级 数 的 全 体 数 字 的 集合 ; 

Z 一 一 全体 整数 ( 正 的 整数 , 负 的 整数 以 及 零 ) 的 集合 ; 

R 一 一 实 直 线 上 的 实数 的 集合 ; 

限 x 耻 蔡 标 平面 主 的 点 的 集合 . 

只 能 对 于 有 上限 集 谈 集 合 的 点 的 数目 , 而 对 于 无 限 集 是 不 可 以 的 . 在 无 限 集 的 情 
形 , 要 谈 和 集合 的 势 、 从而, 集合 的 势 这 个 概念 万 是 “元 素数 目 ” 概 念 向 无 限 集 情 形 的 
推广 ， 而 若 集合 是 有 上限 的 , 则 “集合 的 势 ” 与 “集合 的 元 素数 自 * 这 两 个 术语 是 向 
义 的 . 

定义 13 集合 有 4 与 如 叫 作 是 对 等 的 或 等 势 的 ,如果 在 它们 之 间 可 以 建立 双方 
单 值 对 应 . 此 事 记 作 : 4 ~ B. 


集合 的 性 质 


1° A~A. 

2" A~B=>B~4. 

3 A~B,B~OC=A~C. 

换言之 , 对 等 就 是 可 以 把 一 个 集合 一 一 对 应 到 男 一 个 集合 . 若 4 与 B 对 等 , 则 
也 说 它们 具有 同样 的 势 . 

我 们 引 和 人 关于 无 穷 集合 对 等 的 一 个 重要 的 例子 . 


命题 1 (自然 数 的 ) 集合 四 和 {有 理 数 的 ) 集会 中 { 即 一 切 分 数 到 <ZnE 
NN, (m,n) 二 1 的 集合 ) 对 等 ， 

这 里 记号 (m,n) 代表 数 mm 和 nn 的 最 大 公约 数 . 
Pp ”只 需 表 明 如 何 给 每 个 有 理 数 编 + 一 个 特有 的 号 码 . 为 此 , 把 每 个 有 理 数 都 写成 
既 约 分 数 的 形式 : 


r= PEZD, gEN, {p,9) = 1. 
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这 样 的 表示 是 隆 一 的 . 我 们 称 四 | + 9 = h 为 有 理 数 + = 5 的 高 度 . 这 个 高 度 本 身 是 
个 自然 数 , 也 就 是 说 它 取 什 于 1,2,3,… 对 于 固定 的 > 1, 存在 不 多 于 24 个 不 同 
的 既 约 分 数 , 这 是 因为 分 母 可 取 的 值 是 1,2,… ,让 一 4 (其 数目 为 六 -1 而 当 v 确定 
时 , 数 > 的 分 子 p 可 取 的 值 不 多 于 两 个 : 土 (h - gj (更 准确 地 说 , 若 分 数 < 是 既 约 的 
则 取 两 个 值 , 若 此 分 数 可 约 , 则 取 零 个 值 , 因为 此 时 它 的 既 约 分 数 表示 式 有 另外 的 4 
值 ). 于 是 , 具有 给 定 高 度 h 的 有 理 数 的 个 数 不 多 于 2(h 一 1) < 2h. 


我 们 按照 产 的 增 序 来 给 分 数 编号 ; 对 于 国定 的 h, 则 依照 g 的 增 序 , 而 当 玉 和 4 
男 定 时 则 依照 p 的 增 序 . 那么 我 们 得 到 


m=7=0 (h = 1), 
—1 1 
r= = -1 r3= 了 =1 (h = 2), 
m2 
h = 3), 
1 (h=3) 
人 7 
一 $3 
rs 一 本 二 -me= 本 


等 等 . 

显然 , 每 个 有 理 数 都 通 时 地 获得 自己 的 序号 . 同时 所 有 的 号 码 1,2,3… 都 会 被 
用 到 , 日 不同 的 有 理 数 得 到 不 同 的 号 码 ， 这 样 就 建立 了 集合 Q@ 和 因 的 双方 单 值 对 
J， 本 

定义 14 任何 与 自然 元 集 对 车 (等 势 ] 的 集合 叫 必 可 数 集 . 

如 我 们 已 证 明 的 , 有 理 数 集 是 可 数 集 . 

命 古 2 可 雪 集 和 的 性 何 非 宝 的 子 集 是 有 有 限 集 或 可 数 集 . 


Pp ”给 可 数 集 的 元 素 编 上 号 码 , 然后 把 于 集 的 元 素 按 照 这 些 号 码 的 增 序 重新 编导 . 如 
果 在 有 限 步 之 后 把 整个 子 集 编 好 了 , 则 它 是 有 限 集 , 否则 它 是 可 数 集 、， 4 


命题 3 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 和 是 可 数 集 , 


82， 对 等 的 集合 , 可 数 集 和 不 可 数 集 , 连续 统 的 势 - 11， 


pp ” 按 下 图 给 和 集 的 元 素 编号 : 


44: 一 《aal， 站 12， 个 他 13， 机 )， 
一 < pa 

Az=(a2 0o2， 023 “1'), 
< pe < 

da 一 (asl， aa, da3, 1+‘:*), 


| MAA 


[其间 ， 山 除 已 过 到 过 的 元 素 ). 在 2r? 步 之 后 , 将 显然 编 完 所 有 的 元 素 ago 十? 
所 了 吉 

我 们 注意 到 , 在 命题 1 一 3 中 考察 的 无 限 集 都 是 等 势 的 , 确 言 之 , 它们 都 是 可 数 
的 . 但 并 非 一 切 无 限 集 都 等 势 , 下 述 断 言 成 立 , 


定理 1 任何 集合 区 的 全 体 子 集 所 成 的 集合 2 二 Q( 久 ) 不 与 五 对 等 ， 


这 个 定理 ( 确 言 之 是 其 变形 : N x R) 是 G. 康 托 尔 (1845 一 1918) 于 1874 年 证 
明 的 . 
w ”用 反 证 法 , 设 2 ~ 处. 就 是 说 , 有 一 个 一 一 对 应 XX 二 Z. 那么 , 车 ae XX 则 
有 4 € 2 单 值 地 与 它 对 应 , 即 Fla) = 4 FE-1(04) = a. 现 将 任何 点 ae XX, 只 要 它 
属于 自己 的 像 , 即 ae F(a), 就 叫 作 是 正常 的 . 而 在 相反 的 情况 下 就 称 此 点 a 为 特 
殊 点 , 把 由 全 忻 特 殊 点 a& XX 组 成 的 集 D c 色 叫 作坊 集 . 那么 , 显然 D 是 集 2 的 
一 个 元 . 由 于 在 集 久 和 Z 之 间 有 双方 单 值 对 应 F, 所 以 存在 这 样 一 个 点 de 天, 使 
得 Fld) = DPD. 此 时 , 点 本身 必定 或 是 正常 的 , 或 是 特殊 的 . 但 第 一 种 情况 不 能 发 
生 , 否则 的 活 , 根据 正常 点 的 定义 , 点 a 将 属于 D = F(), 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 按 
万 的 构造 , 上 只 有 特殊 点 才 属 于 DD. 但 是 第 二 种 情况 导致 蔬 盾 , 因为 那样 的 话 , 根据 特 
殊 点 的 定义 , 4 ¢# F(d) = 品 , 而 另 一 方面 点 d 作为 特殊 点 则 根据 专集 的 定义 又 应 该 赂 
于 万 . 

这 样 一 来 , 在 Z 和 XX 之 间 存 在 双 射 的 假定 在 任何 情况 下 都 导致 耶 盾 , 这 就 是 说 
有 帮 ， 袁 

应 该 看 到 , 无 论 是 定理 1 的 结论 还 是 它 的 证 明 , 当 X 是 空 集 如 时 都 是 成 立 的 . 
这 时 集 天 的 势 等 于 0, 而 集 2 = Q(X) 给 由 一 个 元 , 即 多 自己 构成 , 从 而 它 的 势 等 
于 1 = 20. 我 们 还 发 现 , 对 于 由 个 元 素 组 成 的 有 限 集 X, 集 2 = Q(X) 的 势 确 切 
地 等 于 站 . 


定义 15 不 对 等 于 9 的 无 限 集 叫 作 是 不 可 数 的 . 


例如 , 根据 定理 LN 的 子 集 的 集合 是 不 可 数 集 , 而 这 就 意味 着 , 由 0 和 1 组 成 数 
列 (根据 数 上 属于 子 集 与 否 而 诀 定 第 项 是 1 还 是 0) 的 集合 不 可 数 . 
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我 们 下来 证 明定 理 1 的 方法 叫 作 康 托 尔 对 角 线 法 . G. 康 托 尔 于 1874 年 第 一 个 
使 用 这 个 方法 证 明 线段 二 的 点 的 不 可 数 狂 . 这 个 方法 之 所 以 叫 作对 角 线 法 , 是 因为 
如 果 在 定理 1 中 取 自 然 数 集 本 作 XX, 那么 得 到 的 子 集 的 集合 就 是 由 数字 0 和 !1 组 
成 的 数列 的 合体 , 它 不 对 等 于 乱 . 在 这 种 情况 下 , 定理 1 的 证 明 可 以 如 下 方式 进行 . 
”假定 ~ 2 = 二 NY. 那么 有 双方 单 值 对 应 


lo Hi = (hi R12 hi3,'*:), 
2 4 Hs 一 【六 21， 23， 疙 23， )) 


等 等 {这 里 符号 百 1, 百代 表 革 些 互 不 相 则 的 由 0 和 1 组 成 的 数列 ). 

我 们 电 出 由 对 角 线 元 素 组 成 的 数列 (hi ma fia3,… 中, 并且 把 它 的 每 一 位 数 都 
做 相反 的 改变 , 即 把 1 变 为 0, 把 0 变 浮 1. 我 们 得 到 : HF = (B21, Rao, pos 这 个 
元 素 不 与 诸 Fi 中 的 任何 一 个 重合 , 也 就 是 说 它 没 有 被 编 上 号 码 . 产生 了 牙 盾 . 4 


定 16 与 由 0 和 1 组 成 的 数列 的 全 体 所 成 的 集合 对 等 的 集合 的 势 巴 作 连 续 
统 的 势 

命题 4 线段 [0,1] 的 点 的 集合 了 具有 连续 统 的 势 
= ”单位 线段 [0,1| 的 每 点 都 可 用 二 进 制 写成 如 下 形式 : 


Ohihaha'.., 下 一 必 天 一 1 ,2,3,. 


} 


除了 形 如 3 k,n EN 的 数 以 外 , 这 种 写法 是 唯一 的 . 而 每 个 此 种 形式 的 数 恰 对 应 两 
种 写法 (一 种 是 从 某 一 号 码 开始 往 后 所 有 的 数字 都 等 于 0, 而 另 一 种 则 是 从 某 一 号 码 


开始 往 后 所 有 的 数字 都 等 于 1). 对 于 除去 形 如 Ek 的 点 外 的 所 有 的 点 , 这 样 来 建立 
对 应 关系 : 


T= {rm 123 


而 由 于 形 如 元 的 点 的 集合 是 可 数 集 , 从 而 与 这 些 数 对 应 的 数列 的 集合 同样 是 可 数 
集 . 因此 在 这 两 个 集合 之 间 可 建立 双方 单 值 对 应 . 而 这 就 将 建立 起 线段 [0,1] 的 点 与 
由 0 和 1 组 成 的 数列 的 集合 之 间 的 双方 单 值 对 应 , 也 就 是 说 , 线段 的 点 的 集合 具有 
连续 统 的 势 . a 


全 原文 误 作 (ia hi2,hi3;…) 一 一 译 者 注 . 


S3。 实数 . 14. 
第 三 讲 


§3， 实 数 


数学 分 析 课 程 的 研究 对 象 主要 是 数值 函数 , 这 些 数值 函数 的 定义 域 和 值 集 是 数 
轴 , 线段 , 区 间 , 数 轴 上 的 区 段 或 其 他 某 种 子 集 . 这 里 需要 有 上 比 中 学 数学 大 纲 所 涉及 
的 关于 实数 的 更 深刻 的 认识 . 不过, 我 们 强调 指出 , 我 们 将 完全 引用 这 些 认识 , 而 仅 
只 对 那些 实际 上 非常 需要 弄 明确 的 地 方 加 以 说 明 . 

关于 有 理 数 我 们 不 再 做 任何 解释 . 有 理 数 就 是 通常 的 分 数 . 周知 , 那些 不 是 有 理 
数 的 实数 叫 作 无 理 数 . 

应 该 看 到 , 实数 , 无 论 是 有 理 数 还 是 无 理 数 , 在 自然 界 中 并 不 存在 ,它们 是 人 类 
理智 为 了 实际 需要 而 做 出 的 抽象 发 明 . 可 以 说 , 数 “产生 了 数学 本 身 ”, 进而 数学 把 
自身 的 需求 寄托 于 数 . 其 同 , 仅 有 有 理 数 一 种 是 不 能 应 对 这 些 需 求 的 . 

数学 中 的 数 的 最 简单 和 最 自然 的 用 途 是 测量 线段 的 长 度 . 这 就 是 说 , 每 个 线段 
的 长 度 都 应 借助 实数 来 量度 . 另 一 方面 , 我 们 发 现 璧 如 说 , 在 平面 坐标 系 中 单位 正方 
形 的 对 角 线 不 能 用 有 理 数 a 来 量度 . 

实际 上 ， 如 果 这 个 数 是 有 理 数 , 那么 a = , (mn) = 1, 则 根据 毕 达 琳 拉 斯 定理 ， 


有 2 因此 m2 = 2n2. 考察 可 能 的 情形 : 1) m 是 奇数 ; 2) m 是 偶数 ， 
* 1) 都 m 是 奇数 则 mm 二 2k 十 1,m2 = 4 也 十 4 十 1 是 奇数 ,从 而 等 式 m2 = 2n2 

不 本 能 成 立 . 

2) 车 m 是 偶数 , 则 m = 2k,m2 = 4 也 且 2 = m. 于 是 经 类 似 的 论证 得 知 m 
也 是 偶数 . 而 这 表明 mm 和 n 这 两 个 数 租 被 2 整除 , 由 此 (m,n) 宕 2, 这 与 条 件 巴 盾 . 
这 表明 , a 不 是 有 理 数 , 此 即 所 和 欲 证 者 . 

测量 线段 (相对 于 预先 给 定 的 “标准 ”单位 线段 ) 的 长 度 的 问题 , 借助 于 无 限 十 
进 小 数 完全 解决 了 . 我 们 就 把 无 限 十 进 小 数 叫 作 实 {实在 的 ) 数 . 

于 是 , 实数 乃 是 带 “ 正 ”号 或 “ 负 ” 号 的 无 限 十 进 小 数 . 

注 “1 * 正 ”号 在 书写 中 可 略 去 . 

2. 十 进 有 理 数 ,四 即 形 如 -二 的 数 , 间 时 有 两 种 表示 法 , 它们 对 于 我 们 来 说 是 同一 的 , 内 而 
我 们 可 以 舍弃 那些 从 某 一 位 开始 其 后 都 是 数字 9 的 十 进 小 数 . 

3. 我 们 把 实数 与 作为 实数 集 的 表示 的 实数 办 的 点 等 局 看 待 . 

4. 全 体 实数 的 集合 用 字母 了 来 代表 ， 


号 这 只 是 有 理 数 的 一 部 分 一 一 译 者 注 . 
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实数 的 基本 性 质 


1? 对 于 a,b, 有: 或 者 2=Bb=a, 或 者 a>>bb<a, 或 者 a< bb>a. 

2 若 o>bb>c 则 gs>c 荐 a=bb=c, 则 ) 了 a=c. 

3* 对 于 ape 了 取悦 数 ce 取 使 得 c++b=e 

4° 对 于 abc<E 了 Ra 有 (aa 二 站 Tc 一 4 二 志士 品 ， 

5 对 和 于 wsE 了 有 aa 十 8 一 十. 

6 了 习 数 0< 了 使 得 ae+0=0+a. 

7? 对 于 ae 有 Rl(-a) ER 使 得 a 十 {a) = 0. 

8 对 于 a,be 民 3ice 及 司 得 ob=c. 

9° 对 于 a,b,c€ER 妥 有 {ab)c = albe), 

10" 对 于 a,beE 疏 有 ab = ba. 

11? 了 数 1 关 0 使 得 a.l1=1.a=a. 

12? 对 于 a 关 031a-1 使 得 aa~! =1. 

13° {a+he= ac+ be. 

14? 车 a>b 则 ace>b+ce. 

159 若 a>bec>0, 则 ge > hc. 

上 述 性 质 是 反映 艾 如 线段 的 长 度 、 和 矩形 的 面积 、 平行 六 面体 的 栖 积 等 最 简单 的 
数学 对 象 的 数量 特征 , 以 及 反映 这 些 量 在 各 种 变换 之 下 的 改变 所 必 备 的 性 质 ， 

数字 的 无 限 小 数 写法 , 等 同 于 数字 本 身 , 也 可 以 看 成 是 数 的 一 条 类 似 的 性 质 . 另 
一 方面 , 定义 十 进 表示 序列 的 递归 程序 ,对 于 由 无 限 十 进 小数 给 出 的 两 个 实数 进行 
算术 运算 的 结果 , 必须 符合 性 质 1*~15?, 这 些 程序 可 以 根据 无 限 十 进 小 数 的 值 的 比 
较 原 则 来 规定 . 我 们 将 在 证 明 实 数 集 的 完备 性 时 来 考察 这 个 比较 原则 . 

实数 性 质 竟 先 验 性 , 即 这 些 性 质 被 用 来 作为 建立 进一步 理论 前 出 发 点 . 人 和 们 把 
这 种 先 验 性 引 向 把 这 些 性 质 作 为 公理 的 思想 , 这 些 公 理 (连同 另 两 条 性 质 - 一 起 ) 确定 
了 实数 集 本 身 . 但 是 这 样 的 途径 并 不 完全 适合 于 我 们 , 因为 自然 数 的 袜 念 并 未 明确 
地 以 逻辑 法 则 的 形式 出 现 , 而 我 们 在 自己 的 论述 中 凭 靠 着 这 些 法 则 [19]. 

不 过 我 们 要 强调 指出 , 在 数学 的 其 他 领域 中 在 为 未 所 的 原理 葛 基 时 ， 公 理化 方 
法 的 独特 的 有 效 性 . 由 欧 几 里 得 演绎 的 初等 几何 公理 系统 就 是 这 样 一 个 十 分 漂亮 的 
例子 . 

还 有 几 个 实数 的 重要 性 质 ， 首先 一 个 就 是 阿 基 米 乱 公理 { 阿 基 米 德 ， 公 元 前 
287 一 前 212}. 阿 基 米 德 对 于 线段 叙述 了 这 条 公理 

16* 对 于 任何 实 正 数 o, 存在 这 样 的 自然 数 n 使 得 mn > 1. 
bp 敬之 1, 则 可 取 n= 1 面 无 需 再 证 什么 , 若 0<a<1 则 


=0.0-.-. 00g A= Ok1=0 ok 关 0， 


人 此 寻 “ec E R* 为 译 者 所 加 ， 


$3。， 实数 * ]5 ， 


那么 有 
105a 一 op. Gpti'"- 守 Qk > 1 

即 性 质 16° 对 于 = 10* 有 成立、 二 

我 们 晚 些 时 候 再 叙述 和 证 明 性 质 17?. 

现在 我 们 仅 考 察 非 负 数 . 我们 约定 , 对 于 十 进 有 理 数 , 仅 考 察 以 零 终 结 的 写法 . 
数 z 的 十 进 记 号 中 , 小 数 点 前 面 的 数 是 整数 , 称 之 为 x 的 整 部 或 者 x 的 整数 部 分 . 
于 是 , 数 x 的 整 部 玉 是 满足 不 等 式 nn < x < n+1 的 整数 ， 我们 使 用 标准 的 记号 : 
n 二 [zl. 那么 上 面 的 不 等 式 可 写成 


[zz<[r+l 或 x-l<[r] x. 


数 z 的 十 进 记号 中 小 数 点 后 面 的 数 ， 叫 作 数 z 的 分 数 部 分 ， 记 之 为 : {zt}， 显 然 ， 
[zx] + {xz} = xz. 于 是 , 量 中] 是 不 超过 zx 的 最 大 整数 ,这 个 性 质 用 来 定义 对 于 负数 x 
符号 [xz] 的 值 . 

例如 :|1.5] = 1; 100.3] = 0 [一 0.7 = 一 1; [一 3.5] 一 一 4. 

还 有 , 当 < 0 时 , 我 们 赋 耶 数 z 的 分 数 部 分 符号 {x} 以 值 : {xz} = xz 一 四. 这 
样 一 来 , 对 于 一 切 z, 符号 {x} 的 值 都 满足 条 件 0 < {xY < 1. 

我 们 来 定义 数 x 的 模 , 或 者 纺 对 值 : 


la+bl |al 十 二， 


我 们 来 这 明 这 个 不 等 式 . 我 们 有 : 

车 abz0, 则 |a+ 引 = |al 十 同 |; 

2) 车 ab <0, 则 |a+ 引 < al 十 圈 . 

作为 上 面 所 引入 的 概念 的 应 用 , 我 们 来 脖 明 三 个 命题 . 

命题 5 对 于 任意 的 整数 ga 和 任意 的 自然 数 5b 禁 在 唯一 的 一 对 整数 gr 使 得 
a=ba+r, Rr 


> ”实际 上 , 唯一 的 数 4 = [4| 满足 不 等 式 g < 5 <g+1, 即 gb<a<(g+1b. 屠 
么 量 + 单 值 地 由 等 式 + 一 a -bo 确定 日 满 足 不 作 趟 
0gr=a-b|?| <a-b(F—1) =b 用 
我 们 指出 , 上 面 考察 的 数 + 叫 作 整 数 a 除 以 自然 数 5 的 余数 . 整数 g 叫 作 商 数 . 
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命题 6 任何 自然 数 ga 都 唯一 地 关于 某 个 自然 数 nn 表示 成 形式 
r= 二 1108+: 二 1076n, 


其 中 am 是 满足 条 忻 0 志 am 所 9 的 整 元 ,m= 二 0.… ,man 写 1. 
bp 我们 注意 到 a < 10°. 实际 上 


公 一 】 qa—1 


= V1< Yi0n = Et i00, 


7 一 0 1 二 位 


因此 , 存在 唯一 的 非 负 整数 n 使 得 
10° & a < 10™°+), 
对 于 0<msn 置 
: kr er 
我 们 注意 到 , 所 有 的 数 a 都 是 整数 是 成 立 不 等 式 


如 习 位 
-1= 1 10 mn 0 (m1)=10, 


BOgSam &9; 

此 此 电 

"= [wos] -1 [or] = | 二 | > + 
因为 10" <a<10m1 且 | =0. 还 有 
只 oro- 袜 ir (| 各 -aa -cao 

我 们 来 证 明 命题 中 给 出 的 数 = 的 表达 式 的 唯一 性 . 设 除了 表达 式 a 一》 10"am 之 
外 另 有 表达 式 a = 尖 10mbn. 那么 , 对 于 某 个 不 超过 数 n 和 上 中 的 大 者 的 s, 成 立 
等 式 

0=a~a= 》 10"em, 


7 一 心 


其 中 em = am 一 brs|om| < 9,cs 天 0. 由 此 推出 10cs 一 一 实 10mem, 从 而 


10° & les . 10*| = | 一 


四 习 10mc 


#1 10s 1 
<» 3.10 一 日 . 一 10s 一 1 < 10°, 
< 10—1 


这 是 不 可 能 的 . 上 


8$3，、 实 数 “ 17 - 


在 命题 6 中 引入 的 表达 式 称 为 数 a 在 十 进 (位 ) 计数 系 中 的 束 示 . 数 a,,, 叫 作 
给 定 的 数 的 位 数 , 数 a 写成 a = as:…ao 的 形状 . 数目 10 叫 作 给 定 的 计数 进位 系 的 
基 . 我 们 指出 , 任何 大 于 1 的 自然 数 都 可 以 取 作 计数 进位 系 的 基 . 特别 地 , 在 名 我 们 
已 经 使 用 过 二 进位 计数 系 . 

定义 17 说 数 a 表示 成 无 限 十 进 小 数 og.oao…an…, 其 中 ao 一 [a],0 < 
Qk 忆 99, 上 1 是 整数 , 如果 对 于 任意 的 自然 数 nl 成 立 不 等 式 


0&a— sa(Q) < 107", 
其 中 , sn(Q) 叫 伟 数 a 的 小 数 点 后 第 n 位 的 会 值 .加 
命题 7 对 于 每 个 实数 a 320 存在 唯一 的 无 限 十 进 小 数 表 示 


= O00 On ， 
它 对 于 一 切 自 然 数 n 满足 以 下 条 件 思 
an (0) 三 CD- 人 1 Cn 


> 假设 相反 , 即 存在 男 一 个 表示 a = 所 .下 记 Br: 根据 这 两 个 表示 的 不 同 ， 
对 于 革 个 n 成 立 不 等 式 


An = co.al on ¥ Bn = BoB bn. 


从 有 限 十 进 小 数 的 定义 得 知 , 数 1074,, 和 10"B. 都 是 整数 .此 外 , 数 ,和 B, 自 
身 都 是 数 a 的 nn 位 舍 值 , 因此 


Ox<a—A,<10"™, Oso-B.<10", 
Og1l0Ma— Anj<1, Og1l0e— B}<1. 


从 最 后 两 个 不 等 式 得 知 , 整数 10"(4, 一 B;) 满足 不 等 式 -1 < 10"(4。 - B,) < 1. 因 
此 A, = B,, 这 就 产生 了 也 盾 ， 
现在 来 证 明 , 对 于 每 个 实数 都 存在 无 限 十 进 小 数 表 示 ， 我 们 来 描述 寻找 实数 a 
的 满足 命题 7 条 件 的 十 进 写法 的 算法 . 
置 ao = id,an = [lo0ral - 10[10"-1a. 根据 不 等 式 8 一 1<[ 有 8B, 当 n>1 时 
有 
-l= (10°6— 1)— 10°6 < on <10e— 10(10° to ~ 1) = 10, 


作 这 里 应 该 规定 snfal = ao.ed …an -一 译 者 注 . 
多 量 后 这 和 句 话 基 包 余 的 一 一 译 者 注 . 
多 原文 误 为 a 一 .0… Bs… 一 一 译 者 注 ， 


即 0 < on 所 9 考察 无 限 十 进 小 数 ao.aaas . . 我们 来 证 明 它 就 是 数 = 的 下 
未 . 为 此 , 只 蔓 证 明 对 于 尾 何 自然 数 n, 数 一 二 oo-al:…an 都 是 数 a 的 n 位 会 值 . 
改写 4;,, 有 


al Qn 10ma] — 10[10™m-1a] 
An = Go 十 10 十 -… 十 Ion = Dt 


[ 
[10mal [lom-tol\ {10°a] 
=-a+ ( t0m 10m=1 ) - 10" “ 


由 此 得 到 


即 


oC 10 < A 


最 后 的 不 等 式 就 表明 A 是 数 a 的 n 位 会 值 ， 4 

我 们 发 现 , 对 于 数 = = 6, 其 中 a。 和 都 是 自然 数 (这 样 的 数 a 叫 作 十 进 有 
理 数 ), 对 应 于 命题 条 件 的 只 是 有 限 十 进 小 数 . 

以 后 需要 下 述 概念 和 记号 . 

满足 以 下 不 等 式 的 点 x 的 集合 好: 

a 之 Zz 万 忆 时 作 升 区 间 ( 记 作 2 = fa 号 ); 

a<x 人 Kb 或 a 所 x <b, 吕 和 作 半 开 区 间 (M = (a 或 MM = [a 器 ); 

a 所 2 所 所 叫 必 线 段 或 闭 区 间 (Mf = fa, 可) 

这 些 集合 中 的 每 个 都 叫 作 区 段 . 

用 相应 的 条 件 确定 的 点 z 的 集合 叫 作 : 

<Q 职 i>a 开 射 线 ( 记 为 : 工 一 (一 o0,a) 或 工 = (a 十 o0)); 

Tg 或 Ia 闭 射 线 ( 记 为 : 工 一 {oo0,g| 或 工 = |a, 二 oo0)); a 思 作 射线 的 
顶点 . 

这 里 , 符号 +eo 读 作 正 无 穷 , 而 符号 -oo 读 作 和 负 无 穷 

实 轴 上 一 切 满足 条 件 lz 一 a| < {其 中 > 0 而 a 是 某 一 固定 的 实数 ) 的 点 x 
的 集合 叫 作 点 a 的 。 邻 域 (或 简称 为 邻 域 )， 

满足 条 件 |z| > < (其 中 = > 0) 的 一 切 点 x 的 集合 叫 作 无 窃 的 < 邻 域 (或 简称 邻 
域 ). 

满足 条 件 x > s (其 中 > 0) 的 一 切 点 x 的 集合 叫 作 正 无 穷 的 = 储 域 {或 简称 
邻 域 ). 

满足 条 件 z < -s (其 中 es > 0) 的 一 切 点 xz 的 集合 叫 作 负 无 穷 的 < 邻 域 {或 简 
称 邻 域 )， 

最 后 指出 , 命题 5 ~ 了 具有 某 种 解释 和 说 明 的 性 质 . 
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84. 实数 集 的 完备 性 


定 及 1 实数 轴 了 及 上 的 非 空 全 合 4 叫 必 是 有 上 界 的 ,如 果 存 在 数 昌 和 下 ,使 得 
对 于 每 个 a E A 都 成 立 不 等 式 吕 过 五 换言之 ， 


YE 有 二 下 所 站 


数 5 叫 作 和 集合 4 的 上 界 . 一 个 有 上 界 的 集合 有 无 限 案 个 上 界 , 例如 和 二 上 1,5 二 2， 
等 等 ， 
类 仆 地 定义 非 空 集合 4 的 下 界 a 


Yr da 


非 空 的 集合 4 叫 作 是 有 界 的 , 如 果 存 在 5 > 0, 使 得 对 于 所 有 的 ae 4 有 |a| <b. 

非 空 有 上 界 的 集 4 的 一 切 上 界 b 的 集合 是 有 下 界 的 . 
” ”实际 上 , 对 于 集 4 中 的 任意 一 个 固定 的 a, 每 个 上 界 be B 都 满足 不 等 式 w 所 六 
这 就 表明 a 是 B 的 下 界 . 有 * 

现在 我 们 来 叙述 实数 集 下 的 完备 性 (第 三 讲 中 提 到 过 的 性 质 ). 

17* ”对 于 任何 非 空 有 上 界 的 集合 4, 其 上 界 5 的 集合 含有 最 小 元 也 就 是 
说 , 存在 唯一 的 元 素 5 & B 使 得 ; 

二 站 是 全 会 4 的 上 界 , 即 对 于 一 殷 wE 4 成立 天 实时 

2) b' 是 集合 BB 的 最 小 元 素 , 也 就 是 说 对 于 一 其 六 E 互 有 即 斥 所 

元 素 yr 叫 作 是 集合 4 的 上 确 界 或 集合 4 的 supremum ( 记 作 : tr = sup A). 

在 证 明 这 条 性 质 之 前 , 我 们 先 指出 , 同样 的 性 质 对 于 有 下 界 的 集合 4 的 下 界 的 
集合 DD 成立, 即 存 在 唯一 的 元 素 内 < DD 使 得 

1) Ya EA 

2 YdED 二 2d = inf A ( 读 作 : 下 确 界 , 或 infimum). 

现在 来 证 明 狂 质 17*. 
> ”我 们 来 构造 性 地 构 作 数 ”可 以 认为 0 € 4, 于 是 对 于 所 有 的 be BB 有 b> 0. 
实际 上 , 我 们 取 随 便 一 个 cl e 4A. 我们 发 现 , 对 于 任意 的 上 界 5 & B, 成 立 不 等 式 
六 41, 从 而 b 一 al 守 0. 

现在 代替 集合 4 而 考察 形 如 a ai 的 数 的 集合 4A. 如 果 我 们 成 功 地 证 明了 存 
在 数 贡 = sup 由, 那么 显然 就 存在 数 六 = sup 4, 而 且 = 前 十 a1 反之 亦 然 . 下 述 
原则 成 立 . 


.了 2 人 ， 第 一 章 引 论 


实数 的 比较 原则 


车 ma>Bp30 且 此 两 数 的 十 进 制 表 示 为 下 = ogia2…ap'* 和 b= 二 bo. 有 by…. 
Bb--… ,那么 或 者 ao > 可, 或 者 存在 号 码 天 使 得 ao.a1 ak > bo-b1 Br. 

我 们 还 约定 , 集合 4 中 的 一 切 十 进 有 理 数 都 内 表示 成 具有 无 限 多 个 零 的 形式 . 

在 集 4 中 取出 由 一 切 满足 条 件 a >0 的 ee4 组 成 的 子 集 4o, 即 ho = {a Ee 
4ja > 时. 对 于 每 个 数 ae Ao 考察 它 的 整 部 [a] = nio(@@). 

由 于 0 < [aj a <b, 那么 函数 [a] 对 于 a€ Ao 只 取 有 限 个 值 . 记 这 些 值 中 的 最 
大 者 为 zo. 考察 由 满足 ja] = ro 的 a & 4o 组 成 的 集合 A1 C 4o. 我 们 发 现 , 对 于 一 
切 在 他 刀 1 有 不 等 式 让 所 出 让 

在 集合 4 上 定义 函数 ni(a), 它 取 数 a 的 小 数 点 后 第 一 个 十 进位 上 的 值 . 首先 ， 
它 取 值 不 多 于 十 个 . 用 x1 代表 这 些 值 中 的 最 大 者 . 由 A 中 的 使 ni(a) = 2a 的 数 a 
的 全 体 组 成 集合 42. 用 sifa] 表示 把 a 的 十 进 小 数 表示 中 小 数 点 后 第 二 位 及 其 以 后 
的 全 部 数字 都 改 成 零 所 得 的 数 , 也 就 是 说 , 车 a = ma, 则 g(a) = ne-ni. 那么 ， 
对 于 任意 的 ee 4 有 saifal = zo.z1, 而 对 于 一 切 a #4 A2, 成 立 不 等 式 a < roz1, 对 
于 所 有 的 a & As, 定义 函数 nz(a), 使 它 等 于 a 的 小 数 点 后 第 二 个 十 进位 上 的 值 . 用 
zz 代表 它 的 最 大 值 . 由 4a 中 的 使 rafo] = zo 的 数 a 的 全 体 组 成 集合 43. 那么 , 对 
于 sa(a), 即 把 a 的 十 进 小 数 表 示 中 第 三 位 及 其 以 后 的 全 部 数字 都 改 成 零 所 得 的 数 ， 
成 立 关 系 式 s2(a) = zo.zlz2 对 于 任何 a € 4a; 及 a < zzlrz 对 于 任何 a As. 继 
续 进行 这 一 程序 , 在 第 & 步 我 们 得 到 


sfa) = T0.DH Tk Ya GE Apr 


TOTLT2 TE Va Agri1. 


这 样 一 来 ， 就 得 到 了 一 列 数字 ， 它 们 确定 了 一 个 具有 十 进 小数 表 示 WW = 
70.7172 .的 数 5. 
现在 我 们 证 明 ， 1 是 集合 4 的 上 确 办 即 B= sup 4 为 此 必须 验证 下 述 条 件 : 
1) 5# 是 上 界 , 好 对 于 -一切 aE4 有 @ 所 的 
2) zy 是 最 小 上 上 界 , 即 车 < 2 则 存在 a e 4 使 得 a> 访 
我 们 来 证 明 条 忻 1}. 假设 不 然 , 即 存 在 a E 4 使 得 a > . 那么 根据 数 的 比较 原 
则 得 知 , 存在 号 码 & 使 得 


Sa) > EO.T1 :Tk = ak(0), 


而 这 与 数 WW 的 构 作 相抵 般 . 
证 明 条 件 2). 车 5 < 六 则 根据 实数 的 比较 原则 , 存在 号 码 上 & 本 , 使 得 


bo.b1 :bk = srtb) 人 sf 一 寺 Q .人 ] 部 ， 


34， 实 数 集 的 完备 性 .2 、 


我 们 认为 , 在 数 b 基 十 进 有 理 数 的 情形 , 此 处 使 用 带 有 无 限 多 个 零 的 小 数 表 示 ， 
然而 根据 5 的 构 作 , 存在 一 个 元 素 a e 4k+1 使 得 si(a) = ss(b .由 此 推出 sx(8) < 
Sk(O),H a 二 

我 们 指出 , 数 六 = sup 4 可 以 属于 4 也 可 以 不 属于 A. 

作为 例子 , 我 们 来 考察 满足 条 件 o2 一 2 < 0 或 2 < 2 的 有 理 数 a 的 集合 4, 以 
及 由 满足 条 件 如 > 2 的 正 的 有 理 数 b 组 成 的 集合 B= Q@\A. 

根据 不 存在 其 平方 等 于 2 的 有 理 数 这 一 事实 , 我 们 有 : 1) AUB = Q; 2) ANB = %; 
3) 有 A 关 @,B 关 3; 4 对 于 任意 的 数 a e 4 和 任意 的 数 be B, 成 立 不 等 式 a <b. 


定 光 19 任何 把 有 理 数 分 虽 成 具有 性 质 1) ~ 由 的 两 个 集 的 分 划 巴 作 分 着 ( 戴 
德 金 分 割 )， 


集合 B “上 方 界 定 ” 集 侣 4, 也 就 是 说 , 对 于 任何 固定 的 ceE B, 条 件 省 成 立 , 而 
且 集 合 B 训 括 了 集合 4 的 上 界 . 

我 们 来 证 明 , 集合 B 没有 最 小 元 , 而 集合 4, 作为 集合 B 的 全 部 下 界 的 集合 , 没 
有 最 天 元 . 这 表明 , 有 理 数 集 @@ 不 是 “完备 的 ?, 也 就 是 谤 , 对 于 它 , 性 质 17° 不 成 立 . 

实际 上 ， 假定 不 然 奴 集 合 B 中 存在 最 小 的 数 bo. 我 们 来 考察 这 样 的 数 bo 一 已 
使 得 0<k< 加 一 2 各 2 那么 


本 


因此 ,bo -<E B, 这 与 数 bo 的 最 小 性 矛盾 . ， 
现 假定 ao 是 集合 4 的 最 大 数 ， 考察 满足 条 件 h < 5 的 非 负数 六 < 1. 
那么 


(a0 + h)? = oe + h(200 + h) <a+h2ao+l) <o+(2—ad)=2. 


这 样 一 来 , 数 ao + he 4, 这 与 数 ao 在 集合 4 中 的 最 大 性 的 假定 相 苍 盾 . 

有 理 数 集 的 分 割 的 概念 是 由 戴 德 金 (J.W. R. Dedekind(1831 一 1916)) 为 建立 实 
数理 论 而 引 人 的 ( 按 他 的 方法 , 实数 等 同 于 分 割 ). 尽管 在 本 教程 中 , 这 个 任务 是 借助 
于 无 限 十 进 小 数 来 完成 的 , 还 是 应 该 指出 , 戴 德 金 分 割 对 于 其 他 问题 也 是 有 用 的 . 特 
别 是 , 具有 任意 的 赛 指 数 和 自 变量 值 的 圭 函 数 和 指数 郴 数 的 严格 定义 事实 上 仰 居 着 
分 割 ， 


上 确 界 的 性 质 


若 b=sup 4, 则 对 于 任意 的 > 0 存在 A 的 元 a 使得 a>6 一 &. 
» ”用 反 证 法 . 假定 存在 这 样 的 。 > 0, 使 得 对 于 一 切 ee A 成 立 不 等 式 6 一 a 之 &. 


"22. 第 一 章 引 论 


那么 WW=b 一 ge 是 集合 4 的 上 界 , 而 5 比 5 小 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 5 是 上 界 当中 的 
最 小 者 ， 4 


我 们 还 要 证 明 实数 的 一 个 性 质 . 
引 理 1 对 于 任何 满足 条 件 x < Y 的 实数 xw,y E 到 ,存在 有 理 教 ~ e 们 使 得 


?TE 
Ti 
EE 


we ”根据 阿 基 米 德 公理 (性 质 16*), 对 于 正 实数 y -存在 自然 数 n 使 得 成 立 不 等 
式 nty 一 xX) > 2. 由 此 推出 , 开 区 间 (nz,ny) 的 长 度 超 过 2. 因此 , 在 这 个 开 区 间 中 存 
在 整数 m 使 得 nz < m < ny( 例 如 mm = [nyj 一 1). 根据 性 质 15°, 从 最 后 的 不 等 式 就 
得 到 欲求 的 不 等 式 . 4 

注 可 同样 简单 地 证 明 , 在 任何 数 0 < zz < 3 之 间 存 在 无 理 数 ， 实际 上 , 根据 引 理 1, 在 数 
畜 和 莓 之 间 存 在 某 有 理 数 地, 于 是 无 理 数 地 V3 位 于 开 区 间 (x,y) 中， 

最 后 , 凭借 实数 间 的 比较 原则 我 们 来 叙述 引 理 2 这 个 引 理 实质 上 给 出 了 对 于 实数 进行 算术 
运算 时 , 顺 次 计算 各 十 进位 上 的 值 的 方法 ， 


让 | 理 23 设 wp>f0 是 实数 ， 


性 一 suplsn (0) 士 sn(D))， = sup(sn (msntb)), f= uP (2 ) ， 


如 果 s,{B) > 0 的话, 那么 c=atbd—ab,f—? 当 b>0. 


> ”这 个 引 理 的 证 明 根据 的 是 下 述 考 虑 .1) 显然 , 在 三 种 情况 下 , 上 确 界 都 存在 .2) 性 
质 le ~ 17° 的 成 立 由 进一步 的 直接 计算 来 验证 ， < 


85. 关于 集合 的 分 离 性 的 引 理 , 关于 赔 套 闭 区 间 系 的 引 理 以 及 关于 收缩 闭 
区 前 序列 的 引 理 


引 理 3 《关于 集合 的 分 离 性 ) 设 4 和 旦 是 实数 轴 上 上 两 个 不 空 的 集合 , 即 4 疙 
2 日 关 人 名 且 要 CC 怕 ,B CC 腿 . 还 设 对 于 任何 a eA 及 对 于 任何 beB, 不 立 不 等 式 
ob. 

那么 在 在 这 样 的 数 x, 悟 得 对 于 一 切 a E 4 和 对 于 一 切 be B, 成 立 不 等 式 


忆 计 工 b 


pe ”从 集合 B 的 定义 推出 , 它 的 每 个 点 都 是 集合 4 的 上 界 . 令 j= sup A. 那么 ,由 
于 z 是 上 界 , 对 于 一 雏 ae 4 有 不 等 式 a < zx, 而 由 于 z 是 4 的 上 确 卉 , 所 以 对 于 
任意 的 5e B 都 有 xz 所 34, 也 就 是 说 , 对 于 一 切 ne 4 和 对 于 一 切 be B, 有 axgz 
Ea 


8 关于 集合 的 分 离 性 的 引 理 , 关于 获 讲 闭 区 疗 系 的 引 理 以 及 … -23 


定 光 20 称 非 空 集合 证 是 谎 套 闭 区 间 系 , 如果 Mf 的 元 素 是 闭 区 间 , 生 对 于 性 
意 的 Al, A EAM, 条 忻 A CA 和 As CA 之 中 总 有 一 个 成 立 ， 也 就 是 说 一 个 闭 
区 闻 的 一 切 志 都 局 于 另 一 个 闭 区 间 ， 


引 理 4 (关于 好 套 闭 区 间 系 ) 设 M 是 许 套 闭 区 亲 系 . 那么 存在 这 样 的 数 r, 使 
得 对 手 任意 的 A € MM 都 有 eA, 也 就 是 说 集合 J 中 的 所 有 的 闭 区 间 有 公共 点 z. 


pp ” 设 4 是 属于 MM 的 闭 区 间 的 左 端点 的 集合 , 而 B 是 它们 的 右 端 点 的 集合 . 那么 
对 于 一 切 a & 4 和 对 于 一 切 be B, 必 有 a <b. 实际 上 , 设 a 是 闭 区 间 [a,WeM 
的 左 端点 . 而 上 是 另 一 个 闭 区 间 [a e MM 的 右 端 点 . 

可 能 有 两 种 情形 : 1) fa, [6 本; 2) [人 本 二 [人 在 第 1) 种 情形 有 m 所 < 
b < ,而 在 第 2) 种 情形 有 由 < a < 8&6b. 那 么 根据 关于 分 离 人 性 的 引 理 , 存在 这 样 
的 数 zx, 使 得 对 于 任何 闭 区 间 [a, 相 Ee M 都 成 立 不 等 式 a 所 2 区 民 

注 “借助 于 引 理 4 {关于 峰 套 闭 区 间 系 ) 可 以 证 明 闭 区 间 上 的 点 的 集合 的 不 可 数 性 ，{ 提 示 ， 
假定 所 有 的 点 已 数 出 来 了 . 把 闭 区 间 分 为 三 部 分 . 那么 具有 号 码 1 的 点 不 谨 于 这 三 个 闭 区 间 之 一 . 
把 它 再 分 成 三 部 分 . 具有 号 码 2 的 点 不 属于 所 得 的 三 个 了 团 区 间 之 一 , 依 此 类 推 . 根据 引 理 4 存在 
点 x 疝 时 属于 所 有 的 闭 区 冶 , 但 这 个 点 没有 被 编号 .} 


定义 21 风 穴 闭 区 间 系 JM 称 为 这 套 闭 区 间 列 , 如 果 金 部 闭 区 间 被 编号 , 且 尾 一 
大 号 码 的 区 间 和 所 会 在 性 一 小 号 码 的 区 间 中 . 

定 光 22 吕 套 闭 区 间 列 称 作 是 收缩 闭 区 间 列 ,如果 它 所 售 的 闭 区 间 中 有 长 度 性 
意 小 者 ， 挤 言 之 , 无 论 正 数 上 如 何 , 在 收缩 团 区 间 列 中 都 含有 其 长 度 小 于 < 的 闭 
区 间 ， 

引 理 5 收缩 闭 区 间 列 含有 公共 点 且 仅 含 一 个 公共 点 . 
w 论断 的 第 一 部 分 从 引 理 4 推出 . 

我 们 来 证 明 论断 的 第 二 部 分 . 如 果 全 部 闭 区 间 同 时 含有 两 个 不 同 的 点 a 和 bta < 
站, 那么 M 的 每 个 闭 区 间 的 长 度 部 该 不 小 于 b 一 a > 0， 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 按照 
定义 , 在 对 中 有 更 短 的 闭 区 间 ， 4 


第 二 章 ”数列 的 极限 


第 五 讲 


81， 数 学 归纳 法 、 牛 顿 二 项 式 以 及 伯 努 利 不 等 式 


对 于 数学 归纳 法 的 依据 , 我 们 使 用 自然 数 的 下 述 性 质 : 在 自然 数 集合 的 任 一 非 
空子 集中 都 存在 最 小 的 数 . 

我 们 来 确定 该 性 质 确实 成 立 . 为 此 , 取 其 任 一 元 {这 是 可 以 办 到 的 , 因为 给 定 的 
子 集 不 空 ). 若 所 取 的 元 最 小 则 性 质 已 然 证 实 ， 否则 , 比 该 数 小 的 自然 数 的 个 数 是 有 
限 的 . 逐个 考察 它们 , 我 们 就 会 找到 最 小 的 元 素 . 

数学 归纳 法 是 下 述 方法 : 为 了 证 实 任 一 关于 一 切 自 然 数 n > 1 表 出 的 命题 ， 
只 需 

1) 对 于 n = 1 证 明 这 个 命题 ; 

2) 假定 它 当 交 一 大 有 旦 天 兰 工 时 成 立 ; 

3) 在 结论 1) 和 假定 的 基础 上 , 证 明 命 题 当 n= 上 十 1 时 真确 . 

确实 , 由 此 推出 所 述 命题 对 于 一 切 自然 数 是 真确 的 . 假定 不 然 , 那么 那些 使 命题 
不 真 的 nt 的 集合 含有 最 小 元 mm. 数 mm 关 1 因为 命题 对 于 n= 1 成 立 . 数 mm 不 可 以 
大 于 1, 因为 那样 的 话 命题 对 于 mm 一 1 成 立 , 而 根据 第 3 款 , 它 也 对 于 mm 成 立 , 这 与 
数 m 的 选择 政 盾 ， 

注 ”数学 归纳 法 可 以 证 明 对 于 mn > m 成 立 的 命题 , 其 中 mm 六 1， 在 证 明 的 过 程 中 应 该 改变 


和， 数学 归纳 法 、 咎 顿 二 项 式 以 六 人 怕 努 利 不 等 式 .25 - 


第 一 步 : 对 于 n = m 证 明 命 题 , 而 保持 其 他 不 变 , 如 前 一 样 , 在 必要 时 使 用 nz 1m. 
我 们 来 考察 牛顿 二 项 式 . 定义 量 ml = na 一 中 2.1,0 二 1({nl 读 和 作 的 阶乘 ). 
特别 地 , 有 11=1,2=2.1=231=3.2.1=6, 等 等 . 


定理 1 下 列 等 式 (牛顿 二 项 式 公式 ) 成 立 ; 


{1 + = C0 +OClrt. + CF + + Onaz"™. 


此 式 可 简短 地 写成 
人 二 zj” = Ci,, 
天 一 心 
其 中 C = 人 - pr 是 二 项 式 系数 . 
”用 数学 归纳 法 . 


1. 当 n= 1 时 公式 成 立 : 1 十 z= 1+ 工 , 因为 


rn 


2. 设 牛 顿 二 项 式 公式 当 n = t,t 之 1 时 成 立 . 
3. 证 明 它 当 n = t 十 1 时 成 立 , 首先 证 明 关于 二 项 式 系 数 的 辅助 命题 : 当 0 < 


kk 所 nn 一 1 时 有 
n 十 性 加 叉 十 1 
k kx+1) \k+1/ 
事实 上 
nn! nl 
Hm Rl (Riri 1 
nl ( 1 1 ) - nt+l 
= Fn \n ok TI \g+1) 
我 们 有 
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注 类 位 地 可 证 形 如 


{十 十"… 十 2) ”二 >》 re ly ,ae 
点 1 十 … 十 启 s 二 和 
的 s 个 未 知 数 的 重 辆 二 项 式 公式 , 其 中 局; - ,ks 是 非 负 整 数 ， 
在 叙述 数列 的 极限 理论 时 我 们 需要 远 为 明显 的 伯 努 利 不 等 式 . 


定理 2 当 z>-1r 夭 0 时 ,对 于 整 教 站 关 2 成 立 不 等 式 【 伯 努 利 不 算式 ) 


【1 + x)™* > 工 十 了 了 
bp ”用 归纳 法 进行 证 明 . 首先 确认 当 n = 2 时 不 等 式 成 立 . 事实 上 ， 
(1+z =1+2r+2>1++27, 
设 对 于 号 码 mn = 上 结论 成 立 : 
人 十 zi > 1+ kz, 
其 中 天 关 2. 我 们 来 对 n = 十 1 进行 证 明 . 我 们 有 


(十 Ze 一 (十 了 人 十 了 > (+ kr)(l +2) 
=1+(kriyrt+ke i >i+(k+ilx, 4 


我 们 指出 , 数学 归纳 法 可 以 做 多 种 多 样 的 , 有 时 是 出 和平 意料 的 推广 .作为 例子 ， 
我 们 引入 著名 的 挪威 数学 家 T. Nagell 的 书 [34] 中 的 一 个 定理 的 证 明 . 

我 们 把 按 如 下 模式 进行 的 证 明 叫 作 乖 性 归纳 法 . 

1. 通过 试验 的 方法 或 其 他 什么 途径 推出 一 个 每 个 号 码 mn(> 昌都 具有 性 质 吾 的 
猜测 . 

2. 验证 一 切 素 数 p 都 具有 性 质 EE 

3. 假定 某 个 月 然 数 m 具有 性 质 E. 

4. 从 归纳 假定 出 发 , 证 明 形 如 mgp 的 数 也 具有 这 个 性 质 . 

5. 由 此 , 根据 大 于 1 的 自然 数 展开 成 素 余 因子 的 单 值 性 的 定理 , 推出 一 切 自然 
数 都 具有 性 质 EE, 从 而 建立 起 第 1 款 中 的 猜测 的 真确 性 [34]. 
= 我们 用 乘 性 归纳 法 来 证 明 Mabins ( 默 比 乌 斯 )》 函数 的 习性 性 质 . Ma5bius 函数 是 
以 下 述 方式 定义 在 自然 数 集 上 的 团 数 : 吕 


1, 车 元 二 1, 
HN) 一 0, 车 4 整除 这 
(—1), 若 n=p pr pp RA <klsr. 
其 和 中软 认 , 字母 5 代表 素数 一 译 者 注 . 


82、 数 列 、 洗 穿 小 类 列 和 无 穷 大 数列 及 其 性 质 . 27 ， 


说 自然 数 变量 的 函数 fln) 是 硝 性 的 , 如 果 对 于 任何 瑟 素 的 数 m 和 都 成 立 等 
式 fl(mn) = FF(n)- 

只 要 对 于 不 被 素数 的 平方 整除 的 数 , 即 无 平方 数 ,mm 和 n 证 明 关 于 Ma5bius 下 数 
的 乘 性 的 断言 就 移 了 .， 取 定 任 意 的 m. 我 们 来 证 断言 对 于 n = 5 成 立 , 其 中 p 是 任 
意 的 素数 .实际 上 , 由 于 fm,p) = 1, 所 以 Amp) = {1"+1, 如 果 m = pl…p; 且 
Di,… pr 是 互 异 的 素数 的 话 , 因此 jmp}) = am)Jap). 

设 断 言 对 于 nn 一 & 成 谋 . 我 们 来 证 明 它 对 于 n= kp 也 成 立 , 其 中 p 是 任意 的 素 
数 . 由 于 n 是 无 平方 数 , 所 以 (8,p) = 1. 根据 条 件 (m,n) = 1, 所 以 (mk,p) =1. 那 
么 根据 对 于 素数 已 证 之 结论 及 归纳 假设 , 我 们 得 到 一 申 等 式 


HM) = plmkp) = pmE)a(p) = pm a kplp) 
= RnJAKRED) = HRM)K(R), 司 


我 们 指出 , Mabius 函数 出 现在 数学 的 许多 领域 中 , 在 研究 这 些 领 域 的 离散 对 象 
时 起 着 重要 作用 . 


82， 数列 、 无 穷 小 数列 和 无 穷 大 数列 及 其 性 质 


定 久 1 定义 在 自然 数 集 的 上 并 取 值 为 数 的 函数 叫 作 教 值 序列 , 或 简称 为 数列 . 

记号 : zl za zs，……, 或 短 形式 {fznj, 或 在 不 引起 误解 时 , 箱 单 地 za， 对 于 每 个 
n 值 , 数 rn 叫 作 数 列 移 第 n 项 . 

例 1. 旋 套 闭 区 间 ( 见 第 四 讲 5 的 定义 21) {An},An CR,Antl C An vneN, 
其 区 间 长 度 的 序列 和 

2. rn 二 c 对 于 一 切 自 然 数 n {常数 列 ). 


定义 2 若 {zw} 和 {yn} 是 两 个 数列 , 则 {zn 十 yn} 称 为 两 数列 的 和 , {za 一 yn} 
称 为 两 数列 的 差 ，[zny} 称 为 两 数列 的 积 | 当 yr 天 0 时 ,数列 {} 称 为 两 数列 
的 商 . 


注 通常 我 们 默认 写法 9 自身 假定 条 件 5 关 0 成 立 ， 

数列 是 : 

1) 有 上 界 的 , 如 果 存 在 a 使 得 对 于 数列 的 所 有 的 项 都 成 立 rn < a 

2) 有 下 界 的 , 如 果 存 在 5 使 得 zn > 所 对 于 一 切 me N 成 立 ; 

3) 有 界 的 , 如 果 存 在 c 使 得 对 于 每 个 号 码 n& N 有 |xn| < 

定义 3 数列 {zn} 叫 必 是 无 穷 大 的 , 如 果 对 于 尾 意 的 c > 0, 数列 的 满足 不 等 式 
[za| 所 6 的 项 的 集合 是 有 限 的 . 
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换言之 , 这 就 是 说 , 对 于 任何 e > 0, 都 存在 号 码 no = nole) 使 得 数列 {xz%} 中 号 
码 大 于 no 的 项 全 都 满足 不 等 式 |zn| > c. 
此 定义 可 简短 地 号 成 : 


Ye > 0 3no = nolc), 使 得 Yn > no 有 |za| > ec， 


例 数列 {Yn 一 n} 和 {zn 一 —n} 是 无 穷 大 数列 . 


定义 4 数列 {zn} 叫 作 是 无 穷 小 的 , 如 果 对 于 任何 上 > 0, 数列 {Zn} 的 满足 不 
等 式 |za| > e 的 项 的 集合 都 是 有 限 的 . 


此 定义 可 简短 地 写成 : 

Ye > 0 dm 二 nole}) 使 得 Yn > mo 全 1zn| 之 二 . 
例 1. 收缩 阔 区 间 列 ( 昂 第 四 讲 $5 定义 22) 中 的 区 间 的 长 度 构成 无 穷 小 数列 ， 
2. zn = 二 是 无 穷 小 数列 


。。 为 了 证 明 此 事 , 应 该 对 于 任何 。 > 0 找 出 至 少 一 个 自然 数 no 一 mte] 使 得 对 于 
任意 的 n > no 有 |zn] < 6. 作为 这 样 的 no = nos) 我 们 取 数 | | +1. 那么 对 于 每 
个 满足 条 件 

n>nm(e)— ||+1>: 


的 nn, 有 = 之 二 

一 般 说 来 , 如 果 要 证 明 {za} 是 无 穿 小 数列 , 那么 实质 上 是 要 找 出 哪怕 一 个 数 
nole) 具有 所 要 的 性 质 , 即使 得 当 n > nole) 时 成 立 不 等 式 |zw| < 5, 或 者 睁 怕 是 以 菜 
种 方式 证 明 这 个 数 的 存在 . 


定理 妆 无 穷 小 数列 是 有 界 的 . 


pp 设 {zx,]} 是 无 穷 小 数列 . 那么 , 璧 如 说 , 使 不 等 式 za| > 1 成 立 的 项 只 有 有 限 多 . 
这 些 项 的 模 之 和 记 作 co. 此 处 认为 , 如 果 这 样 的 项 并 不 存在 , 则 co = 0. 显然 , 那 时 
对 每 一 项 x 都 成 立 不 等 式 lz <c= cot+1. 因此 , 无 穷 小 数列 {zs} 是 有 界 的 ， 4 


定理 4 车 {za} 是 无 穷 大 数列 且 zu 关 0, 则 {二 -是 无 穷 小 数列 反之 ， 藻 
fw} 是 无 穷 小 数列 且 zs 天 0 风 {二 -} 是 无 穷 大 数列 ， 


、。 ”我 们 只 限于 考虑 正面 的 命题 . 此 时 , 对 于 任意 的 。 > 0, 不 等 式 二 | > 等 价 寺 
不 等 式 lz < e 二 = , 其 本 身 只 对 于 有 限 多 项 成 立 , 因为 {zn} 是 无 穷 大 数列 . 这 就 
意味 着 和 二 -是 元 穷 小 数列 4 


83， 数列 、 无 穷 小 数列 和 光 穷 大 数列 其 其 性 质 ' 29 ， 


定理 5 1. 车 {zn} 是 无 穷 小 数列 , 则 {|zn|} 也 是 无 穷 小 数列 ， 且 反 之 亦 然 . 
2. 两 个 无 穷 小 数列 的 和 { 差 ) 是 无 穷 小 数列 . 


> 定理 的 第 一 个 断言 直接 从 无 穷 小 数列 的 定义 推出. 
我 们 证 明 第 二 个 结论 . 设 {zn} 和 {fgn} 是 无 穷 小 数列 , 那么 , 对 于 任意 的 < > 0， 


存在 号 码 m (3) 和 no (5 ) 使 得 


Vn > nm (3) :lol < 3 且 vn > na (3) : yn| < 了 


地 么 性 wmox (nz 人) 全 ) 有 


[a Ee 
Yn>no:lrntyn| < lent ln| < 3 to™e 


因此 ,{zn 土 Y%} 是 无 穷 小 数列 ， 有 4 
推论 任意 有 限 个 无 穷 小 孝 列 的 代数 和 是 无 穷 小 数列 . 
”推论 的 证 明 是 明显 的 . 
定理 6 无 穷 小 数列 秉 以 有 界 数列 的 积 是 无 穷 小 数列 . 


w 设 {zx} 是 无 穷 小 数列 , 而 数列 {yk} 是 有 界 的 . 那么 , 对 于 某 个 ec> 0, 有 |yn| <c 
对 于 一 切 me N 成 立 . 进而 , 由 于 {zw} 是 无 穷 小 数列 ， 那么 对 于 任何 E > 0, 都 存在 
导 码 nife) 使 得 对 于 一 切 n > m(el) 成 立 lzn| < sa = 二 因此 , 置 no(e) = ma (二 )， 
在 
Vn > nole) : [zn yn) |rn| :ee < = ‘C= EE, 
换言之 , {znyn} 是 无 穷 小 数列 ， 4 
推论 1 两 个 无 穷 小 数列 的 积 是 无 穷 小 数列 . 


> ”根据 定理 3, 我 们 可 以 把 两 个 无 穷 小 数列 中 的 一 个 看 作 有 界 数列 , 那么 根据 定理 
6, 它们 的 积 是 无 穷 小 数列 ， 4 


推论 2 任意 有 限 多 个 无 穷 小 数列 的 积 是 无 穷 小 数列 . 
明显 地 逐次 使 用 上 面 的 结论 就 得 此 推论 之 证 期 . 
定理 了 共 {zn} 是 常数 列 且 是 无 穷 小 数列 , 则 xn = 0. 


> 。 实际 上 , 若 zs = 天 0, 风 在 零 的 和- 邻 域 中 不 存在 我 们 的 数列 的 任何 点 , 而 
这 意味 着 {za} 不 是 无 穷 小 数列 ， < 


例 1. 当 lel <1 时, {g"} 是 无 穷 小 数列 . 
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w 实际 上 , 若 0<g< 则 4 = 于 二 其 中 > 0. 根据 伯 努 利 不 等 式 ， 


和 十 有 ”>1 十 nh 当 n 宕 2 时. 
由 此 ， 
Wi — < 工 . 
工 十 天 下 nh 
现 给 出 < > 0. 我 们 喜 选 出 mo = nio{e) 使 对 于 每 个 n> no 成 立 不 等 式 qn < 8. 
为 此 只 地 使 下 述 一 串 不 等 式 成 立 : 


g 


t 1 1 
> 


nh he 
置 1 
no 三 nole) = | 去 | 十 1. 
我 们 来 证 , 对 于 一 切 nn > no 有 gq" <z. 这 从 一 囊 不 等 式 


< 二 < 元 
nhi+l noh 1 
(二 )， 
推出 , 因此 , {gq*} 是 无 穷 小 数列 , 只 要 jg < 1， 4 
2. ng” 是 无 穷 小 数列 只 要 | 中 < 1 


w 考察 0 <y < 1 的 情形 . 那 时 , a = 1 其 中 hh > 0. 从 牛顿 二 项 式 公式 知 当 
n>2 时 


9 < 


汪 E 


由 此 得 到 
mn 2 2 
ng = 人 
2 


(1 十 为) 
置 m = | - 达 | +2. 那么 对 于 一 切 n>no 有 ng" <e < 


eh2 


2 
sh2" sh2 - 
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83. 数列 的 极限 


定 兴 5 数列 [an} 叫 必 是 站 和 数 的 ,如 果 痛 在 数 1 Ee 阳 , 使 得 数列 am = an 一 1 是 
无 穷 小 数列 . 


83。 数列 的 极限 - 31- 


在 这 种 情况 下 , 说 {as} 收 合 到 ! 或 说 {an} 有 极限 六 写作 : 
Jim an 一 ! 或 者 当 m 一 co 时 mm 一 上 
些 定 义 可 用 “s 语言 " 写成 如 下 形式 : 
Ye > 0 ano 二 nols) 使 得 Yn > no 有 lan 一 让 之 s. 


我 们 说 数列 {an} 发 散 到 “ 正 无 穿 ", 如 果 对 于 任意 的 c > 0 它 只 有 有 限 多 项 满 
足 不 等 式 Mn < 记 作 : 


,Jim an = 十 co 或 当 P 一 oo 时 an 一 十 cc. 


如 果 对 于 任意 的 up <0 数 列 {a,} 只 有 有 限 多 项 满足 不 等 式 a, > 8, 就 说 它 发 散 
到 “ 负 无 穷 ", 记 作 : 


lim zu = 一 oo 或 当 n 一 0 时 on — —o0. 
Tt 下 


最 后 , 说 数列 {a,} 发散 到 “无 穷 *, 如 果 对 于 任意 的 c > 0, 它 只 有 有 限 多 项 满 
足 不 等 式 |an| < ec 记 此 事 为 : 


lim dan 二 00 或 当 %n 一 0 时 an 一 o0. 
命题 1 落 数 列 {an} 收效 , 则 它 有 唯一 的 板 限 . 


mw 设 此 事 不 真 . 那么 存在 数 1 关 使 得 a = a 一 和 如 = an 一 12 是 无 穷 小 数 
列 . 由 此 ,er 十 量 = 二 05 = 二 语 十 2 那么 上 一 == 扣 一 an 是 无 穷 小 数列 . 而 那样 的 话 
根据 纪 定理 7 有 册 一 z=0, 即 = 


命题 2 车 {an} 是 无 穷 小 数列 , 则 im an 二 败 . 
La 实际 上 ， 对 于 t=0 有 : nn 一 性 一 Cry 是 无 穷 小 数列 ， 即 当 人 时 {an} 的 极限 
等 于 零 . 4 

命题 3 车 数列 {an} 收 化 , 则 它 有 蹇 . 


pp ”车 数列 {an} 收 敏 , 则 存在 数 1 使 得 a, = an - 是 无 穷 小 数列 . 这 就 意味 着 , 存 
在 数 c > 0 使 得 对 于 -一 切 自 然 数 mm 有 lasl<e 但 as = T+ om, 由 此 
leanj 一 攻 十 oo 科目 +|oo| +c= a 
即 {an} 是 有 界 数列 . 4 
命题 4 若 jim an =! 且 四 天 0 头 0, 虽 胡 在 no E 肝 使 得 对 于 一 切 n> no 
2 


Mi i 后 ] -一 1 -一 
有 lon| > 与 (或 者 同 回 事 ,二 < 1) 
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这 表明 , 由 倒数 组 成 的 数列 | 二 -} 是 有 界 的 . 


> ”根据 条 件 有 cn = an ~ { 为 无 穷 小 数列 ， 那么 在 零 的 是 邻 域 之 外 只 有 数列 
{fan} 的 有 限 多 项 . 设 no 是 这 些 项 的 最 大 号 码 ; 那么 对 于 _ 切 n> no 有 lan| < dl 
由 此 , 对 于 这 样 的 m 有 总 一 an 一 an 

上 = en 一 om| 系 |ao 十 | 一 cm| = an| 十 [ent. 
因此 , les| > 俐 -lanl > 四 -号 = < 


命题 5 若 当 则 当 n 刁 00 时 65 一 antbs htb. 
挤 言 之 , 对 手 上 就 鼓 数 列 而 言 , 它们 的 和 的 视 限 等 于 它们 的 被 限 的 和 . 


村 由 条 件 知 ， rn 二 Un tl; Bn Pr 一 to 都 是 无 穷 小 数列 ， 因此 ， 
Cr — (i 土 io) 一 {tn 土肥) 一 {机 土 42) 二 Qn 土 局 二 Yn 
是 无 穷 小 数列 , 这 意味 者, 由 极限 的 定义 有 limcn= 土 有 


命题 6 若 当 nao00 cn oo ti, bn — to, 则 当 nNHo, = anb, — lls { 积 
的 极限 等 于 极限 的 积 ). 


bb” 我 们 有 na 一 站 十 Cn bn 一 2+ Brn, en = Gnbn = da +oanist+ nitit on 三 Uist "yn. 
然而 加 是 无 穷 小 数列 , 因为 它 是 三 个 无 穷 小 数列 的 和 . 因此 lim en 一 ia， 二 


命题 7 设 limuon 一 Rnmbo =z,2 关 0. 那么 jin Ge 一 卫 ,了 即 若 分 母 的 极 
限 不 等 于 零 则 比 式 的 极限 等 于 极限 的 比 . 


= 考察 数列 
Un 
Bn 
以 及 
yn = Cn 一 en ,on en 一 Qn — i, BB, = bn — la. 


lis bb» bnla 


从 条 件 知 , an 和 Br 都 是 无 穷 小 数列 , 只 要 证 明 加 也 是 无 穷 小 数列 就 够 了 . 为 此 把 
”Yn 写成 如 下 形式 


ton lt onlz -Bh 1 
” bni2 l2 bn 


现在 发 现 , 根据 命题 5 和 6, 数列 Se 二- 各: 是 无 穷 小 的 , 而 根据 命题 4 数列 产 
是 有 界 的 . 然则 根据 $2 定理 6, 是 无 穷 小 的 . 这 样 一 来 ，tm cn = 2 4 


$4。 不 等 式 中 的 极限 过 程 - 33 ， 


例 无 穷 递减 几何 级 数 的 项 的 和 . 
bp 设 s=a+ag+… 二 69" 那么 gsn = ag 十 .十 0 1 十 aqgnsn 一 oa 
因为 当 |a| < 1 时 , {gq"} 是 无 穷 小 数列 , 所 以 


号 一 lim 3n 一 — 四 | 
1 如 


ST snt?rn = Tp 
一 二 


其 中 sn = 沁 0g*-! 叫 作 级 数 的 第 n 部 分 和 , 而 rs = 。 一 sn 叫 作 级 数 的 余 项 


84. 不 等 式 中 的 极限 过 程 
命题 8 设 lim on = 1 那么 郑 对 于 任何 n 都 成 立 不 等 式 on > c {或 an > 
草 【六 c， 


= 根据 条 件 , as = un - 工 有 是 无 穷 小 数列 , 且 an 之 c 一 I 车 设 c 一 1 > 0 则 对 于 
= 2 二 零 的 上 邻 域 中 完全 不 含 数列 {fan} 的 任何 一 点 . 这 与 {an} 是 无 穷 小 数列 
才 盾 . 这 意味 着 ce 一 上 所 0 已 二 

命题 9 迹 lim an 二 4 那么 , 车 对 于 一 切 ne N,an <c (或 an 0), 则 Ee. 
bp 车 = -aa 则 当 n 一 00 时 饭 一 一 by> 一 c (或 所 之 一 0). 那么 从 命题 8 推 
周一 i 宇 一 6, 即 i 二 c， 本 


合 题 10 设 lim a = 1, lim bn 二 jo， 那 必 : 


由 若 ar < 之 br 网 红 & 攻 ; 

2 看 后 所 加 ,刚玉 所 有 
p ”考察 数列 上 = 三, 一 an. 按 条 件 , 对 于 一 切 ne >0{ 或 on 之 00 且 当 mn 一 oo 时 
en =lo Cl. 

根据 命题 8, 在 两 种 情况 下 均 有 # 之 0, 妈 i> 4 

命题 11 车 {ow} 是 无 穷 小 数列 县 对 于 一 切 自 然 数 由 有 Bi & an, 则 PB 也 是 
无 穷 小 数列 . 


> ”由 条 件 推出 , 零 的 任何 < 邻 域 在 含有 点 an 的 同时 亦 售 有 应, 因此 在 这 个 = 邻 
域 之 外 只 可 含有 那些 具有 使 lan| > < 的 号 码 的 B。. 然而 {on} 是 无 穷 小 数列 , 那么 
这 种 号 码 的 数目 是 有 限 的 , 从 而 {6n} 也 是 无 穷 小 数列 ， 所 


命题 12 设 对 于 一 切 nEN,as 所 cx 所 刀 并 设 ,lim an = b, ,lim bn 一 1. 那么 极 
限 lim cn 存在 且 等 于 1 
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村 由 条 件 推出 ， 0 妆 Cn 一 Qn Se bn 一 rn. 但 关系 式 (bn 一 am] 一 成 立 ， 即 Bb 一 rn 
是 无 穷 小 数列 .那么 根据 命题 11, cn 一 an 也 蚌 无 穷 小 数列 ， 因 此 当 n 一 oo 时 
= (cn dn)t+aon 2D+i=1 吉 


例 1. 车 a>14, 则 lim Wa=1. 
Pp 实际 十 ， ya 一 1 十 Qnjan > 0. 那么 


一 1] 


= (li+an) >1+nRor, 和 二 ao < 


根据 命题 11, 有 ,lim on = 0, 由 此 推出 im Ya 一 1， 二 
2. lim Yi. 
> ”实际 上 置 yn 二 1 十 an. 那么 


nD .> 2 一 了 oo 0 < on 2 
2 2 Y nl 


根据 命题 11, 有 lim an = 0， 由 此 推出 lim Wn=1. 二 
3. 设 ,lim Om = a. 那么 ,lim nn = 


入 二 1 十 Rom 十 


pp ”实际 上 , 令 5 一 an 4， 那么 lim bn 二 0, 且 只 需 证 基 lm te 0. 


由 于 {如} 是 无 穷 小 数列 , 所 以 存在 c > 0 使 得 对 于 一 切 n 有 地 < 此 外 ， 对 于 任 
意 的 站 存在 no 一 nole) 使 得 对 于 一 切 > Tg 成 立 不 等 式 Ibn| < s. 因此 
1 十 -一 十 Bo 十 Bropl 十 … 十 bs 


也 


只 要 全 0 < en > TL), 即 m > max {no, 2 ?上 由 此 已 易于 推出 所 需 的 结果 ， 


定理 8 ( 施 托 尔 获 {Stolz) 定理 ) 设 

1) Ynil > yn > 0; 

2) lim yn = 十 ooi 

3) lim 了 "+1 一 2 = 存在, 那么 奇 在 极限 im =1. 


< 0 Pom) 
入 入 


£ 25, 


> ”从 定理 的 条 件 推出 ， ee 1+ om 其 中 a 是 天 小 数列 . 因此 , 对 于 任 
意 的 z=>0, 存 在 N= Ne 使 得 对 于 _ 切 如 关 六 有 |aoa| < 7 
取 号 码 的 值 顺 次 等 于 N,.… ,n, 我 们 得 到 下 面 一 组 等 式 


Tntl 一 nt = Tn — Fyn 十 Om {Wnt 1 一 Vn) 


TN41 — LyN+1 = EN ~— yn 十 GUN — YN). 


85， 单调 数列 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 数 “e” 和 欧 拉 常 数 “35. 


把 这 些 等 式 加 起 来 , 得 
Tntl — lyntl = TN — yn + on ldntl ~ Yr) FT ON (YN — YN). 


我 们 注意 到 , 在 这 个 等 式 中 一 切 形 如 y+1 ~ 的 其 都 是 正 的 , 因此 , 经 明显 的 算术 
变换 而 过 渡 到 不 等 式 , 我 们 就 得 到 


[Ent — ynti| & Irn — yn d+ on ltyrti — Yn) + -+ onl(yryt1 — Wn), 


E E . 
(nti 一 本 na Ss [zn 一 总 六 | 十 3 (Ynt1 一 Yj) 十 …- 十 DYN+1 — YN), 


Wntl 1 < [en — lyn| SYntl ~ YN 
二 ?十 1 SE tl HN 
Yntl Yn+l 2 Wn+tl 


由 于 lim yn = +oo, 存在 nj = ni{e) 使 得 对 于 一 切 n> ni 成 立 估 计 式 站 
严 一 6 mt 
E 
置 no = max{ni, N}. 那么 对 于 一 切 n> no 有 


时 于 -1 
¥ 


Zt | < 因此 , 当 n 一 ce 
Hnt+l1 
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85， 单 调 数列 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 数 “e” 和 欧 拉 常数 


定 当 硬 数列 称 作 是 : 

非 增 的 , 如 果 对 于 一 切 nE N,zntl 所 wn( 记 作 : zn 二 
非 碱 的 , 如 果 对 于 一 切 自然 数 ni, zwt1 之 za ( 记 作 : on 人); 
减 的 , 如 果 对 于 一 切 n E N,zntl 万 Zn ( 记 作 : zn 41); 
增 的 , 如 果 zn > zn ( 记 作 : rn 有 1). 


定理 9〈 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 {an} 是 非 减 的 且 有 上 界 的 数列 ,那么 {an} 收 
效 且 ,lim an = sup{an}. 


p ”因为 数列 {a,} 有 上 界 , 所 以 sup{fan] 存在 . 设 ! = sup{an}. 我 们 来 证 im an 
二 1. 

换言之 , 要 证 a,, = an 一 1 是 无 穷 小 数列 , 中 对 于 任意 的 es > 0, 存在 号 码 no = 
nols) 使 得 对 于 一 切 n > no 有 lan| < e. 然而 sup{an} = 0. 这 就 意味 着 : 

1) 对 于 任意 的 n EN 都 有 an <0; 


“36 第 二 章 数列 的 极限 


2) 对 于 任意 的 > 0, 存在 这 样 的 数 , 使 得 -s < ok 所 0. 但 数列 ak 不 减 , 所 以 
对 于 一 切 n>s> 太 有 


—E < Ean D0, lan| jaxr| < a. 
因此 , 可 取 上 面 所 示 的 数 关 作为 no = nio(s)， 二 
定理 10 非 增 的 有 下 界 的 数列 有 极限 等 于 inf{fan}， 


wm 代替 {an} 而 考虑 数列 {655},55 = 一 an. 那么 inffa = 一 aup{5x}, 于 是 定理 10 
从 定理 9 推出 有 4 


例 海伦 (Heron) 选 代 公 式 . 设 


Tnt+l 一 2 (= 十 2) + 
其 中 & 是 固定 的 正 数 , zi 是 任意 的 正 数 . 我 们 来 证 明 , 当 n 2 2 时 {xn} 是 减 数列 ,中 
以 Va 为 下 界 , 上 且 lim zn = Vea. 
实际 上 , 我 们 有 : 。 
De it 二 i 


2) Zn Tntl= Th” 3 RE 


从 上 面 的 公式 得 到 xo 六 .六 mn 六 大 ?全 有 根据 雪人 新 竺 拉 基 定理 对 于 单 
调 数 列 存 在 ,lim nn 二 作 宛 /6 > 0. 必 , 成 立 等 式 


. 多 
lim Fn 十 一 ， 
To lim mn 


. 1 
lim zn41 = = 
RR—+o0 2 


~ 
3 
| 
8 


| xz 一 了 (z+2] ;T= a. 

在 按照 海伦 先 代 公式 计算 正 数 的 平方 根 时 , 真正 结果 的 十 进 制 位 数 增 长 很 快 . 重 
要 的 是 指出 , 如 果 在 计算 过 程 中 假定 发 生 了 错误 , 那么 在 下 一 步 这 个 错误 会 自动 得 到 
名 | 正 { 自 调整 迭代 过 程 ). 

我 们 用 另外 的 方法 来 证 明 当 nn 一 ee 时 zi 一 wa. 从 等 式 

宇 
Tnt+l 十 Va 一 (en EV) 
得 到 
wntl 一 wa (2 一 v3) 
nl 十 va 和 Yn 十 Va . 
加 按 下 面 所 证 的 , 以 站 定义 6, 此 处 " 喊 数 列 * 该 是 “ 非 增 数列 ” 一 一 译 者 注 . 


85， 单调 数列 . 融 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 数 “se” 和 狂 拉 常数 : 37 ， 


令 宇 二 va 9 对 于 m >0 有 |g| <1 进而 得 到 


他 1 十 Va 
对 一 Va nt 
Tn 十 Vd ! 
1 十 
由 此 nL 一 1 on-l Vm, 
2g nn=—l1 
和 An 一 人 Va 1— gq sr Vd. 


我 们 看 到 , A 确定 了 所 给 的 适 代 过 程 的 收 合 速 度 . 还 有 , 由 于 2"-: 是 无 穷 小 数列 
所 以 lim zn = Va. 
我 们 转向 数 。 的 定义 . 
定理 11 数列 上 一 @ 十 1) 有 被 限 . 
> 首先 指出 , 当 大 > 1 时 
= k(k—1)...2.1> 2-1. 


根据 牛顿 二 项 式 公式 , 有 


于 是 


此 外 , 在 = 的 表达 式 申 , 对 王 有 > 2, 和 式 中 的 第 K 项 随 着 mn 的 增长 而 增加 , 且 每 次 
求 和 的 项 数 增加 1, 这 表明 am 不 减 旦 数列 {a,} 有 界 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 数列 
{on} 收 伍 二 

仿效 欧 拉 , 把 这 个 数列 的 极限 记 作 e. 周知 e = 2.718 281 828 459 045..,.. 人 们 
把 常数 。 称 为 纳 皮 尔 数 {J. Napier, 1550--1617). 数 a 关于 底 e 的 对 数 叫 作 娄 a 的 
自然 对 教 , 并 记 作 ln oa. 


1 n+1 
我 们 还 要 考察 数列 bn = {1+ 二 ) ，. 我 们 有 


lim b, = lim (1+2) lim (1+2) 一 
no nn 他 nn 


一 
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数列 {Bb,} 是 减 数列 . 实际 上 , 从 们 努 利 不 等 式 知 当 部 > 工时 


1 、n+1 
bn + =( 1 "tl n+l1 
bai 1 AN t+ 二 n+ 
人 
>( n+l ) .i + D+ 
区 (人 十 人 +2 n(n + 2)2 
nm 二 dn2 十 4n 二 +1 
dn + dn > 1 
因此 , 态 , > e. 由 于 本 >e> an 所 以 


ly™ 1 
0<m=e-am<t-o=(1+-] 13 
nn nn 


量 mr 刻画 了 数列 fan} 的 收 钱 速度 . 
由 于 数 在 分 析 学 中 起 着 重要 的 作用 , 我 们 引入 它 的 另 一 个 表达 式 . 


1 1 
定理 12 设 o =1+ 工 二 二 .十 寺 那么 lim en = ， 
1! 91 nn no 
bp ”数列 {c,} 是 单调 增 的 且 是 有 和 界 的 . 实际 上 
1 1 1 1 
Ed + 
nltltstat "+m i -I mT < 


因此 存在 极限 lim cn 二 el. 还 有 , 由 于 


1 TT 
an = (1+) =0 < Cn, 
n 


所 芝 e 专 61. 对 于 固定 的 s 芝 到 有 


| ~、1 1 k—1l 

EE 

由 此 
e= lm an 之 lim d,(n) = cs， 
即 e 是 {cs} 的 上 界 . 但 由 于 
Jim cs = sup{cs} = €1, 

所 以 ee 宕 el. 国 此 ee 一 el， 二 

我 们 恬 现 , 若 e = cn 十 rn 则 


| 1 1 1 
一 一 之 -~  . 二- ”二 ..， 
0< mn ,之 (mri! + ) 


1 1 _ n+i2 __l 
(n+l) l (二 TI 和 
多 十 2 


6， 单调 数列 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 数 “e* 和 欧 近 常 数 .39 ， 


定理 t3 元 ee 是 无 理 数 . 
> 设 不 然 . 则 。 = 了, (p,q) = 1 而 考虑 到 上 面 所 做 的 评说 , 有 


< 一 < 下 
乘 此 不 等 式 两 边 以 和 我 们 得 到 4 = gl(e cs) 是 整数 而 同时 0 < 4 < =, 这 是 不 可 
能 的 司 

我 们 还 要 定义 一 个 在 数学 分 析 中 起 重要 作用 的 常数 . 

定理 14 设 各 =11 了 十 工 一 Iam 那么 极限 9 一 ,limm nn 存在 ， 
p ”数列 {x} 是 单调 减 的 . 实际 上 


1 1 
一 一 一 一 lnfnm 十 1 十 二 一 一 一 ( 2) 
ni (nn 十 Inn po In | 1 十 < OD, 


这 是 因为 , 根据 上 面 已 证 的 事实 , 有 


”HL 一 个 一 


从 而 


我 们 进而 证 明 数 死 {ym} 以 数 0 为 下 界 , 从 定理 11 的 证 明知 


1 1 1 
In(1+2) 1， 即 m+ < 二 ， 
1 入 类 


天 此 
1 1 2 3 1 
加 一 1 十 于 十 -十 地 一 四 在 >> nT+ns+t. + Inn 
m+ > -> 
从 开 十 ] 


所 以 , 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 数列 {xy} 有 极限 . 二 

这 个 极限 叫 作 欧 拉 党 数 且 常 以 字母 * 或 字母 C 记 之 . 对 于 这 个 常数 , 欧 拉 计算 
出 了 十 进 小 数 点 后 第 十 五 位 , 即 yy 一 0.577 215 664 901 532.…. -一 系列 “ 老 的 ”数学 
问题 与 欧 拉 常数 的 算术 属性 相关 . 特别 是 , 至 今 为 止 , 尚 不 知 常数 ? 是 代数 数 还 是 超 
越 数 . 通过 其 他 已 知 的 量 , 例如 r,e 或 代数 数 的 对 数 来 表示 这 个 常数 的 企图 馆 今 多 
无 进展 . 整 系数 代数 多 项 式 的 根 叫 作 代 数 数 . 首 项 (最 高 次 宪 项 ] 的 系数 为 1 的 整 系 
数 代 数 多 项 式 的 根 册 作 整 代数 数 . 显然 , 有 理 数 都 是 代数 数 , 一 个 数 若 不 是 代数 数 ， 
就 叫 作 超越 数 . 

作为 魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 单调 数列 的 极限 的 定理 的 另 一 个 应 用, 我 们 引入 一 个 数 
列 的 例子 . 这 个 数列 慌 配 简单 的 公式 给 出 且 仅 取 素 数值 . 
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定理 15 {( 米 勒 定理 ) 者 在 这 样 的 实数 a > 1, 使 得 车 a 二 a0,2% = oa， 
Dan 一 Omni, 则 对 于 一 切 于 3 二 [es] 都 是 素数 . 换言之 ,存在 实 琢 a > 1, 使 得 对 


于 一 切 n 之 1,pn 一 [22 ] 都 是 素数 . 


= ”定理 15 的 证 明 靠 的 是 著名 的 切 比 雪夫 的 定理 , 即 周 知 的 “ 贝 特 妆 {Bertrand) 猜 
想 "[ 可 参阅 [18]): 对 于 任何 > 1 存在 素数 pp 使 74 <p < 327. 


我 们 归结 地 构 作 数列 pn = [anj. 置 p = 3. 根据 切 比 雪夫 定理 , 存在 素数 pni1 
满足 条 忻 


QP patl < pntit+ 1 2Pntl, 


如 果 ps 十 1 = 2p"f+l 出 pl = 2z+l 一 1 不 可 能 是 素数 ,因为 它 有 因子 
28 -1. 因此 


2 < Pn+tl < Dntlt+l1< 2Pn+1, 


un = logs -logs Pn Yn = logs logo (Pn + 1). 
A A 


显然 , 由 不 等 式 


pn < ]ogo Pn41 < logz [pnt1 t+ 1) < pn 1, 


我 们 有 Un < Untl < Untl 二 Vn. 于 是 到 my Un 都 是 单调 数列 . 因此 ， 根据 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 , 存在 极限 im an ~aHvn<a<n,. 令 


站 一 ]0g2 '* ' log, an. 
Tt 


nt 


那么 根据 函数 y = logs = 的 单调 性 , 我 们 得 到 pa < an <pn+1, 即 p= [an] 4 


$6， 关 于 有 界 数列 存在 部 分 极限 的 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 dl. 
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86. 关于 有 界 数列 存在 部 分 极限 的 波 尔 查 诺 -- 魏 尔 斯 特技 斯 定理 


定 兴 了 设 fan} 是 一 个 数列 , 并 设 {kn} 是 由 自然 数组 成 的 严格 增 歼 列 ， 那 么 
数列 Bb = akg， 巴 作 数 列 an 的 子 列 ， 


定义 8 车 存在 极限 lim bn 一 已 则 4 叫 作 是 数列 {an]} 的 部 分 权限, 或 者 叫 作 
是 数列 {om} 的 被 限 点 . : 


形象 地 说 , 每 个 子 列 都 可 通过 删除 数列 {an} 的 一 部 分 项 而 保留 余下 的 项 的 排 
列 次 序 而 得 到 . 


定理 16 ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 从 任何 有 界 数 列 中 都 可 选取 收效 的 子 
列 ， 


sw ”根据 条 件 , 存在 c > 0 使 对 于 一 切 n 有 len| 所 ce. 把 区 间 16 = [c,d 二 等 分 . 所 
得 区 间 之 一 必 含 数列 的 无 限 多 项 , 称 之 为 i 并 取 任 音 一 元 es，E 五 作为 所 求 子 列 的 
第 一 项 , 即 令 j= an,. 然后 再 把 五 二 等 分 并 用 jo 代表 其 中 含有 数列 {ow} 的 无 限 多 
项 的 那 一 半 , 在 其 中 选取 一 个 号 码 nz 超过 ni 的 项 oa, 并 置 bo = ww。. 重复 实施 所 
述 的 手续 于 区 间 五 , 得 到 区 间 Is C 五 以 及 满足 条 件 rs > ra 的 一 项 5 = aw。. 依 此 
类 推 , 我 们 得 到 bs = an € 4 C13, 如 = an € 5 C 4, 等 等 . 结果 我 们 得 到 一 个 数列 
{bx} 和 一 个 做 套 奢 区 间 列 { 瑟 让 而 且 对 于 一 切 EE N,br € ,br = ne Thtk < RE 
换 名 话说 , {bi} 是 {ax} 的 子 列 . 

鳃 下 的 是 证 明 数 列 {5} 收 敏 . 为 此 我 们 指出 , 疼 区 间 到 的 长 度 页 等 于 c2 1 
由 此 , 当 上 一 时 蒜 一 0. 这 表明 ， 概 套 闭 区 间 列 【收缩 , 从 而 全 部 闭 区 间 互 
有 唯一 的 公共 点 !， 此 数 i 正 是 { 丸 } 的 极限 . 实际 上 , 如 jh = [sg;tk], 则 sk 所 
l < tptkp — sk = koQk = 18 Bk = 一 1 所, 然而 , 由 于 当天 一 oo 时 
一 0, 所 以 ar 一 0, 扩 一 0. 由 此 , sk = 一 ex 一 站 = 十 成 一 区 而 由 于 
Bk 一 an 38k 芝 Qn 所 tk) 所 以 当 上 一 co 时 天王 am 一心 而 这 就 是 所 要 证 的 ， 二 


定义 9 数列 的 部 分 家 限 中 的 最 大 者 叫 作 它 的 上 极限 , 而 最 小 者 叫 作 下 极 忠 . 
我 们 指出 , 如 果 数 列 有 界 , 则 它 有 上 极限 和 下 极限 . 


璧 如 说 , 考察 上 极限 的 情形 . 根据 定理 16, 给 定 的 数列 {a,} 的 全 部 部 分 极限 的 
集合 工 不 空 . 此 外 , 该 数列 的 每 个 子 列 有 与 它 自已 同样 的 界 . 

因此 ,如 果 对 于 一 切 ns 成立 不 等 式 m 所 gn 所 对, 那么 对 于 任何 1! ee 工 有 
m 过 1 所 M. 这 表明 集合 上 有 界 . 令 入 = sup 上 上， 那么 对 于 任何 自然 数 , 在 区 间 


“42. 第 二 章 数列 的 极限 
[A 去 ,台中 都 至 少 有 数列 fan} 的 一 个 部 分 极限 1 二 4. 从 而 数列 {an} 的 菜 一 项 
on = b 满足 不 等 式 1 一 -< 折 . 在 此 可 以 认为 号 码 nx 随 关 参 数 的 增加 而 严格 


增 . 那么 诸 数 只 构成 一 个 子 列 , 它 满足 不 等 式 入 _ > <br<M. 
由 于 {5} 是 有 界 数 列 , 那么 根据 定理 16, 从 中 何以 取出 收 化 的 子 列 {5%.}. 车 如 
是 它 的 极限 , 则 成 立 不 等 式 


。 1 
mA 让) < 


然而 {br,} 也 是 {an} 的 子 列 , 所 以 6 Ee 工 . 那么 jo 和 == sup 工 .于 是 入 去 加 志和 即 
入 二 是 fan} 的 部 分 极限 , 而 这 就 是 上 面 所 断言 的 . 


87， 数列 收 化 的 柯 西 准则 


很 明显 , 86 的 定理 16 站 接 草 含 着 下 述 的 数列 收 伍 的 必要 充分 条 件 . 
定 汉 10 数列 {qn} 叫 作 是 基本 的 , 或 叫 作 柯 西 列 ,如果 下 述 条 件 虑 立 : 
Ye > 0 3n0 = nole) 使 得 Ym,n > no 有 |am 一 an| < 
定理 17 ( 柯 西 准则 ) 为 使 数列 fan} 收 冲 , 必须 且 只 需 它 是 基本 列 . 
p ”必要 性 在 lim on = 4 则 对 任意 的 e > 0 存在 no = nole) 使 得 对 于 任何 n> no 
有 |an 一 站 一 7 因此 , 对 于 任何 m,n > no 


此 


本 一 二 


lan — ml = (an = D) — (om —D| < lon ~il+lom iH] <3+ 


因此 , {a,} 是 基本 列 . 

充分 性 ” 依 条 件 , 数列 {a,,} 是 基本 的 . 

1. 我 们 来 证 {an} 有 界 . 事实 上 , 取 s = 1, 那么 存在 no = no(1) 使 得 对 于 一 切 
攻关 fo 有 |an 一 ano| 三 1. 但 在 这 种 情况 下 


len| & |an 一 4no| 十 |ena| 过 工 十 janol = h. 


由 此 ， 
lan| < max(|ail, “anol, h} = ec. 
2, 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 收 合子 列 an,… ,an 一 a, 当 
天 一 oo 时 . 其 收敛 之 条 件 可 写成 这 样 : 


we > 0,3h 一 向 (se) 使 得 Yk > ki 有 lan 一 al < 7: 


87， 数 列 收 敏 的 柯 西 准则 .43. 


令 Ni=ngp 以 及 N = max (no G5) ,mi . 那么 对 于 一 切 n>N 了 以 及 ns>N 有 


E E 
lan — al = lon 一 ons + ons — ol <lan 一 ant 十 lans — al < S +3 =e. 


2 
可 见 , 级 数 {an} 收 敏 ， 4 
定理 17 提供 了 下 列 有 益 于 证 实 具体 数列 的 发 散 性 的 表示 .指出 这 一 点 是 重 
要 的 . 


定理 18 为 使 数列 fun 发 散 ， 闻 须 且 其 需 它 不 是 基本 列 ， 也 就 是 说 ， 丰 在 静 
z 之 0 使 得 对 于 每 个 noeN 都 存在 号 码 mn 和 nno, 对 于 这 些 征 码 威 , 立 不 
等 式 
[am 一 an| 宕 所- 
1 


例 1 on =1+ 了 十 … 十 二 取 。 一 3 那么 对 于 任何 mm 都 有 不 等 式 


1 1 nt 1 
miit am? 2m 3 
数列 {an} 发 散 { 这 里 我 们 置 m= no,n = 27m)., 

2. 大 们 使 用 逐次 通 近 法 求解 开 普 勒 方程 


证 2rm 一 此 mm 一 


艺 一 全 Simz 一 2 (0<a<1), 


必 


TO 一人， 31 一 中 十 CSiazn， wv, Tn = +osintn— 1- 


我 们 来 证 明 存在 二 lim zw 且 z = 是 开 普 勒 方程 的 唯一 解 
根据 柯 西 准则 , 对 于 任意 的 = > 0 存在 数 no = mofe) 使 得 对 于 一 切 nw > no 和 对 
于 一 切 p 之 1 有 


[fantp 一 Yn| < < 


jzn+p 一 Zn| = alsin zntp_ 1 — sin yn 一 | & Glrzntp-1 — Ln-1| 


San 2 — Tn 2 orp — rol = ot |sin gp-1| < em 


还 有 , 由 于 |a| < 1, 数列 {a"™t1} 是 无 穷 小 数列 ， 因 此 , 对 于 任意 的 s > 0 存在 
ni 二 mils) 使 得 对 于 一 切 n>ni 有 lo”*t!l|<&. 

现在 , 在 定理 17 中 置 no = ni. 结果 我 们 得 到 , 数列 是 基本 的 , 因而 收敛 到 某 数 
上 . 因此 , 在 等 式 


Tn = y+ Qsinzn 1 


中 过 渡 到 极限 n 一 co, 我 们 就 得 到 & = y + asiné, 即 寺 是 开 普 勒 方程 的 解 . 
4 
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进而 着 丘 是 男 一 个 解 , 则 和 一 引 = alsiné& 一 sin 故 若 有关 风笛 朱 推出 
1 < oa 而 条 件 并 非 如 此 . 

换言之 ,z = 是 方程 的 唯一 解 , 紫 即 所 和 欲 证 者 . 

开 普 勒 方 程 是 J. Kepler (1571 一 1630) 在 研究 天 体 沿 椭 斤 轨 道 运 动 {二 维 问 题 ) 
时 所 引 人 考 察 的 . 


第 三 章 ”函数 在 一 点 处 的 极限 


第 九 讲 


81. 数值 函数 的 极限 的 概念 


我 们 已 了 解 了 数列 的 极限 . 数列 万 是 定义 在 自然 数 集 虐 的 函数 .然而 定义 在 回 
个 数 轴 或 数 轴 的 某 一 区 段 或 某 一 射线 芋 的 函数 的 极限 的 概念 , 也 在 分 析 学 中 起 着 巨 
大 作用 . 下 面 要 考察 的 是 一 系列 这 类 概念 . 这 些 概念 彼此 之 间 , 以 及 与 已 考察 过 的 数 
列 的 极限 的 概念 之 间 都 是 很 相近 的 . 我 们 列 出 这 些 概念 中 的 最 重要 的 一 些 : 

D1= lm f(x) 阔 数 f(x) 在 点 zo 处 的 极限 ; 

2)}1= sim f(T) 因数 flzx) 在 点 xz0 处 的 石 极限 ; 

3)1= lim fz) 一 一 半数 f(x) 在 点 加 处 的 左 极限 ; 

人 1 二 lim f(z) 一 一 销 数 f(z) 当 zf 一 oo0 时 的 极限 ; 

5) 1 二 lim f(z) 一 一 函数 f(x) 妆 z 一 土 oo 时 的 极限 . 

当 说 及 函数 f{z) 的 极限 时 , 我 们 认为 它 是 在 整个 数 轴 及 土 定 义 的 或 是 在 它 的 
某 个 子 集 4, 即 A CR 圭 定 义 的 . 这 个 子 集 4, 可 以 是 , 譬如 说 , 开 区 间 , 闭 区 间 , 区 
段 之 总 和 , 或 一 般 地 是 一 适当 的 无 限 集 . 重要 的 只 是 , 函数 f{x) 的 自 变 量 所 趋 于 的 
点 zo { 即 z 一 zo), 是 集合 4 的 极限 点 , 就 是 说 : 要 使 得 在 点 zo 的 任 一 5 邻 域 中 
都 含有 集合 4 的 无 限 多 个 点 . 在 z 一 oo 或 z 一 十 co 的 情形 , 如 果 一 co, 则 集合 4 


,46 ， 第 三 章 函数 在 一 点 处 的 极限 


根据 柯 西 根据 海 涅 {Heine) 


数 ! 叫 作 函 数 f(x) 当 z 一 xo 时 的 极限 , 如 果 : 
ve>035= 5(s) >0 使 得 对 于 任何 数列 fen :vnEN 
YEO<S 人 一 5o| 雪 前 Ta 天 2Z0izn E 上 有 且 当 和 一 oo 时 za oo wo, 
字 |f(2) i < 有 f(zn) 一 

记号 :1 = im f(r) 或 当 z 一 zxo 时 f(r) 1! 
数 叫 作 函 数 f{z) 当 x 一 xo 时 的 右 极限 , 如 果 : 
Ye >0 35= 6(le) > 上 0 本 得 对 于 任何 数列 {xn} :Yn EN 

yz: {TEDO<T—xo 世 的 Tn > Von EA 且 当 呈 一 oo 时 zn + vo, 
= | ffz) 一 站 < 有 f(xn) 一 ?1? 

记 上 导 : i 一 slim, fF(7) 或 当 了 一 zo+ 时 f(x) 一 1 
数 革 叫 作 函数 f(x) 当 z 一 zo 时 的 左 极限 , 如 果 : 
Ys > 0 36 = 65(e) >0 使 得 对 于 任何 数列 {zx} :YneN 
Vr: 一 二 一 0 zn < SornEA 有 BAR oo zx, ~ wp, 
他 [f(r) -<e 有 flxn) =! 
记号 :1 = ,lim_f(z) 或 当 z 一 zo- 时 f(z) 一! 
数 ? 岂 作 函数 fl) 当 了 一 oo 时 的 极限 , 如 果 : 
Ye > 0 3c 二 cls) > 0 使 得 对 于 任何 无 穷 大 数列 {xz.,} : 

Yo: (reAlz|> 0) = | <elrn eA, 当 呈 一 oo 时 有 Fizn 一 1 

记号 :1 = lim f(x) 或 妆 w 一 00 时 f(z) 一 1 
数 i 叫 作 函数 fa) 当 x 一 +co 时 的 极限 , 如 果 : 

Ye > 0 je 二 ele) > 0 使 得 对 于 任何 无 穷 大 数列 {zw} : zn > 0zn Ed 
yr: (TET = | -<e | 当 n 一 0 时 有 Fa 一? 

记 续 :| = im f(r) 或 当 z 一 +oo 时 f(r) 一 1 
数 1 叫 作 函数 flz) 当 z 一 -oo 时 的 极限 , 如 果 : 
ws>03=ele)<0 使 得 对 于 任何 无 穷 大 数列 {fznj : sn < 0, zn E44， 
yr:(redAr<o=w ft<e | 当 m 一 oo 时 有 flrn) 一 1? 

记号 :! 一 _lim_f(z] 或 当 z 一 ~oo 时 Fr 一 


52， 集 合 基 . 函数 滞 荐 基 的 极限 ‘A7: 


应 是 无 界 的 ; 如 果 x 一 +ec, 则 集合 A 应 该 无 上 界 ; 若 x 一 -oo 则 集合 4 应 该 无 
下 只. 
以 后 第 要 下 述 定义 


定 兴 工 属于 由 且 满 足 不 等 式 0< 和 rz 的 点 了 的 集合 ,四 虱 点 如 的 
(相对 于 集合 4 的 ) 空心 邻 域 ， 


当 二 届时, 点 zo 的 空心 5 邻 域 由 两 个 开 区 间 (zo -出 zojtKzozo 十 全 级 成 . 

对 于 所 有 这 些 类 型 的 极限 成 立 与 关于 数列 的 极限 的 定理 类 似 的 定理 .例如 , 如 
果 及 (2) 一 上 ,fz(x) 一 12 (在 自 变 其 的 zx 的 同一 趋向 之 下 ), 那么 : 

1) F(z) + fatz) = + 12; 

2) fi{x}falz ) 一 ta; 

3) 只 一 号 如 果 咏 关 0 的 话 . 
如 果 cfz) 是 常数 ? 邯 对 于 任何 z<E 4 都 有 cz) = 4 那么 clx) 于 

这 些 定理 的 证 明 , 本 质 上 是 重复 对 于 收敛 数列 的 论证 . 虽然 如 此 , 还 是 应 该 进行 
证 明 , 而 这 是 相当 繁重 的 ， 因 此, 我 们 纵 出 极限 的 一 般 定 头 , 依照 这 个 定义 可 以 对 上 
述 的 极限 也 包括 数列 的 极限 进行 完全 的 考察 . 这 就 说 到 沿 着 集合 的 基 的 极限 ， 


8$2， 集合 基 . 了 匡 数 沿 着 基 的 极限 


定义 2 设 4 是 函数 f(z) 的 定义 域 . 一 个 业 合 旋 {了 j= BB, 其 中 CA, 叫 作 集 
合 A 的 集合 基 或 简称 为 基 , 如 果 它 的 元 素 满足 下 述 条 件 ， 

1) B 由 无 限 多 个 非 空 的 集合 组 成 ; 

2) yb,bo EB 3pa € B,bs Ch ba. 


(这 里 bi, ho,bs 是 集合 4 的 子 集 ). 集合 电 的 元 素 叫 作 是 基 B 的 络 端 . 集合 4 
本 身 叫 作 基 B 的 基本 集 . 还 有 , 对 于 基 五 的 任意 两 个 终端 古 和 本 ,着 bo 己 力 , 则 说 
明 bs 跟随 后 之 后 ,而 出 在 bs 之 前 . 


定义 3 教 1 叫 作 函数 f(x) 洛 着 基 BB 的 极限 ,如果 对 于 任意 的 上 > 0 存在 终端 
bE B 使 得 对 于 一 切 z Eb 有 不 等 式 |f{x) 一 1 <. 
记 作 : tm f(z) = 1 或 f(z) 一 1 ( 沿 着 基 B)， 此 时 还 说 f(z) 沿 着 基 B 收敛 到 上 
类 似 地 定义 下 述 极限 : 
lim f(x) = oo(+to0). 
我 们 指出 , 从 函数 沿 着 基 B 的 极限 的 定义 的 形式 上 的 正确 性 的 观点 来 说 , 基 B 


中 的 终端 数目 的 无 限 性 的 要 求 是 多 余 的 . 在 终端 数目 有 限 的 情形 , 所 作 的 定义 意思 
不 大 . 不 能 充分 反映 极限 概念 的 实质 . 
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重要 的 是 指出 , 她 果 用 基 8B 的 任何 一 个 终端 来 代替 它 的 基本 集 4, 那么 基 B 
的 跟随 bo 之 后 的 终端 的 集合 B', 根据 上 面 所 作 的 注 记 , 依然 构成 集合 基 . 同时 从 极 
限 fpf(z) = 14 的 存在 推出 存在 极限 jinf(z) = 且 反 之 亦 然 , 根据 这 个 性 质 , 在 实 
践 中 对 于 基 B 和 B' 实际 上 不 加 区 别 . 


基 的 例子 


1. A = N. 基 襄 ( 记 作 : nm 一 oo 由 集合 b= NNN,,s 之 1 组 成 , 其 中 N, 是 自然 数 
5,3 十 1,3 十 2,.-， 的 集合 
那么 沿 基 Bo 的 极限 正 是 数列 fa。} 的 极限 : 


t=n,flr)=an, EH lim f(x) = im Cn， 


2. 4 一 及, 基 BI 由 点 zo 的 一 切 空心 5 邻 域 组 成 ,5 > 0 { 记 为 : x 一 zo). 那么 
limf (x) 是 当 x 一 zo 时 的 极限 , 邯 


lm f(2) = lim f(z). 

3. 4 一 果 . 基 Bafz 一 To0+) 由 一 切 形 如 (xo, zo 十 介 的 区 间 组 成 , 其 中 5 > 0， 
lim f(z) = lm f(x). 

4. 4 一 及 . 基 Bs(z 一 x0 一 ) 由 一 切 形 如 (wo - 4.zo) 的 区 间 组 成 , 其 中 5 > 0， 
imf(2 = lm f(r). 


5. 丰 二 民 ， 基 Bfz 一 00) 由 一 切 形 如 {一 6, 一 e) [je 二 oo) 的 集合 组 成 , 其 中 
c> 0, 
ln f(x) = im fz). 


.A= 及 . 基 Bsls 一 个 十 oo] 由 一 切 形 如 (ec, +00) 的 射线 组 成 ， 其 中 > 0, 


i ft7) = lim f(z). 


-+ 十 D0 
7. 4 = 有 展 . 基 Be{z 一 一 00) 由 一 切 形 如 (oo,¢e) 的 射线 组 成 , 其 中 c < 0 
tim f(z) = ,im f(z). 


容易 确认 , 所 有 这 些 集合 族 Bo, B1,… ,Be 实际 上 都 满足 基 的 定义 . 对 于 所 有 
这 些 集合 都 符合 相应 的 基 的 定义 的 证 明 都 是 同一 类 型 的 ， 所 以 我 们 只 限于 考察 集 


合 亡 . 


2， 和 集合 基 . 舌 数 沿 着 基 的 极限 “和 9. 


1) Bs 由 形 如 (zo 一 56, 20) U(xzo, zo 十 六 关 名 的 终端 5 = bs 组 成 , 其 中 5 是 任意 
的 正 数 . 因此 Bs 是 无 限 集 , 瑟 其 每 个 终端 bs 都 不 空 . 


2) 对 于 一 霓 和 j < 生 有 5 门 55s = 55, 即 基 的 第 二 个 条 件 成 立 . 
因此 , 集合 52 是 集合 基 . 


定义 4 设 集合 卫 世 上 (其 中 4 是 函数 ffzy 的 定义 域 ) 于 设 存在 c> 0 使 得 
对 于 一 切 x ED 有 |f(z)l < ce 那么 冰 数 f(x) 叫 作 是 在 集合 品 上 有 界 {以 数 c 为 
界 ) 的 . 


类 似 地 定义 函数 f(x) 在 集合 D 上 的 有 上 界 和 有 下 界 的 性 质 . 


定义 5 在 基 日 的 某 人 终端 上 有 界 [有 上 界 , 有 下 界 ) 的 函数 叫 作 是 关于 这 个 
基 终 极 有 界 (终极 有 上 办 ,终极 有 下 界 ) 的 ， 


命题 1 aj 设 对 于 一 切 了 ep f(x) = 6c, 其 中 刁 是 类 B 的 一 个 终端 那 公 
limf (2) = C. 
b) 著 函 数 活 基 B 的 极限 存在 , 则 此 极限 是 唯一 的 . 
pp ay 对 于 任意 的 es > 0 可 终端 < B. 那么 对 于 一 切 x Eb 有 |f(2) 一 d=0<e. 
b) 设 不 然 , 即 存在 五 尖 玉 使 得 


取 == 一 如 |. 那么: 


3 二 机 (ae) e B, 使 得 vz E 有 |fz] 一 站 | < 5 
3bo 二 bole) EB, 使 得 Yr Eb 有 |f(z) 一 让 < 


根据 基 的 定义 , 存在 基 的 终端 zs 使 得 bs CC hi 门 52. 任 取 ze ba. 那么 


I t=) 2 (Fe) fr) 一 天 十 | 四 一 五 | < 2 
一 人 一 is|, 
这 不 可 能 ， 二 
命题 2 a) 若 limf(z) = 则 通 数 f(x) 终极 地 以 数 中 十 1 为 界 ， 
b) 若 lmf(z]) = 县 【天 0, 则 函数 g(z) = _- 工 在 终端 (号 中 终极 地 以 数 


f(r) 2 


J 为 界 ,而 函数 flz] 在 同一 邻 域 中 与 值 1 有 同样 符号 . 
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我 们 来 证 明 这 个 命题 . 


对 于 基 Bitz 一 闸 ) 乡 
pp a) 取 s 二 1. 那么 存在 5 = 5(1) 使 得 对 | 了 权 <=1 则 存在 基 的 终端 户 = pl(1) 
于 空心 5 邻 域 中 的 一 切 点 x 有 |f(x) 一 证 使 得 对 于 一 切 > em 有 |7fo) 一 中 < 1 
< 工 由 此 , 对 于 一 散 x :0 <|x- zo| 三 61 由 此 ,对 村 一 切 z eb, 我 们 得 到 
有 


Fz = Hf D+ ssf) + f= Rf D+ gf} -H+ 
和 甩 工 十 有. 


pb) 仅 考 虑 1 > 0 的 情形 b) 仅 考虑 1 > 0 的 情形 


(第 二 种 情形 是 类 似 的 ) (第 二 种 情形 是 类 似 的 ) 

取 = = > 则 存在 5 = 5(e) > 0 使 得 对 于 | 到 。 = 5. 则 存在 基 BB 的 终端 5= Me) 
一 材 z:0<<|z 一 zof 三 5 有 |f(z) 一 二 | 僵 得 对 于 一 切 re 有 | 一直 < 
< < = 5 因此 , 以 下 不 等 式 成 立 : = 5. 因此 , 以 下 不 等 式 成 立 


nt fe) > -35,10) > 5 >0, 


二 人 


-J < 
命题 3 设 存 在 极限 limf(z) 一 和 limg(z) = [2. 那么 成 立 等 式 
lim(f (zx) + gw)) = +is. 


可 以 不 完全 严格 地 说 , 两 个 函数 的 和 的 极限 等 于 它们 的 极限 的 和 . 


一 般 情 形 
> ”作为 所 求 的 5 邻 域 的 半径 我 们 取 
5=min (5 (5),5 (5)), > “作为 终端 b(z), 我 们 到 任 意 


一 个 这 样 的 终端 妇 , 使 得 

其 中 (5) 是 点 zo 的 空心 而 en ba cb ( 习 A 外 

半径 , 在 这 个 邻 域 中 |f(x) 一 上 | < 5 一 2 

52 是 点 xo 的 这 样 的 窜 心 名 其 中 心 (5 是 这 样 的 终端 使 在 
径 , 在 这 个 邻 域 中 |g(z) -Bl < 那么 | 这 个 终端 里 和 f(z) 一 | < 5, 而 
点 mm 的 空心 5 邻 域 以 条 件 0 < | 一 zol | bb(5】 是 使 其 中 的 点 满足 |g(z)- 
< 5 而 既 含 在 点 zo 的 而 邻 域 中 又 合 在 | | | -< s 的 终端. 那么 Yr en 有 


点 zo 的 和 2 邻 域 中 . 因此 对 于 x 有 上 FF 四 十 go 一 全 十 如 
TT) 二 gr) 一 (十 3 
(fl) + 9(2)) ~ a + bo) < -hl+lor) llce 4 


f(r) — + ge) —is| <e. 


命题 4 设 对 于 一 切 了 € 6b,f(z) = g(x), 其 中 4b 是 基 吾 的 某 个 终端 ,而 且 
limftz) 一 那么 
B 
lm 9(7) =1. 


pp ”我 们 有 9(z) = f(z) 十 {g(z) 一 了 (wj). 由 于 对 于 一 切 xz &b,g(z) 一 了 (x) =0, 所 以 
依 命 题 1a) 我 们 得 到 lim(9(z) — f(z)) =0. 由 此 ， 


Img(o) = lim f(z) + lim(g(z) — f(r) =1+0=1 4 
定义 6 车 lma(z) =0, 则 函数 a(z) 称 作 是 沿 着 基 B 的 无 穷 小 西数 @. 
广 从 命题 1a) 和 你 征 3 推出 , 极限 limftz) = 1 存在 这 个 条 件 , 等 价 于 

atz) = f(z) —1 


是 沿 着 基 B 的 无 穷 小 函数 . 
命题 5 设 通 数 afz) 是 活着 基 B 的 无 穷 小 函数 ，Ffz) 活着 同一 基 终 被 有 界 , 且 
1B(zj| & la(z) fle). 
那么 函数 Bfz) 是 活着 基 吾 的 无 穷 小 函数 . 
我 们 来 证 明 这 个 命题 


em ”对 于 任意 的 :> 0 应 指出 这 样 的 
5 = 6(s) > 0, 使 得 Wz:0 < |x-xol 二 
5 二 |B3(z)| < e. 根据 函数 f(x) 的 终极 
有 和 界 性 , 存在 下 > 0, 使 得 Yr :0< hz 
一 zo| < < CC 
存在 这 样 的 品 = 62 (去 ) > 0, 使 得 

占 
Wb 有 机 “0 | 于 一 切 se bw 过 |e(z)| < 三. 按 条 件 
邻 5=min (82(6)) .那么 Ye: 门生 (三 ) 到 一 个 终端 s. 那么 
DO<|r— xol<# CC 
有 对 于 一 切 ze bs 有 


Bo)| < Iola) < HC=e. a Bo < loo) fo < 50=e. 4 


em ”对 于 任意 的 e ~> 0 应 指 出 基 B 的 


这 样 的 终端 = bfe), 使 得 对 于 一 殷 x 
E56 地 |8(z)| < e. 根据 函数 f(x) 的 终 
极 有 界 性 , 存在 这 样 的 终端 ,使 得 对 
于 一 切 zehn= (wo 


存在 这 样 的 ba = bo (5) < B, 使 得 对 


命题 6 设 limf{(z) 一 Dote) = 1 那么 
lim f(z)9(2) = ls- 


”下 文中 也 称 为 无 穷 小 量 一 一 译 者 注 . 
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p> 我们 有 f(x) = 十 Qa{2),g{2) = 12 十 Blz), 其 中 a(z), B(xz) 都 是 沿 着 基 B 的 无 
穷 小 卫 数 . 那么 我 们 得 到 
f(r)gtr) — hit = Qs) + BI) + oar B(x) 
是 无 穷 小 函数 二 
命题 7 设 limf (x) 二 i, limg(z) 二 2,l2 关 0. 那么 


mf 
BB g(x} la 


”> 我们 有 
fo) +aw) hd _ ow — Br)h 1 


gr) ta +Blr) bb i gr) ~y(z). 


这 里 ， (oe) _ Hzja) 是 党 着 基 B 的 无 穷 小 函数 ， i 是 洛 着 同一 个 基 的 终极 


(2) 
有 界 函 数 , 因此 ~Y{z) 是 汽 着 基 8 的 无 穷 小 函数 ， 二 


第 十 讲 


83.， 在 不 等 式 中 取 极 限 


命题 8 设 ceER,lim f(z) 二 1 且 在 基 昌 的 某 个 终端 上 f(z) > e( 或 frz) 之 0). 
那么 1 交工 . 


pw ”根据 条 件 , a(x) = f{zx) -1 是 无 穷 小 函数 , 且 对 于 一 切 x & ， 


oz) = fr} ili2ce—l. 


假定 c -1 > 0. 那么 对 于 = = <, 存在 这 样 的 终端 ,使 得 对 于 一 切 2 eb 
成 立 不 等 式 |afzj| < se. 我 们 发 现 , 存在 终端 bo C56 门 刀 以 及 点 zeE bs 使 得 不 等 式 


ee>|atr| oarw)2c—i=2>0. 
成 立 , 由 此 推出 0 < 25 < e, 而 这 是 木 可 能 的 ， 4 


命题 9 请 lim f(2) = hi, lm 9(2) = to, 在 基 BB 的 某 柱 终 六 bb 上 f(z) 过 g(x). 那 
么 五所 号， 


84。， 函数 沿 着 基 存 在 极限 的 柯 西 准则 .53 . 
mm ”考察 hz] = gz 一 了 (x). 根据 条 人 性, pay > 0， Hz) ={= lh. 由 命题 8 知 
i 之 0, 妈 多 
命题 10 设 在 基 已 的 某 个 终端 上 f(x) g(x) SR 
lm jz) =1, JimAz) 一 
那 必 li g(x) 一 了 
pb 由 条 件 知 
0 < g(2) — f(x) 过 站 一 下 
cfz) = h(z) 一 f(z) 一 0 ( 窜 着 基 B)， 


即 atxw) 是 沿 着 基 B 的 无 穷 小 两 数 ， 
而 由 于 |gtw) 一 了 (2)| 和 alx), 所 以 根据 轴 的 命题 5, g(x) - f(x) 是 沿 着 基 有 的 
无 穷 小 函数 , 那么 


lmpg(z) = lipt9(®) 一 I(r) +tlimftn)=0+i=l 4 


84. 函数 沿 着 基 存 在 极限 的 柯 西 准则 
定理 1 ( 柯 西 准则 ) 为 使 函数 f(x) 洪 着 基 日 存在 极限 , 必要 且 充 分 的 是 对 于 
任意 的 = > 0 都 存在 这 样 的 终端 b= bls), 使 得 对 于 一 雪 zy € 包 成 立 不 等 式 
flr) — HW| < 
> 必 娄 性 , 设 tim f(z) = 那么 对 于 任意 的 。> 0, 存在 终端 h 一 bh (5) 台 合 
得 对 于 一 所 zy Ee 机 有 
fe) -< D-H < 3 


因此 , 对 于 一 切 xz,y Ee 可 


大 


fr) 一 志和 (se) 一 下 + 一 下 < 了 十 3 


充分 性 . 我 们 来 证 f(x) 终极 有 界 , 实际 上 , 取 es = 1 那么 存在 (1) < B 使 得 对 
于 一 切 z,y eb(1) 有 |f(z) 一 了 (WW)| < 1. 固定 y. 那么 对 于 一 切 x €& 5(1) 


一 后。 


fo) 和 (7) — FDI + [FADES 1 + if tn 


根据 柯 西 条 件 , 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 Me) < B 使 得 对 于 一 切 z,y € Me) 有 
|f(z} -Fn < 8. 而 这 表明 , = 是 对 于 一 切 xz,y € Me) 量 |f(z) - Fo| 的 值 的 上 界 . 
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再 使 用 f(x) 的 终极 有 界 性 , 我 们 得 到 
mt{le)}= inf flzx} eR, M{s)= sup f(x} eR, 
TEbre) ceble) 
5 之 Sup 一 丽人 [= sup (flr) — fF(W) 
Ebfe) TYEb[E) 
= sup f(x)— st = M (a) — mte). 


Tb{le) 
令 s = sa 一 亡 . 则 可 以 认为 对 于 一 切 no > mu,6( 直 ) < 5 (二). 其 实 , 区 如 说 假如 
5 (3) 50), 则 可 接 条 件 sc 5D) Nb (5) 而 取 嫩 代替。 (), 依 此 类 挫 . 据 此 


我 们 有 ， ， | ， 
(去 ) <m( 志 ); M (去 > M (元) 
此 外 , 对 于 一 切 ze 5(s) 成 立 不 等 式 
m(e) < f(z) < M(e). 


对 应 于 每 个 < = en > 0 有 自己 的 闭 区 间 所 = |m (=) ,MM (2)|. 闭 区 间 的 

整个 族 构成 收缩 闭 区 间 列 ， 因为 对 于 en > es 
mien) A mt{Es) 公 JEs] 委 M (en), 

即 云 C 五 . 根据 关于 收缩 闭 区 间 殉 的 引 理 , 存在 这 样 的 数 六 使 得 对 于 任何 号 码 n, 有 
lel,. 

我 们 来 证 戎 lmf(z) =1. 为 此 应 该 证 明 对 于 任意 的 so > 0, 存在 i(s0) < B, 使 

我 们 取 m > 2e57 以 及 3( 二) 为 后 (so). 那么 对 于 一 切 my < bi(eo), 根据 柯 西 条 
件 成 立 不 等 式 

f(z) -FW)1< 二 < 多 ， 

且 对 于 一 切 实 它 bi (en) 有 


此 外 ,1 € 1 (=) .这 表明 


由 此 
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定好 两 个 基 万 | 和 Bo 叫 作 是 等 从 的 , 如果 基 万 | 的 任何 终端 都 包含 在 基 万 
的 某 个 疼 端 之 中 且 反 之 亦 然 . 


我 们 指出 , 对 于 等 价 的 基 , 关于 极限 的 命题 总 是 同时 成 立 的 
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定理 2 函数 f(z) 当 x 一 xo 时 依 柯 西 的 定 头 收 纤 与 依 海 涅 的 定 头 罗 效 是 等 价 
的 . 撞 言 之 , 当 x 一 zo 时 函数 按 柯 西 的 定义 存在 极限 蔬 含 着 函数 依 涛 涅 的 定 尺 沿 同 
一 个 基 厅 在 极限 , 且 反 之 亦 热 , 同时 , 在 两 种 情况 下 极限 的 值 是 -一 祥 的 ， 


“1, 设 依 柯 西 的 定义 存在 _Jim f(z). 我 们 来 证 依 海 湿 的 定义 存在 相应 的 极限 , 
实际 上 , 根据 条 件 我 们 有 


we>n0 了 =gel)>0 使 得 wr:0<lr 一 col<k 
不 等 式 |flx) 一 证 < 成立， 


设 {zn} 是 任意 的 一 个 这 样 的 数列 , 当 nn 一 o0 时 zn 一 zo 且 对 于 一 切 n 
NN, zn 关 zo. 那么 对 于 任意 的 5 > 0, 存在 Ni = 和 Ni1(8) 使 得 对 于 一 切 n> Ni 


由 于 5 可 以 任 取 , 所 以 对 于 56 = 65(ls) 成 立 同样 的 论断 . 
应 该 证 月 , 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 号 码 N(s) 使 得 


vn> Nte] 有 |flxn)—i|<e. 


置 Nle) = Ni(6(e)). 那么 根据 0 <|zn 一 zxol < 6({e), 有 |f(xn) 一 <8 

2, 现在 来 证 反方 向 的 论断 . 设 对 于 任何 满足 条 件 rn 一 wo, zn 关 zo 的 数列 {zx} 
都 有 当 nn 一 oo 时 , f(zn) 一 上 

下 面 用 反 证 法 . 设 ;不 是 函数 f(z) 依 柯 西 定义 的 极限 . 这 表明 , 存在 > 0 使 得 


WE>0 :0<|lr— rol<6 


且 不 等 式 |f(z) -让 之 成立. 
考察 数列 = 二 . 那么 对 于 任何 n 都 存在 数 zn 使 得 : 1) rn 六 zo0; 2) jzn 一 ao| < 


二 ,而 3) |f(ew) 一 让 之。 诸 数 =* 组 成 一 个 收敛 到 zo 的 数列 , 因此 , 根据 依 海 涅 定义 
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的 收敛 性 , 当 nn 一 vo 时 有 im f(zn) =1. 那样 的 话 , 在 不 等 式 | 了 lz。) -中 关 8 中 取 
极限 , 我 们 得 到 0 = | 一 4 > E. 所 得 的 矛盾 建立 了 定理 的 第 二 个 断言 的 真确 性 二 


86. 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 
我 们 记得 , 形 如 
天 2 = Flor)) 


的 函数 h(tx) 叫 作 复合 函数 , 其 中 f(y) 和 glx) 是 两 个 这 样 的 隙 数 , f(y) 的 定义 域 包 
会 函数 g(x) 取 值 的 整个 集合 . 消 数 h(z) 也 叫 作 函数 f 和 9 的 复合 (或 者 合 合 ), 写 
作 严 一 了 or， 

于 述 定 理 之 成 立 似 应 是 所 希望 的 : 设 lim g(x) = 宫 ， im f(y) 二 24; 则 


lm, fo(e)) = 
譬如 说 , 对 于 连续 函数 这 个 论断 是 成 立 的 . 不 过 在 一 般 情况 下 , 该 定理 并 不 真确 


se) {0 一 


limg(z)}=0, lmf(2)=0, veeR, flg(r)=1, limf(g(2)=1. 
尽管 如 此 , 下 述 断言 成 立 
定理 3 设 ing) 一 Wo Jim f(y) = f(yo). 那么 


Jim f(g(z)) = flyo). 


pp ”应 证 明 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 5 = 65(e】)】 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 条 件 0 < 
一 xolf 牵 56 的 zx, 有 有 
[f(g(r)) ~ 六 yoi < <. 

往 下 , 对 于 任 给 的 es > 0, 存在 所 = ie) > 0, 使 得 对 于 一 切 y : 亿 一 加 | < 人， 
有 fy) 一 f(yo)| < s. 对 于 这 个 而 , 存在 5 = (61) > 0, 使 得 对 于 一 急 满 足 条 件 
0<lr 一 zo|<<5 的 zx, 有 

Ig9(2) 一 加 | < 1. 
所 得 到 的 4 就 是 所 要 找 的 ， 现 在 对 于 一 切 满足 条 忻 0 < lz 一 zol < 5 的 x, 有 
9?) 一 加 | < 0 因此 有 |f(9(z)) -f(yo)| < 4 
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定理 4 设 lim zn 一 a, lim f(y) = fla). 那么 
im F(za) = f(0). 
se ”要 证 的 是 , 对 于 任意 的 。 > 0 存在 no = nole) 使 得 对 于 一 切 n > no, 成 立 不 
等 式 
[fxs,) 和 fa)l EE 
按 条 件 有 : 


1) 对 于 和 任意 的 > 0 存在 = 5fe) > 0, 使 得 对 于 满足 条 件 |y -a| < 贾 的 一 切 
y, 成 立 不 等 式 


Df < 
21 存在 no = nols) 使 得 对 于 一 切 nr > no 成 立 不 等 式 


[x a 
置 no ==nol5i1(e))】 那么 对 于 一 切 n> no 
lzn—ol < 有 lf) fo)<e. 4 
定理 5 谈 im gz) 二 匆 ， 且 对 于 一 切 属 于 可 2 的 某 个 空心 领域 的 I， 有 
g(z) 关 yo, 并 设 lim f(y) =1. 那么 
dm go) = | 
pp ”要 证 的 是 , 对 于 任意 的 es > 0 存在 # = ife) > 0, 使 得 对 于 一 切 满 足 条 件 0 < 
lz 一 zol < 的 x, 成 立 不 等 式 
[f(gtz)} -il<e. 


根据 条 件 有 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 这 样 的 5 = 51(e) > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 
条 件 0< 入 -加 < 页 的 饭 成 立 不 等 式 |f(y) -让 < = 对 于 确定 的 和 > 0, 存 
在 到 = 65(61) > 0 使 得 对 于 一 切 满足 条 件 0 < lz- zol < 652 的 zx, 成立 不 等 式 
8(z) 一 如 | < 页， 此 外 ,根据 条 件 ,， 存在 这 样 的 如 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 条 件 
0<|lz 一 zol< ia 的 zx 成立 不 等 式 g(z) 关 yo. 那么 , 我们 取 


$ = min{63, 62(61{2))). 


我 们 得 到 , 对 于 这 个 量 5, 成 立 所 求 的 不 等 式 ， 4 

现 设 f(x) 沿 着 基 B 有 极限 . 在 怎样 的 情况 下 复合 函数 h(t) = f (gt 沿 着 某 个 
另外 的 基 DD 有 同一 个 极限 ? 换 句 话说 , 司 时 在 位 于 极限 号 之 下 的 消 数 中 允许 把 变量 
zx 替换 成 新 的 变量 (相应 地 把 基 B 替换 成 新 的 基 DD) 而 保持 极限 值 不 变 ? 这 里 成 立 
下 述 定理 . 
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定理 6 设 limf(z) 一 上 那么 , 为 了 存在 极限 
lim fg 的 ) = 下 


只 需 在 映射 x = 9g( 旭 之 下 , 基 日 的 每 个 终端 b 都 包含 [完全 地 1!) 基站 的 其 个 终 问 
d 的 像 . : 
”* ”根据 孙 数 沿 着 基 B 的 极限 的 定义 , 我 们 有 , 对 于 任何 es > 0 都 存在 终端 = 
Ms) E 总, 使 得 对 于 一 切 ze 有 | 六 or 一 !| < 

从 定理 的 条 件 推出 , 存在 终端 de D 使 得 g(d) c 5, 因此, 对 于 任何 ted 


| (f(g9tt) —t < e, 
这 就 表明 定理 的 结论 成 立 ， 要 
例 1. 设 


lim f(x)=i, z= 7 


那么 1 
bm/ (1) =! 
实际 上 , 基 BB 的 任何 终端 b = {zllz| > cfz 一 00) 都 完全 地 包含 基 DD 的 终端 
d = 人 < =} (0) 的 像 . 
2. 设 


i, 若 z= 0, 
se) 
且 9 的 三 0 那么 
lim f{2) 一 0， 但 lm 9 = 1, 


于 是 复合 函数 有 不 同 的 极限 . 在 这 种 情形 , 终端 Bs E B(z 一 0) 的 形状 是 0 < jz| < 6 
但 任何 终端 de€ D,ad = {t|8 < 上 < 再} 的 像 的 形状 都 是 z = 0, 那么 在 集 B 的 终端 
bs 中 不 含有 基 DD 的 任何 终端 的 像 , 从 币 定 理 1 的 条 件 不 满足 ， 

3. 设 当 x 一 a 时 了 lz) 一 1 有 昌 当 一 了 时 g(t) 一 a 同时, 在 点 5 的 某 个 空心 邻 
域 中 g(t) 关 a. 那么 对 于 复合 函数 h(t) 有 当 t 一 5 时 h(t) = 了 (g(t 一 

实际 上 , 基 x 一 a 的 每 个 终端 都 是 点 x = a 的 某 个 空心 邻 域 . 然而 根据 条 件 当 
ft 一 二 时 3 一 & 且 9 的 关 m 这 个 邻 域 包含 点 上 = 了 的 某 个 空心 邻 域 在 喘 射 x = g(t) 
之 下 的 像 , 于 是 , 此 处 定理 1 的 条 件 成 立 , 因此 当 + 一 b 时 h(t) 一 4 而 这 就 是 要 
证 的 . 

所 证 的 定理 适用 于 计算 遂 数 的 极限 , 
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4. 当 + 一 0 时 
2Z2 十 24 二 1 +2.:0+1 
x3 十 十 1 03 十 D 士 1 
5, 当 zx 一 2 时 
223+2.2+1 9 
Fo) 一 -一 
6. 当 一 op 时 
2 1 
1 1 十 二 十 二 
(7) = 一 守 | 0 
证 
1+ 评 + 


87， 无 穷 小 函数 的 阶 


定 久 8 设 alz),B(r),Y(z) 都 是 活着 基 日 的 无 穷 小 函数 ,而 且 在 基 的 某 信 终端 
上 Bfzy 天 0. 那么 ,如果 afz] 表 上 成 形状 
oz) = Bz)Y(T), 
则 说 afz) 比 H(z) 有 更 大 (或 更 商 ) 的 无 穷 小 的 醒 . 
定义 9 无 穷 小 函数 alz) 和 Bfz] 称 作 是 等 价 的 (党 着 基 B), 如 果 差 
(2) 一 atz) — Blz) 
有 比 alz) (或 B([z)) 更 高 的 无 穷 小 的 阶 . 此 时 记 or ~ B (党 着 基 BB). 
命题 11 下 述 断 言 等 价 : 1) a ~ 8 (活着 基 B); 2) ~1( 沿 着 基 BB), ~1( 灌 
着 基 BB). 
pp ”1) 根据 条 件 5= a 一 8 有 比 a 更 高 的 无 穷 小 的 阶 , 即 5 = ay, 其 中 ? 是 无 穷 小 
函数 . 因此 , 8 = 一世 


Oh 人 


2) 反方 向 的 结论 类 做 地 可 证 ， 有 4 
定义 10 设 函 数 g(x) 在 基 已 的 某 个 终端 上 不 取 零 值 . 


1. 落 函 数 h{zr) = fz) 终极 有 界 【 沼 着 基 吾 ), 则 记 
g(x) 


f(z) 二 O(g(z)) (活着 基 BB). 


读 作 ; 活着 基 Bf 是 大 Og, 也 记 作 了 (zx) 安 g(x) ( 港 基 B) 在 了 (2) 才 9(2) 及 f(z) 的 
情形 , 说 函数 f{x) 和 g(x) 活 基 BB 有 同样 的 阶 . 
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2. 车 琐 教 h(x) 是 无 穷 小 函数 ， 则 记 了 lr) = ofgfz)) 且 读 之 为 了 是 小 og. 

3. 车 存在 数 了 > 0, 使 得 对 于 基 BB 的 任何 终端 58 部 找 得 到 xz Ep 满足 |h(z)| > 
5 > 0 则 记 

fz) 一 g(r)) (党 基 BB). 

读 之 为 : 是 欧米 佑 g ( 沿 基 日). 

4. 当 工 一 0 时光 数 f(z) 二 Oxm) 叫 作 是 mm 阶 无 穷 小 函数 ， 

记号 O(g),olg), 0g) 是 由 朗 道 (E. Landau) 给 出 的 , 而 记号 “<<” 是 维 诺 格 拉 多 
夫 (HI. M. BukorpanoB) 引入 的 . 


例 1. 当 ww 一 oc 时 有 


Tio = O(). 
2. 当 Y 一 oo 时 有 
sinz _ o(1), sinq _p (= sinz _ oa(2) | 
I en I x x 


3. 当 了 一 0+ 时 有 VE 一 ~ wr. 
4. 当 了 一 +oo 时 有 区 一 2 一 一 7， 


第 四 章 ”函数 在 一 点 处 的 连续 性 


第 十 二 讲 
8$1、 在 一 点 处 连续 的 函数 的 性 质 
定义 1 通 数 f{z) 叫 作 是 在 点 wo 处 连续 的 ， 如 果 下 述 等 价 条 忻 之 一 成 广 : 
Ve > OB=6e) >D0 vr:lr -rol<6= |r) -fro < a; 
2) lim Fe) = f(z0); 
3) lm f(z) = flim 2); 
4) f(r) = = f(xo) 十 af 其 中 afz] 当 一 20 时 是 无 穷 小 汲 数 ，mfzo] = 0; 
5) 对 于 任意 的 s > 0, 有 : 点 flzo)] 的 = 邻 域 包含 点 zo 的 某 个 邻 域 (在 映射 了 
之 下 ) 的 像 . 
这 些 定义 的 等 价 性 上 早已 证 明了 的 关于 极 隐 的 定理 推出 - 
定义 2 阴 数 叫 作 是 右 连续 的 , 如 采 


flzor) = ,Im 7 = Fe 


是 堪 连续 的 ,如 果 
ftco-) = lim Ha) = ffzo)， 
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命题 1 为 使 函数 f(x) 是 在 点 xo 处 连续 的 ,必须 上 且 只 需 它 了 既是 右 连 续 的 也 是 
左 连续 的 . 


PP 必要 性 若 Jzr) 连续 , 则 当 一 zo 时 f(x) 一 了 (xo). 这 表明 , 对 于 任意 和 的 > 0 
存在 6 = 6(s) > 0, 使 得 对 于 一 切 x : |x 一 zol < 有 成立 不 等 式 |f(x] -f(xo)| <e. 那 
公 , 对 于 一 切 zy: -6<z--zo<0 有 |fz)- Fazol<s 即 f(z) 左 连 续 . 右 连 续 性 类 
似 地 得 到 . 

充分 性 ”函数 f{x) 当 x 一 mm 时 右 连 续 且 左 连续 . 那么 


ve>0d = >0vri0<r— wo < | — fro)| < #; 
36a = bole} > Ovr: bo i ro 0 fF) flro)| < e. 


取 5 = min(51,62). 那么 对 于 一 殷 x: |z 一 xo| 5 有 |f(z) 一 了 (xo)| < .于 是 f(x) 在 
战 I0 处 连续 . 二 


例 设 函 数 f{zr) 在 闭 区 间 [a, 引 的 每 点 都 连续 . 那么 函数 
F(z}= 》 en 一 Fr) on 


枉 刀 记过 宰 本 刀 人 记 近 下 
同样 在 质 区 间 [a,5| 的 每 点 都 连续 〈 在 财 区 间 的 端点 处 的 连续 性 理解 为 右 连 续 或 左 
连续 ). 
其 实 我 们 有 : 涌 数 F(x) 在 x = xo 处 连续 , 其 中 zxo 不 是 整数 , 这 是 因为 在 这 
个 点 的 某 个 令 域 中 C(x) = p33 cnf (1), AtT) = 和 cn 都 是 常数 . 设 zo 是 整数 . 
那么 - 


Flzo+r) 一 lim, F(z) = 》，cnflm] - jzo) 2 c= F(z0), 


Qn Qn 
F(zo-)= dm Fls)= > ef) -fro) 2, n= F(xo) 
a<n 人 ro—l a<nro—1 

根据 上 面 的 结论 , 函数 Flz) 在 点 z 二 zo 处 连续 . 

连续 函数 的 性 质 从 相应 的 极限 的 性 质 推出 . 

设 函数 和 9 都 在 点 zo 处 连续 . 那么 在 点 xo 处 有 : 

a】 对 于 一 切 c1,cs E 及 , 国 数 cly 十 oag 连续 ; 

b) 函数 fo 连续 ; 

c) 车 g(xo) 关 0 则 4 连续 ; 

dj] 车 Flzo) 夭 0 则 存在 5>0 使 得 


flz)f lzo) >0 Yretlzo 一 8zo 十 前 
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( 即 陋 数 f(x) 保持 符号 ); 

el 滑 数 f(x) 在 点 xo 的 某 个 邻 域内 有 界 ; 

人 若 f(z) 在 点 zo 处 连续 , gly) 在 点 go = f(zo) 处 连续 , 则 h(xz) = g(f{z)) 在 
点 zo 处 连续 . 


$2. 初等 淆 数 的 连续 性 
我 们 来 列举 一 下 初等 隔 数 . 


1. Pfz) 一 一 多 项 式 , P{z) = aozm 十 … :十 an 
2. 有 理 函 数 f(z) = 2 其 中 P(z),Q(z) 是 多 项 式 . 


3. 指数 咀 数 flz) 二 gar,a > 0az¥1. 

4. 稼 到 数 f(x) 二 wa = ertn7, 

5. 对 数 孙 数 f(x 二 logs a>0,oz1. 

6. 一 切 三 角 函 数 . 

7. 所 有 这 些 函 数 的 一 切 可 能 的 复合 酒 数 . 

在 初等 数学 的 范畴 内 , 只 研究 这 些 函 数 , 所 以 它们 叫 必 初等 函数 . 这 些 郴 数 的 函 
数 性 质 的 描述 本 质 上 凭借 指数 函数 , 罕 硼 数 , 对 数 函 数 以 及 实 变量 的 正 芝 (sin} 和 余 
芝 [cosy 函数 的 定义 . 应 该 说 , 在 初等 数学 课程 中 所 列举 的 了 数 的 性 质 的 确立 , 基本 
上 是 描述 性 的 , 是 从 算术 的 和 几何 的 观察 出 发 的 . 在 数学 分 析 课 程 中 , 这 些 函 数 主要 
是 用 以 作为 应 用 一 般 理 论 的 材料 , 而 且 我 们 似乎 可 以 停留 在 已 经 具备 的 “ 枚 素 的 ” 观 
点 上 . 不 过 , 数学 分 析 的 工具 使 我 们 能 够 给 一 切 基本 的 初等 函数 作出 完全 严格 的 定 
义 , 在 研究 了 单调 函数 的 性 质 之 后 , 我 们 将 立 妇 给 出 指数 函数 , 对 数 函 数 和 和 输 耳 数 的 
严格 的 定义 , 三 角 函 数 的 情况 稍 许 复杂 一 些 ， 因 为 它们 的 定义 应 该 依赖 于 圆 引 长度 
的 概念 以 及 寡 级 数 的 概念 . 我 们 暂且 把 并 格 的 定义 放置 一 旁 而 凭借 基本 的 晴 数 性 质 
来 证 明 函 数 y = az 和 1=sinz 的 连续 性 . 

命题 2 在 任意 一 点 xo E 眉 处 , 二 才 y= 二 a* 都 是 连续 的 . 
pp 设 a > 1. 要 证 明 的 是 , 对 于 任意 的 > 0, 存在 5 = 6(s) > 0. 使 得 对 于 一 切 满 
足 条 件 lz 一 zol<5 的 zz 有 ior -azo|l< ss 也 就 是 说 la 一 1| < sa ”== 561. 我 们 
看 到 , 可 以 限于 sl < 1 的 情形 . 我 们 取 数 而 = 页 (el > 0 作为 ife), 使 得 从 不 等 式 
jz 一 zol < 页 推出 不 等 式 |a** 一 1| < a 下面 令 ia] = (ep = 一 

我 们 有 一 而 <x 一 xo < 而 . 由 于 a > 1, 那么 


a a 0 人 ， 


a la 1<ar—1. 
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首先 我 们 证 明 a 一 1 < 61. 令 
v=|F|=[ 守 > | 守 2|=|2l+1>2 


1 1 
那么 页 >N, 即 Hj 所 六 由 于 


位 
(+a) >1+Nel>1+eo > a, 
1 


所 以 
1+e1>aw > oa8 
由 此 推出 ， 
gm 1 < el, o> le 
最 后 我 们 有 


el <a la mm la 一 1<el 
因此 , |laz->*e 一 1| < a1. 这 就 证 明了 f(x) = oz 在 点 xo 处 的 连续 性 ， 4 
命题 3 函数 f(r) = sinz 在 点 xo 处 连续 . 
bp 我 们 记得 |sin zx| < |z|. 于 是 有 


。 。 : 亚 一 郊 0 贡 十 30 
|sin x 一 sinzo| = 2sin— 3 Cos —a— 


那么 , 对 于 任意 的 es > 0, 置 5(e) = s, 就 得 到 


T— Xo 
和 2| 一 一 


= | — wol. 


1simnz 一 sinceol<s wz :人 位 一 如 | 二 < 


因此 , 明 数 f(z) = sin% 连续 .要 
这 些 命题 可 以 写成 这 样 , 


Si 和 一 SingZ0 十 GZ a = a ar), 


其 中 a(z), 8(z) 当 zx 一 xo 时 是 无 穷 小 图 数 ， 
实际 上 , 当 z 一 0, 即 xzo=0 时 , 成 立 更 精确 的 关系 式 , 人 们 称 之 为 美妙 极限 : 


3 芷 
Si 这 ez 一 工 
~l1l, 一 -一 一 ]. 
T I 


这 些 极限 用 来 进一步 研究 初等 函数 的 微分 性 质 . 
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第 十 三 讲 


$3. 重要 的 极限 
命题 4 下 述 关 系 式 成 立 : 


1 区 
a) Lm 0 十 二 ) =€; b) lim (I + 2)s =e; 
一 出 一 一 


m 卫 岂 十 世 1], d) lm ll1. 
出 光一 旋 


wa] 先 考 察 fz 一 +oo 的 情形 . 根据 指数 函数 的 单调 性 , 成 立 不 等 式 


全 


而 我 们 知道 
J ta) = 
由 此 i 
im (+ 二 一 扬 im (1+=) = 
即 成 立 断 言 : 


扩 
ve > 03N: = Ni(e) vn > Mi > |(1+ #1) — ef 


t Ti 十 1 
(1+5) —e 
跤 


3Nz = holel :wma > Na 一 


那么 当 n> max( 和 Ni, Nz) 时 有 


车 > 1 十 max( 和 ,NN2) 二 NN 则 [zj] > max( 和 ,No2) = NN 一 1, 因此 ,对 于 x>N 成 
立 不 等 式 
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于 是 得 到 
ve >03N :ve > N= |(1+) —€ 


尽 已， 


这 表明 当 z +oo 时 (1+1) 一 e 


现 考察 z 一 一 00 的 情形 . 置 y = 一 zx. 那么 , 使 用 第 三 章 的 关于 复合 函数 的 极限 
的 定理 6, 我 们 有 


1 vy 下 型 1 yy 
e= lim @ 十 一 = lim (二 = lim @ 一 2 
BY 一 十 oo vy—1 y—+00 “YO—1 ym 十 oo 蜡 


结论 a) 获 证 . 


b) 为 证 关系 式 lim(1+ zs 二 e 也 使 用 第 三 章 的 定理 6. 置 x = -. 得 


1 
y 


e = lim (CES jipa fl 十 1 
一 一 一 了 1 到。 
型 于 下 一 条 


+o 


c) 由 于 当 z 一 0 时 
(I 十 2) = emte) -+ 已， 


所 以 , 从 函数 y= er 的 连续 性 和 单调 性 推出 ， 


Lim ln(1 + x) 


T—( TT 


d) 再 次 使 用 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 , 管 


= 1. 


gz) 二 er 一 1 一 当 x 一 0 了 时， 
fy) 一 2 于 共 1 当 y 一 0 时 


此 外 并 置 f(0) = 1. 那么 有 当 一 0 时 . f(g(z) = 一 一 一 1 由 此 推出 结论 d)，* 


eC—1l 


命题 5 lim 一 = 1 
天 一 由 六 


对 于 0<z< 了 考察 单位 圆 的 长 为 x 的 弧 所 对 的 扇形 , 以 及 两 个 三 角形 , 其 中 
一 个 内 接 于 此 局 形 , 而 第 二 个 是 包含 此 裔 形 , 与 扇形 有 公共 角 以 及 有 公共 的 位 于 横 
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轴 上 的 边 的 直角 三 角形 . 比较 这 些 图 形 的 面积 就 知道 sin 3 二 < 5 < tan 30 由 此 得 


到 cosx < 2 < 1. 此 不 等 式 是 关于 惕 函数 的 ， 所 以 对 于 0<Ir| < = 成 立 由 于 
cosz 是 连续 戎 数 , 所 以 根据 在 不 等 式 中 取 极限 的 定理 ， 


. dinz 
lim 


0 站 


我 们 来 考察 计算 极限 的 例子 . 
例 1. jm t+ 2) —1 一 
于 一作 加 


一 1， 二 


人 1 十 Zi< 一 1 ecimti+z) 一 1 eto 一 1 1+ar+o(r)—1 


4 学 T 也 
< ea+al 一 ea 当 z 一 0 时 . 


这 个 方法 叫 作 是 无 穷 小 函数 的 等 价 代 换 
9 lim 工 一 cosY _ 一 二 . 
还 一 习 LT2 ; 


-下 工 > 1 

1 eosz 2sin 5 2(3+o(2)) 3+) 1 
x x 2 Tz 2 

同样 地 : 
0+r)e=1+oart+or) 当 r— 0 

1 = 

2) cos 了 一】 一 aT t+oT) 当 z m0; 
, 由 3 - 也 Ti 一 Ez 


no 
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定义 3 函数 f(z) 称 作 是 在 集合 4 上 连续 的 , 如 果 它 在 任何 一 点 ze 4 处 者 
连续 ， 

如 果 并 非 集合 4 的 每 点 都 连同 它 的 一 个 邻 域 一 道 含 于 4 中 , 则 此 定义 要 稍 加 
收 改 ， 

定 凡 3 函数 f(z) 称 作 是 在 闭 区 间 [a, 可 上 连续 的 ， 如 果 它 在 每 个 满足 条 件 
a < zo < 的 点 zo 处 都 连续 , 在 点 a 右 连续 且 在 点 五 处 左 连续 . 

定 半 4 生 函数 f(zx) 在 集合 点 上 称 必 是 : 

a) 非 减 的 (让 | 在 4), 车 对 于 一 切 a,be ha<b 有 


fla) & ftD); 
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b) 非 增 的 (f | 在 加, 若 对 于 一 切 a,be A,a<5B 有 
fo) > f(D); 

c) 严格] 增 的 (f 11), 车 对 于 一 切 a,be 4,a<b 有 
Fla) < FD); 

dj {严格} 减 的 (Ff |4), 车 对 于 一 切 a,be 4,a<b 有 
Fi > f(b). 


若 函 数 flx) 在 4 上 非 减 , 或 非 增 , 或 增 , 或 减 , 则 说 它 是 4 上 的 单调 函数 . 
定义 5 车 汪 数 Flz] 在 自己 的 定义 域 中 不 在 点 zo 连续 , 则 它 叫 作 是 在 点 zo 处 
闻 断 的 . 点 zo 四 人 必 是 Pr] 的 间断 点 . 


定 光 6 点 zo 称 作 是 函数 f(z) 的 第 一 类 间 源 点 ， 如 有 果 存 在 有 限 的 械 限 
lim ,f() 和 slim _f(2). 在 相反 的 情形 ， 阴 数 f(x) 的 间断 点 叫 必 是 第 二 类 间 
断 点 . 


例 1. y= {2} 在 整 点 处 发 生 第 一 类 间 电 . 
2.y = sin 在 点 zo = 0 处 发 生 第 二 类 间断 【考虑 两 个 数列 : zu = 二 ,ye = 


1 
: 
3 tn 


定义 了 在 点 zo 处 的 第 一 类 闻 断 称 为 是 可 去 的 ， 如 果 存 在 lim f(x) = 而 
1 # f(z0). 

如 果 重 新 定义 (或 也 可 能 要 补充 定义 ) f(z) 在 z= zwo 的 值 为 f(x0) = dnf (x), 
则 此 间断 即 被 去 除 . 若 函数 f(z) 并 不 曾 在 x = zo 处 定义 而 当 = 一 zo 时 六 ay 一 上 
删 也 说 发 生 可 去 间断 . 在 相反 的 情形 下 , 第 一 类 间断 叫 作 是 不 可 去 的 . 


定理 1 (关于 闭 区 间 上 的 单调 函数 的 间断 点 ) 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [@, 引 上 单 
调 , 那么 , 它 在 此 区 间 内 只 可 能 发 生 第 一 类 间断 . 而 且 , 对 于 一 切 zo e je, 引 有 


lim jz) 一 inf f(s}=l, lm f{(2)= sup fl(r)=l, l2 & f(ro) &h, 
T+T0 二 和 六 亚 站 0 一 尘世 光 


如 果 f(x) 不 减 , 而 著 逊 玫 f(z) 不 增 , 则 


lim f(z)}= sup f(%)=, lim f(x)= ipf f(x)=i2, < f(r0) < i. 
+ 十 Teo 并 一 0 一 be 
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> ” 仅 考 察 函 数 f(z) 在 [a, 引 上 不 碱 (f + ) 这 一 种 情况 .其 他 情形 可 类 似 地 考察 ， 
在 这 种 情况 下 来 证 明定 理 . 我 们 有 


im f(x) = nf fr) =. 


于 区 0 中 
类 但 地 可 得 
lim f(r) 一 Sup fr) = Lo. 
由 于 五 是 函 数 ftz) 当 w > mm 时 的 值 的 集合 的 下 确 界 , 所 以 : 
1 YX0 fr}; 
2) Ye > 0 3rl > zl 使 得 f(x1) < 十 s. 
根据 f(x) 是 一 个 非 增 沙 数 , 我 们 有 


Vr: ro EST f(r) +e, 


因此 ,上 = slim fe). 还 有 , 数 f(zo) 是 ffz) 当 zw > zo 时 的 下 界 , 因此 f(x0) 所 五 ， 
类 似 地 ， f(xo0) 袜 12. 因此 1 所 fro) 二 
定理 2 (单调 函数 的 连续 性 准则 ) 证 函数 ffz) 定义 在 闭 区 间 [e, 划 上 并 且 单 调 . 
那么 , 为 使 它 在 此 闭 区 间 上 连续 , 必要 且 充 分 的 是 对 于 任意 的 Te [f(a), Fa 存在 点 
zo [9,9 使 得 f(x0) 一 工 
”> ”我 们 仅 考 察 在 闭 区 间 上 的 非 减 函数 f(z) 的 情形 . 
必要 性 ” 任 取 一 数 1 E [f(a), f(b)]. 考察 使 f(x) Z 1 的 点 z 的 集合 六 = {x} CC 
[如 并 令 ro = inf 半 . 那么 , 由 于 f(z) 是 一 个 非 减 是 数 , 有 


slim, f(z) = sibf fe) 二 入室 上 
当 zz < zxo( 如 果 zo 对 a 的 话 ), flx) < 4 由 此 
lim_ f(z)=i2 1, 


B12 Ll. 

如 果 范 数 f{z) 在 [ 吕 , 上 连续 , 则 它 在 点 zo 处 连续 , 即 fs = i = f(xo). 因此 
i= = = f(r0). 

而 若 2 二 6 赠 fo) gh. 那么 从 Flz) 在 点 处 的 石 连续 性 推出 f[&) 王 ， 
这 表明 ! = f(a) = 有 

充分 性 反 证 . 设 画 数 f(x) 在 点 zo 处 发 生 间断 , 且 F(z) 在 [@, 避 上 不 碱 . 那 
从 , 对 于 值 i; = Im (zj 一 slim f(z) 成 立 不 等 式 P < 中 3 f(rvo) 所 六 

取 ie (zi) 且 1 关 flzo). 我 们 有 : 


I> fr Br <ro, Ti< Fr 当 了 >zo tfr) r= 0. 
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这 说 明 , 涌 数 在 la, 身上 不 取 值 i. 从 而 得 到 了 矛盾， 有 4 


定理 3 (关于 反 函 数 ) 设 函 数 y= f(x) 在 闭 区 间 [a,8] 上 严格 增 且 连续 , 那么 
存在 定义 在 [f(a), f(bW] 上 的 严格 增 且 和 过半 的 函数 工 = 二 gl), 使 得 g{ff(z)) = Zz, 也 就 
是 说 g 一 f-1. 
> 1. 映射 :四 可 一 [al fg 是 单 射 , 其 中 [a,9= 卫 [f(a), (0)] = 五 , 即 , 了 是 
能 入, 换 名 话说, 对 于 任何 点 x1 关 x2 有 不 等 式 f(x1) # f(z2). 

2. 映射 了 是 满 射 ， 即 覆 盖 . 此 事 之 真确 是 根据 定理 2， 它 断言 对 于 尾 何 ! < 
[fo), 了 (Db)], 存在 zo E 区 站 使 f(zo) = 1 因此 ,f 是 双 射 , 即 了 建立 了 五 和 五 
之 间 移 一 个 双方 单 值 对 应 . 那么 , 存在 首 映 射 9, 妈 反 陋 数 > = gy). 

1) 这 个 明 数 9 是 单调 增 的 ,因为 若 刀 < 如; 则 gtiy) = Zz1,9(y2) 二 x2, 并 且 
Fv) 二 久生 f(xs) = je. 出 此 可 见 ri < zo, 因为 f{x) 单调 增 . 

2) 这 个 芽 数 gly) 取 遍 [a,9 的 一 切 值 , 因为 对 于 每 个 ze [a 可, 存在 yy 使 g( = 
z, 且 此 3 就 是 数 fx). 由 外 ,根据 定理 2 知 阴 数 gly) 在 闭 区 间 J 上 连续 4 

使 用 上 面 证 明 的 关于 单调 函数 的 定理 , 我 们 重新 转 来 研究 初等 函数 . 首先 , 我 们 
注意 到 , 对 于 自然 数 mm， 羡 数 f(x) 一 2 一 El 是 连 急 的 且 当 x > 0 时 是 严格 


mm 次 
增 的 . 


实际 上 , 如 果 a > > 0, 那么 
和 > a lo» a ?202 > 


而 函数 f(z) = xz™ 的 连续 性 从 它 是 m 个 形 如 y = z 的 连续 果 数 和 的 乘积 这 一 事实 
推出 . 

根据 定理 3, 对 于 一 切 x > 0, 此 丽 数 存在 反 函 数 gzj, 它 也 是 连续 上 且 严 格 增 的 ， 
对 于 这 个 函数 , 正 像 从 初等 数学 课程 中 已 知 的 , 使 用 记号 g(x) = 有 7 标记 之 , 且 称 之 
为 开 m 次 方 根 运算 . 现 固 定 x > 0 和 白 然 数 m, 来 考察 数 yy = zz = 有 2 那么 
yx 由 此 得 到 (gn) zm 和 gy? =z, 即 (WI? 一 Wx?. 这 
表明 , 开 整 数 阶 方 根 与 整数 阶 匀 寡 的 运算 可 交换 次 序 , 且 对 于 数 z 可 使 用 形 如 > = 4 营 
和 zz 一 3 人 多 记号 ， 

现 设 > = 5 和 ri = 加 是 有 理 数 ,其 中 c,al 是 整数 而 b,b 是 自然 数 ， 置 
d =I 三, 我们 有 


虹 各 ] 十 心 ] 5 
xT’ Tl 一 do de 一 deti+tob 一 人 二 Tt 


类 似 地 得 到 


(zx) 一 [ceia 过 一 deal = Tt 一 pl. 


因 冰 , 对 于 固定 的 数 x 的 有 理 数 次 大 成 立 着 与 它 的 整数 次 窜 同 样 的 隐 数 关系 式 . 
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往 下 , 使 用 前 面 的 记号 , 设 r >m 且 zz>1 那么 ,d > Lab > op 有 目 doh > 
dr 71， 

因此 , 对 于 x > 1, 当 有 理 数 + 增加 时 , sr 的 值 随 之 增 吉 , 往 下 设 x = e. 先前 已 
对 任意 的 自然 数 5 得 到 不 等 式 


1 b ( 1) 
(1+5) 区 工 十 瑟 。 


1 
et <1+i <et. 


由 此 推出 


经 明显 的 变换 之 后 , 得 到 


1 
er <1+3 = e Hil. 


下 面 , 设 |r|<1 且 r= =. 那么 Im| < n. 使 用 伯 努 利 不 等 式 , 我 们 求 得 不 等 式 


(et >1+ 加 |， en =er 这 1 十 7 
由 此 , 在 0<r<1 的 情况 下 我 们 得 到 
一 入 T 1 了 
e >1—r,e <T r= 1+1 or 


现 设 a 是 无 理 数 且 有 理 数 r， 和 ra 满足 不 等 式 < oa < rz. 那么 ,如果 {71} 是 由 
条 件 ri < a 确定 的 一 切 有 理 数 ri 的 集合 , 那么 对 应 于 此 集合 的 数 集 Mi = {e"} 以 
数 er 为 土 界 . 因此 , 存在 数 yy = sup {e™}. 根据 对 于 集合 M2 = {e”*} 的 类 似 的 考 
庶 , 知 存在 数 42 = inf {e™*}. 

我 们 来 证 明 , 其 实 成 立 等 式 mn = 2. 为 此 , 首先 注意 每 个 数 er 都 是 集合 MM 的 
上 界 , 同时 是 此 集合 的 土 确 界 . 因此 , 对 于 任何 4 > a 都 成 立 不 等 式 yi < er? 
这 表明 , ” 是 集合 jo 的 下 界 . 但 因 六 是 此 集合 的 下 确 界 , 所 以 六 忒 入， 

现 选 择 满足 条 件 


[lal < <a<ra < a+i 
的 某 些 值 > 和 ro. 那么 成 立 不 等 式 


er ny er geet 
To 一 TL 
1— (rs 一 nn) 
但 由 于 数 "2 一 了 1 是 固定 的 ， 而 数 2 一 放生 昌 可 以 任意 小 {例如 ， 作为 fr1 和 rz 本 以 
选取 数 a 的 任意 的 过 剩 的 和 不 足 的 舍 人 值 生 ), 所 以 和 yo 一 4 = 0, 即 y= yz. 把 指出 


叶 舍 入 值 已 在 第 一 章 83 定 广 17 中 定义 , 车 7r 是 a 的 sw 位 不 足 低估 值 , 则 rr 十 10-" 叫 作 e 的 


OS Re 一 er 一 eri 【era 一 mm _ 1) 二 elo+1 
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的 量 % = 2 =? 了 取 作 寡 ea 的 值 , 也 就 是 说 , 作为 定义 , 令 == 7 = ea. 这 样 
我 们 就 对 一 切实 数值 x 定义 了 函数 yy = e”， 

刹 下 的 事 是 证 明 这 个 函数 是 严格 增 的 , 且 满 足 形 如 erieza = e+ 的 畏 数 方程 . 

首先 应 该 指出 , 由 定义 推出 , 若 ri < a < ro, 其 中 7 和 mm 是 有 理 数 , 则 er < 
ea < em， 那样 的 话 , 若 a < 8B, 则 在 开 区 间 (ta, 后 中 存在 有 理 数 ra, 使 得 木 等 式 
ea < ers < 之 ef 成 立 . 

这 样 一 来 , 函数 y = e” 的 严格 单调 性 就 建立 起 来 了 . 现 设 jy = a + B. 我 们 注意 
到 , 如 果 4 是 有 理 数 , 则 在 这 种 情况 下 对 于 有 理 数 ” 和 re 有 


ER 一 sup er = inf e'?. 
Fl 所 此 2 六 下 


这 个 等 式 的 证 明 本 和 质 上 是 重复 上 面 已 对 无 理 数 js 进行 过 的 讨论 . 
现在 把 有 理 数 ” 表示 成 i = ri 二 rr 其 中 < a,r? < PB 而 数 ro。 表示 成 
ra 二 区 二 玉 其 中 1 二 a, 咏 二 BB. 于 么 将 有 


E Ei 1 -Fr 
ert 一 Err < eee8 < eratry = er ert < 6 < er. 


由 此 推出 

ho=ler— eed| < er — en. 
然而 先前 已 然 证 明 , 该 不 等 式 对 于 一 切 满 足 条 忻 ri < 上 < rw 的 有 理 数 r+， 和 rs 都 成 
立 , 紧 跟 着 就 推出 及 二 0. 换言之 , 这 就 表明 


et 一 es+8 一 eaep， 


由 此 , 先前 在 整个 实数 轴 上 定义 的 函数 y = e? 的 全 部 所 需 的 性 质 都 已 完全 获得 证 实 ， 

那么 , 对 于 把 实数 轴 了 及 喘 成 射线 (0, +eo)y 的 图 数 fz) = er, 存在 反 录 数 gfz) ， 
它 把 射线 (0, 十 oo) 册 成 全 实数 轴 . 这 个 涌 数 叫 作 自 然 对 数 , 并 记 作 : g(x) = Inz. 它 
是 处 处 连续 的 , 严格 增 且 满足 条 忻 : x = em*. 由 此 , 我 们 有 


enta 切 = zy = elnzelng 一 einz 二 ng 


因此 成 立 等 式 
Intzy) = Inr+lny. 

这 就 确立 了 函数 y = Inx 的 基本 性 质 . 

我 们 来 考察 幕 困 数 y = z*, 其 中 xz > 0. 对 于 有 理 数 值 a, 其 性 质 已 然 在 定 必 指 
数 函 数 时 描述 过 了 . 而 若 a 是 无 理 数 , 则 此 序数 可 由 等 式 ze = e*in* 来 定义 . 此 时 ， 
它 的 一 切 初 等 性 质 都 从 指数 函数 和 对 数 函 数 的 已 经 考察 过 的 性 质 推出 . 

这 里 , 再 次 适时 地 强调 指出 , 在 课程 的 本 部 分 不 讨论 三 角 函 数 的 性 质 的 严格 理 
论 依 据 . 

我 们 来 考察 几 个 应 用 上 面 所 证 明 的 定理 的 例子 ， 


四 ， 闭 区 间 上 的 连续 孙 数 的 一 般 性 括 和， 


例 1. 郴 数 y = arcsinmy =arccosry 二 tctanz 在 它们 的 整个 定义 域 上 是 连 
续 的 . 这 个 论断 是 上 面 所 讶 的 定理 的 直接 结果 . 


2. 存在 唑 一 的 函数 = z()(--co <g < o0) 满足 开 普 勒 方程 
-esinr=y (WO<e<l). 


实际 上 : 
1) 函数 捧 全 ) 单调 增 , 因为 对 于 zi > ze 


Yi — Ye = Ti — Ta — efin v1 — Sin to) 
:下 一 江 交 1 十 学 
= Hl1 CO— Ta -2 C8 2 


1— Ta 不 1 十 下 
co8 二 一 2 


， ” 亚 六 1 一 出 2 
25 831 a 一 一 二 


= E(x1 一 Fa), 


Vy 之 (1— eri— x)>0; 


2) y(z) = 工 一 eginz 是 连续 晒 数 . 
根据 定理 3, 由 此 推出 , 在 任意 的 区 间 a <y <5 上 大 在 唯一 的 连续 函数 xz(y) 满足 开 
普 蔓 方 虱 . 
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85， 闭 区 间 上 的 连续 范 数 的 一 般 性 质 


定理 4 (关于 阔 数 之 取 零 值 ) 设 函 数 f(z) 在 [日 上 定义 且 连 续 , 而 且 在 此 闭 
区 冶 的 端点 至 异 号 的 值 , 即 fa 一 0 那么 存在 ce (a 了) 使 得 jf(c) 一 0 


”使 用 波 尔 查 诺 的 方法 . 以 中 点 z1 = “上 土 ” 等 分 区 间 万 = [a 机. 著 f(z1) =0, 则 
已 证 完 . 车 不 然 , 则 f(z1) 或 与 f(a) 异 导 或 与 (6) 异 号 . 用 九 代表 两 区 间 [a,z1] 和 
[xz1; 问 之 中 那个 在 其 端点 处 f(x) 取 蛋 号 的 值 的 区 间 . 现在 用 五 的 中 点 zz 等 分 五 ， 
并 取 其 中 一 个 为 五 使 在 其 两 端 f(x) 取 异 号 的 值 . 继续 下 去 就 得 到 一 个 嵌 套 闭 区 间 
列 帮 2 厂矿 了.…… 这 是 一 个 收缩 闭 区 间 列 , 因为 及 的 长 度 瑟 = 中 当 交 -oo 
时 趋 于 零 ， 设 wy， 是 这 些 闭 区 间 的 公共 点 . 那么 , 若 及 = [awsbl, 则 省 一 oo 时 
on 一 20 且 和 一 40， 于 是 ， 当 n 一 oc0 了 时 


flan} = Flxo) 且 f(bn) 一 了 co) 
由 于 f(an)f(bn) < 0 所 以 lm f(an)f(bn) = f(z0) 0. 因此 , f(z0) 一 0 本 
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定理 5 (关于 连续 函数 的 中 说 值 ) 设 函 数 f(z) 在 [a, 趾 上 连续 , f(a) = oo 天 加 
二 6B, 并 设 c 是 任意 一 个 满足 下 面条 件 的 数 : 
ascgp, 若 ag8, 
bseceso, 车 pagea. 
那么 存在 点 xo E [a, 四 使 得 f(x0) = 
”考察 函数 g(z) = f(z) -ec 车 g(a) 或 gl 外 等 于 0 则 zo 一 a 或 zo = 4. 而 车 


gfalg 人 BO 关 0, 则 gla) 与 g(5) 取 异 导 的 值 . 根据 定理 4, 存在 点 mo e [a; 昌 使 gfxw0) = 0， 
由 此 f(x0) = ec。 吉 


定理 6 {关于 连续 函数 的 有 界 性 ) 在 fa, 是 .上述 续 的 函 歼 在 此 闭 区 间 上 有 界 . 


* ”用 波 尔 查 诺 的 方法 进行 证 明 , 假设 相反 , 即 设 前 数 f(z) 无 界 . 那么 以 中 点 划分 
闭 区 间 力 = a, 日. 取 f(x) 在 其 上 无 界 的 那 半 个 闭 区 间 为 厂 . 再 以 中 点 划分 五 且 
取 f(x) 在 其 上 无 界 的 那 半 个 周 区 间 为 J2. 我 们 有 


本 
得 到 一 个 收缩 闭 区 间 列 . 设 xo 是 这 些 闭 区 间 的 公共 点 , 在 xo 处 画 数 ffz) 连续 . 取 
点 zo 的 邻 域 5(1), 使 在 5(1) 上 |f(z) 一 f(zo)| < 1 那么 
(f(a) = {Fm} — flron + Fro) s& FF) ~ flo) + Hf (zo) < 1+ |f (ro)l, 


于 是 函数 f(z) 在 点 xo 的 5{1) 邻 域 上 有 界 ， 由 于 #5(1) > 0, 所 以 只 要 到 的 长 度 


6 = < 二 < < 5(D, 思 就 整个 含 在 此 邻 域 中 , 而 那 时 f(z) 就 得 在 闭 区 同 J 上 有 界 ， 
这 与 的 构 作 相 芭 盾 ，< 


定理 7 (关于 连续 沙 数 之 达到 上 确 界 和 下 确 界 ) 闲 区 间 上 的 连续 函数 达到 上 确 
界 和 下 确 界 ,中 


3zi & la, 是 使 得 Sop fr) = f(r1), 
于 庆 | 生 ， 
3ze E [@, 可 性 得 sy ft{r) 一 flra). 


我 们 仅 对 sup f(x) 证 明定 理 , 天 为 对 于 inf f(x) 的 情形 可 以 考虑 孙 数 f(x) = 
—f (zx). 
ie ”用 反 证 法 . 设 4 = sup 了 lz), 而 对 于 一 切 ze [a 是 A ftwY. 那么 ,对 于 任意 的 
z, 总 > 了 [T). 那样 的 话 ,4 一 fr) 是 连续 转 数 且 对 于 一 切 x ela,9,A4 一 了 f(x)>0. 
因此 , 函数 g(x) = 本 A ) 则 样 连 续 . 那么 根据 定理 6, 苑 数 g{x) 有 界 . 而 这 
表明 , 存在 B > 0 使 得 


1 
ATF <? 


864。 一 致 连续 的 概 委 :95 - 


由 此 ， | 1 
A f(r)> 请; f(T) 之 太 — 吝 : 


即 数 4 一 到 是 上 界 , 而 它 比 4 小 . 但 这 与 4 是 最 小 上 界 矛 盾 ， 4 
因为 闭 区 间 上 的 连续 畏 数 ffz) 达到 上 确 界 和 下 确 界 , 所 以 4 = sup Flz] 叫 作 
f(z) 的 最 大 值 , 而 B = inf f{z) 叫 作 f(z) 的 最 小 值 , 并 记 


A Bef) B=- 


例 设 耳 数 f(x) 在 闭 区 间 ia,8] 上 连续 , 并 设 4 <z 过 2 之 … 之 wn 二 5b. 屠 么 
存在 & €& [a, 引 使 得 成 立 等 式 


/的 一 了 Ge 十 Tea 十 二 fen)， 


实际 上 ， 设 mm 一 min( flr1), f(T2),- " ,Fn M 一 max( {x1), f(r2),- "+ 
fxn)). 那么 1 ， 
me (Fr) + Fra) tit fzn) = A M. 
因此 , 和 根据 关于 连续 函数 的 中 间 值 的 定理 5, 闭 区 间 [m, M1 属于 函数 f(x) 的 值 域 . 
于 是 存在 点 £ & [w, 下 使 得 FE) = 4. 这 就 是 所 求 的 点 . 
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$6. 一 致 连续 的 概念 


我 们 写 出 给 定 在 集合 X 上 且 在 点 zo < 蔷 处 连续 的 函数 的 定义 : 对 于 任意 的 
s > 0, 存在 这 样 的 5 = 6(e) > 0, 使 得 对 于 一 切 x e X 只 要 lz - zol < 6 就 有 
|f (2) — flzo)| < < 

一 般 说 来 , 对 于 固定 的 s > 0, 在 每 点 zo 处 有 自己 的 ble) 的 值 , 也 就 是 说 , 5fe) 
与 wo 有 关 . 此 事 可 用 记号 写成 : 5(e) = 5l(s, zo). 

如 来 是 这 样 , 对 于 任意 的 > 0 和 任何 点 zo & XX, 量 5(e) 与 wo 无 关 , 那么 函数 
f(z) 叫 作 是 在 集合 下 上 一 致 连续 的 . 

我 们 以 等 价 的 形式 更 明白 地 写 出 这 个 定义 . 


定 光 8 函数 ffz) 叫 作 是 在 天 上 一 臻 连续 的 ,如果 ve > 0,36 一 5(s) > 0, 使 得 


Yr T2 EX: Nr To < 6 fr) ~ f(r2)| < e. 
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定理 8 ( 海 涅 -- 康 托 尔 定理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 一 致 连续 ， 
= 前 反 证 法 来 证 . 设 消 数 f(z) 在 [a, 相 上 连续 但 不 一 致 连续 . 那么 


de >Ov 0: EX: BI<6 HB |fto) fms, 
考察 数列 5 = 65 = 二. 那么 对 应 于 每 个 n 有 一 对 点 an 使 得 


lan = Bnl < 二 Mon) — (Bn)| > 6 


数列 {an} 和 {B。j 都 是 有 界 侈 . 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 从 on 中 可 
取出 收 敏 的 子 列 {anc}. 那么 当天 一 oo 时 am 一 zoE 王 = 加 中. 还 有 


1 
[ony — ,| ~ Rx 


因此 ,= on 一 Br。 是 无 穷 小 数列 , 于 是 当天 一 oo 时 所, 一 zo. 那 妈 当 尼 一 o0 
时 ,yx = f (ans) 一 ro) 天 = 并 Bo 天 ro 其 而 当天 一 oo 时 , ti = [yk 28| = 0, 
但 这 与 妈 = fy 一 zx| 人 = 相 了 矛盾, 因为 在 这 个 不 等 式 中 令 让 一 oo 取 极 限 就 得 到 
0 之 =, 这 是 不 可 能 的 ， 4 

康 托 尔 定理 对 于 不 必 是 闭 区 间 的 集合 苹 可 类 似 地 证 明 , 只 要 集合 式 是 有 界 的 
且 会 有 其 一 切 极限 入 ， 


87， 闭 集 和 开 集 的 性 质 . 紧 致 性 . 紧 致 集 上 的 连续 函数 


定 9 点 集 (在 实 直线 上 ) 叫 作 是 闭 的 , 如 果 它 含有 自己 的 一 切 楼 限 点 ， 


我 们 记得 , zo 是 集合 4 的 极限 点 , 邵 果 在 点 zo 的 任何 邻 域 中 都 存在 集合 4 的 
无 限 多 个 点 {点 xo 自己 可 以 属于 也 可 以 不 属于 A4). 


定义 10 全 合 叫 作 是 开 的 ,如果 它 的 每 点 都 含 在 该 点 的 一 企 全 由 此 集合 的 点 组 
成 的 6 邻 域 内 . 


例 开 区 间 是 开 集 而 闭 区 间 是 闭 集 . 
定义 11 有 界 闭 集 (在 实 直线 上 ) 叫 作 是 紧 臻 的. 


命题 6 a) 若 44 是 闭 集 则 Al 一 了 及 \A 是 开 集 . 
bi 若 旦 开 , 则 Bi 二 有 R\B 闭 ， 
Pp ”a) 用 反 证 法 . 车 存在 a es 41,a 的 任何 邻 域 都 不 全 由 41 的 点 组 成 , 那么 在 点 a 


的 任何 邻 域 中 都 至 少 含有 4 的 一 个 异 于 a 的 点 , 从 而 含有 4 的 无 限 多 个 点 . 于 是 
点 a 是 集合 4 的 极限 点 , 从 而 根据 4 的 闭 性 , a E 4. 但 是 a € 41. 发 生 了 矛盾 . 


87， 闭 集 和 和 天 和 售 的 性 质 ， 紧 致 性 紧 致 梨 上 的 连续 函数 . 77 . 


b) 设 8 是 Bi 的 极限 点 而 8 < B. 则 在 其 任何 邻 域 中 丝 合 Bi 的 点 .此 事 与 对 
于 集合 B 的 任何 一 点 恬 有 人 奴 由 集合 B 的 一 些 点 组 成 的 邻 域 这 一 事实 相 闻 盾 . 这 表 
明 8 #¢ B, 即 Be Bi. 因此 Bi 闭 . 有 4 

命题 7 a) 开 集 的 任意 并 仍 是 开 集 ,和 开 集 的 有 限 变 还 是 开 焦 . 

b) 闭 集 的 任意 交 是 闭 集 , 闭 集 的 有 限 并 是 闭 集 . 


w 设 ge [jho,Aa 开 . 则 存在 号 码 ao 使 aE 4, 于 是 存在 点 a 的 5 令 域 整个 属 
于 4 记 之 为 05(a). 那么 Osla) c La 因此 则 4 开 . 


现 设 ae Ax. 则 305 (a) C Amvm. 于 是 对 于 5 = min{1,… ,如 ) 有 
=1 


Osla} = [| Os la) c {| Ax. 
此 一 太 二 1 
这 样 一 来 , 断言 &) 获得 证 实 . 而 断言 by 由 断言 a] 推出 ， 用 
定 凡 12 设 给 定 集合 4 和 集合 族 {BB}. 说 {Bl 是 4 的 宁 盖 ,如果 对 于 任何 
QE A, 都 存在 Be {8} 使 得 ce B. 
下 述 命 题 常 被 作为 紧 致 性 的 定义 . 


命题 8 ( 博 雷 尔 引 理 ) 从 紧 致 集 的 任何 由 开 集 作成 的 烙 盖 中 都 可 以 选 出 有 限 的 
子 履 盖 . 


p ”用 反 证 法 . 设 4 是 紧 致 集 , 则 存在 闭 区 间 万 使 得 A c .no( 由 于 4 有 界 ) 借助 于 
使 用 中 点 分 划 闭 区 间 的 方法 构 作 一 组 收缩 闭 区 间 矿 祖 五 … DD 机 ''', 且 有 这 
样 的 性 质 ; 对 于 任何 及 集合 4 门 .了 都 不 被 有 限 覆 六 . 设 zo 是 这 些 闭 区 间 的 公共 反 . 

由 于 坟 门 4 不 被 有 限 覆盖 ,所 以 在 每 个 闭 区 间 .及 中 都 合 4 的 点 ， 这 表明 
zo € A, 因为 4 是 闭 的 . 集 4 的 任何 一 点 都 被 集 族 {5} 覆盖 , 那么 存在 集合 B, 使 
zo E B. 进而 , 存在 号 码 ,使 得 A C B, 这 是 因为 五 的 长 度 一 0, 而 集 B 开 . 这 样 
一 来 , B 就 禾 盖 了 玉 , 从 而 4 门 .和 被 有 限 覆 证. 发 生 夏 盾 .4 


定理 9 ( 海 涅 - 康 托 尔 定 理 的 推广 ) 紧 集 上 的 连续 也 数 在 此 集 上 一 致 连续， 


» ” 任 取 = > 0 并 固定 之 , 把 每 个 点 zo € K 包 上 一 个 半径 为 5 = 6 (5,20) 的 
5 邻 域 , 其 中 5(5,xo) = 5 由 如 下 条 件 来 决定 : 对 于 任意 的 满足 条 件 jz ~ zo < 6 
的 x € K, 有 |f(x) - f(zo)| < 5 每 个 这 样 的 8 邻 域 都 是 开 集 ， 根据 博 雷 尔 引 理 ， 
我 们 选 出 KK 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 设 它 由 开 区 间 石 ,… ,有 组 成 , 这 些 开 区 间 分 别 有 
长 度 而 ,不 以 及 中 心 gi,… ,og 置 le) = min( 有 有 ,… ,6k). 现在 , 如 果 点 zl 和 
za 满足 |z1 -zol < 5(2), 那么 对 于 某 ae = as, 点 Tl 属于 a 的 35 (514) 邻 域 , 即 
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zi -ol< 56(5,0). 然而 i(e) < 36 (5,4), 因此 
|za —a|l= lzs 一 31) 十 [zi -ol om rit+ lz om al < 6 (3.0)- 
由 此 ,f(z2) 一 f(a)| < 5. 但 由 于 f(y) ~ f(a)| < 三 所 以 


(一 za = [F710) — Fla) + (fla) — F(z2))| 
|f(r) — fo)|+ f(r2) — fa)| < a. 
这 就 表明 , f(x) 在 KK 上 一 致 连续 .4 
例 1. 次 数 y= Wz 当 z > 1 时 一 致 连续. 实际 上 , 对 于 任意 的 zi, za > 1, 有 不 
等 式 


Wi- Vi= -让 < < (<$ =e). 


由 此 得 知 , 对 于 任意 的 s > 0, 对 于 5=2e 
YR ro E (oo) :| — ro <#= VI via| < e. 


2. 应 数 y = zx? 在 及 上 不 是 一 致 连续 的 , 因为 对 于 < = + 成立 对 于 差 y (n + 3 一 
y{m) 的 不 等 式 


(n+ 四 = (n+ n2 二 2 十 二 >1=& 
和 nn Vy 一 1 一 nz 一 


它 对 于 一 切 自然 数 n 成 立 . 这 表明 不 存在 数 5(1) > 0, 使 得 对 于 任何 两 个 位 于 小 于 
6{1) 的 距离 之 内 的 两 点 其 函数 值 之 差 的 模 都 小 于 1. 


为 了 完整 起 见 , 我 们 引入 关于 函数 在 集合 4 上 不 是 一 致 连续 的 这 一 性 质 的 正面 
叙述 . 

定义 13 通 教 ffz) 在 集合 4 上 不 是 一 致 连续 的 ,如 果 可 以 指出 这 样 的 = > 0， 
使 得 对 于 性 何 5>0 都 存在 点 四 一 of E4 和 om 一 aa 人 EL 满足 条 件 |al -as| < 
5, 但 趣 使 | ffal] 一 Pao]| 袜 <- 


注 1. 在 该 定义 中 , 代替 一 切 5 > 0, 只 限于 形 如 5 二 5% 二 = 的 数 就 够 了 . 
2. 函数 在 某 点 zo 处 的 连续 性 , 候 定 了 函数 f(x) 在 该 点 的 某 5 邻 城中 已 定 义 .上面 证 明了 的 
定理 9 在 某 种 更 --- 般 的 情形 下 成 立 . 我 们 来 引 人 相 应 的 定义 . 


定义 14 定义 在 集合 4 上 的 函数 ffz) 叫 作 是 在 点 zo 处 相对 于 集合 4 连续 
的 , 如 果 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 5 一 le) >0 使 得 对 于 一 切 满 足 条 件 lz 一 zol <5 的 
z E A 成立 不 等 式 f(z) 一 f(zo)| < 


$7. 闭 集 和 并 和 集 的 性 质 , 紧 致 性 . 闯 致 集 上 的 连续 函数 ‘79. 


考虑 到 前 面 所 作 的 注 记 , 该 连续 性 定义 可 以 通过 函数 沿 某 个 基 的 极限 来 写 出 . 
在 证 明定 理 9 时 所 做 的 讨论 , 当 把 挟 数 在 一 点 处 连 钱 的 条 件 拨 上述 关于 集合 4 
连续 的 定义 加 以 更 改 时 , 完全 保持 成 立 , 只 要 集合 A = KK 是 紧 致 的 . 
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8$1.， 函数 的 增 量 . 函数 的 微分 和 导数 


函数 f(z) 在 点 z = 吕 处 连续 这 一 性 质 等 价 于 差 alx) = f(z} 一 fla) 当 x 一 a 
时 是 无 穷 小 量 . 换言之 , 这 就 是 说 


大 划一 天上 afz)， 


其 中 alz) 当 xz 一 a 时 是 无 穷 小 景 ， 
于 是 , 对 于 任何 在 点 zz=a 处 连续 的 函数 考察 表达 式 ( 即 公式 ) 


cfz) = f(z) 一 fla) 


都 是 有 意义 的 . 

这 个 表达 式 叫 作 f(x) 在 点 x = a 处 的 函数 增 量 , 记 作 alx) = Aflx). 此 记号 也 
对 于 f(xw) 在 点 工 =a 处 不 连续 的 情形 来 使 用 . 

于 是 , 如 果 当 zz 一 aa 时 Affz) 一 0, 则 函数 ffz) 在 点 z = a 处 连续 , 反之 亦 
然 , 对 于 最 简单 的 函数 ffz) = zx, 其 增 量 afz) = x 一 a 叫 作 自 变量 增 量 , 因为 对 于 
f(x) = 2 图 数 flz) 的 值 等 于 自 变 量 的 值 . 此 表达 式 有 个 专门 的 记 导 : afzy = Az. 我 
们 有 , 当 下 一 a 时 Ar 一 0. 


81， 函数 的 增 量 . 沼 数 的 微分 和 导数 * 81- 


自 变量 x 可 以 通过 它 的 增 量 Az 来 表示 , 实际 上 ,mn = a+ (z 一 9) =a+Ar. 因 
此 , 对 于 固定 的 a, 增 量 Affz) 可 以 看 作 是 Ar 的 一 个 函数 , 即 


alzj=Af(zj= f(z) — fla) = Fa+Az)-Fa= BAch 
车 要 强调 指出 , 当 x =a 和 Ax =5 寺 入 f(z) = 4, 则 记 
Abj(mj=4 或 者 Af(x)| so 一 和 4. 
例 车 flz) = x2,7 = 1,Ar 一 2, 则 
Ar’| at = (z+ Az) ”一 Z | a, 一 9 一 1 -8 


现在 我 们 来 更 仔细 地 考察 作为 目 变 量 的 增 量 Az 的 函数 的 增 量 Af(z). 对 于 数 
学 分 析 译 程 结构 非常 重要 的 情形 是 ,AJ(z) 是 无 穷 小 且 与 线性 函数 cAz 等 价 一 一 
其 中 ec 是 某 个 实 的 常数 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 增 量 Alz)] 有 线性 部 分 , 它 叫 作画 
数 f(z) 在 点 z=a 处 的 微分 , 而 函数 f{z) 叫 作 是 在 点 z = a 处 可 微 的 . 
换 句 话说 , 我 们 过 小 到 下 述 定义 , 设 f(z) 在 点 2 = a 的 某 个 5 邻 域 上 定义 . 
定 多 1 线性 函数 gfAm) = caAz 叫 作 是 增 量 Af{T) (或 函数 f(z) 本 身 在 点 
T 一 上 处 ) 的 竹 分 , 如果 
Affzywear Ar 一 0， 
即 
AfIrT) = caz 二 ?AriAr， 


其 中 cE 四 且 当 Ax 一 0 时 (Ar) 一 0. 
函数 ffz) 的 微分 记 作 df(z} 或 简 记 作 必 . 从 定义 推出 


Arm _ 


在。 
起 2 一 0 成 工 


若 此 时 c 半 0, 则 
Af 


可 一 

我 们 发 现 , 陋 数 y{Az) 定义 在 点 xz = a 的 某 个 去 心 邻 域 中 , 水 数 Af(z) 定义 在 
该 点 的 某 个 #8 邻 域 中 , 而 函数 df(z) = cAz 对 于 一 切 x e 及 有 定义. 定义 函数 7(Az] 
使 y{0) = 0, 对 于 我 们 是 方便 的 . 结果 在 我 们 定义 微分 必 (z)] 的 等 式 


1 当 Ar 0. 


Aflx) = Af{r) + ATIAT 


中 , 所 有 的 函数 都 定义 好 了 , 且 都 在 点 Ax = 0 的 某 个 邻 域 中 连续 . 进而 易 见 , Az = 
dx. 
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定义 2 数 o- 全 于 是 作 函 载 f(z) 在 点 5 二 a 处 的 导数 ， 对 于 导数 ,使 用 下 
述 通 用 的 记号 : 邦人 四 
和 
| = DJ 


如 果 df(x}) 存在 , 则 从 定义 1 和 定义 2 出发, 我们 也 可 以 写 出 


c= f(a) = 


天 (四 = lim fx) — fta) 一 ec 
平一 应 中 一 区 
亦 即 
f(z)— fo ~ falr -oa) 当 = 一 a 时 . 


上 面 引 入 的 函数 的 微分 和 导数 的 概念 不 仅 有 深刻 的 分 析 学 的 意义 , 而 且 也 具有 
完全 确定 的 物理 的 , 更 确切 地 说 , 具有 完全 确定 的 力学 的 意义 , 同样 也 具有 完全 确定 
的 几何 意义 ， 


定义 3 曲线 3 = f(x) 在 人 堂 标 平面 上 的 坐标 为 x 二 a,y = Fal 的 点 处 的 切线 ， 
确 言 之 为 畦 雪线, 是 这 样 的 一 条 直线 , 它 通 过 点 [a, flaij， 且 其 斜率 大 即 它 的 倾角 
的 正切 ， 等 于 通过 点 (a, fla)) 和 (a 十 Az,f(la 十 AT)) 的 “ 伸 线 ”的 斜率 上 (AX) 当 
Azr 一 0 时 的 极限 ， 


因此 说 , 切线 是 割 线 的 极限 位 置 . 

几何 意义 ”导数 的 几何 意义 由 其 下 述 性 质 所 揭示 : 数 f/(a) 是 平面 坐标 系 xOy 
中 由 方程 y= f(x) 给 出 的 曲线 在 点 (0, Fo)) 处 的 切线 的 倾角 的 正切 (斜率 ). 

力学 解释 ” 若 t 为 时 刻 , S(t) 为 物体 在 时 间 间 也 上 一 如 中 走 过 的 路 程 , 其 中 to 
为 初始 时 刻 , 那么 AS(#)|,_。 是 物体 从 时 刻 t+ = a 到 时 刻 t = a 十 At 这 段 时 间 中 走 
过 的 路 程 , 即 AS = S(a + At) — 5S(n). 

人 四 | 是 在 时 间 间隔 we + A 人 中 的 平均 速度 , 而 当 At 0 时 , 此 

度 之 极限 是 物体 在 瞻 间 # = u 的 瞬时 速度 , 小 汽车 在 运动 中 它 的 速度 表 上 标示 的 就 
是 这 个 量 - 

命题 1 车 函数 f(z) 在 点 工 二 a 处 可 微 , 则 它 在 此 点 连续 . 


实际 上 , 由 于 Af ~ df = cAz, 所 以 当 Az 一 0 时 , Ar 是 无 穷 小 , 这 表明 f(x) 
在 护 x = & 处 连续 . 


例 1. 设 f(x) = ,0 二 2.5. 那么 


Af(r) = (0+ AA) — a = 20Ar + (Ar), 
Af(2.5) = 5Ar + (Ar)’, 
AxX = dr, df{2) = 2adr, df (2.5) = Sdz. 
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2. 设 f(z) = 3r 一 1,0 一 2. 奢 么 
Afz)| 2 = f2+AL) — f2) = 3Ar = df (2) = 3dzx. 


函数 的 微分 如 果 存 在 的 话 , 就 是 自 变量 的 增 量 的 线性 函数 ,因此 称 之 为 自 变量 
增 量 的 线性 部 分 串 . 若 (9) 关 0, 则 点 z = a 处 的 微分 也 叫 作 增 量 之 主 部 . 这 个 说 
法 反映 了 形 如 8(Ax) = Af -一直 的 差 的 性 质 , 这 个 差 是 ot(Az), 因此 也 是 oldf), 妈 
Ar 一 中 = oldf). 因此 , 这 个 差 是 比 A 高 阶 的 无 穷 小 量 , 从 而 对 于 小 的 Ar, 微分 性 
成 为 增 量 AF 的 值 的 主要 成 分 . 

容易 举 出 在 点 x = 0 处 连续 而 在 此 点 不 可 微 的 函数 了 (z) 的 例子 ( 即 f(x) 在 此 
点 无 微分 和 导数 ). 实际 上 , 对 于 函数 


Z， 若 基 中 


Es 革 2 


有 A(x) = lz 二 Az| - |z|. 由 此 , 当 = 0 时 得 
入 (jj==o = |A2l. 


那么 


A 1 当 和 0+, 2 一 -1 当 z 一 0-， 


故 ”lim [A7| 不 存在 . 


Ar TL 
然而 , 此 时 右 极 限 和 左 极限 都 存在 , 它们 叫 作 函 数 的 右 寻 数 和 左 导数 . 
定 凡 4 有 限 的 极限 (如 果 它 们 存在 的 话 ) 
Af -1 fr) -f(a) 


Ff -lim HO-HY 和 lim 和 一 


点 了 一 0 十 Ax 加 一品 十 一 入 一 点 不 下 一 *+ 信 一 和 一 性 
分 别 巴 作 函 数 f(x) 在 点 攻 二 a 处 的 右 导 数 和 左 导 数 . 


在 前 面 考察 的 情况 y = |z| 中 , 在 上 扣 x = 0 处 的 单 侧 导 数 都 存在 , 是 在 此 点 右 导 
数 等 于 1 而 左 导数 等 于 -1, 下 述 显然 的 命题 表述 了 单 侧 导 数 与 通常 导数 概念 之 间 
的 联系 . 


命题 2 函数 frz) 在 点 + 二 a 处 有 导数 ， 当 且 仅 当 左 导数 和 右 导 数 沉 存在 且 和 被 
此 相等 ， 


中 似 应 为 函数 增 量 的 线性 部 分 一 一 译 者 注 . 
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第 十 七 讲 


82. 复合 函数 的 微分 


定理 1 设 函 教 ep 人 在 点 + = 二 a 处 可 微 , 并 且 pla) = 6,wp'(a] = ea 还 设 函 数 
f(z) 在 点 一 5 处 可 微 , 且 产 0 一 B. 那么 复合 函数 gf 一 flp(t)) 在 点 t+ 二 a 处 可 
微 , 且 g(a) = Ba 


b> ”根据 函数 p( 和 f(x) 的 可 微 性 , 我 们 有 
Aplt) = aAt + oa {ANAt, ot0) = 0; 
Afls) = BAz + Bi(Az)Az, Pi(0) =0. 
这 里 , 函数 a (At) 和 Bi(Az) 分 别 在 At = 0 和 和 Axw =.0 的 某 个 邻 域内 定义 , 且 
当 At 一 0 和 Az 一 0 时 都 趋 于 零 , 在 第 二 个 等 式 中 取 量 Ax 等 于 Ap 人 ,那么 得 到 
Alz) = BAP(H) + Ap(t)A( AP)) 
= PaAt+Atlod (Ar) + oA APH) + Sort At). 
此 外 还 有 Af(T) = Ag 的 , 即 
Aglt) = Baat + Aty(A), 
其 中 
YAt) 一 pa + oA (AAP) 十 Hal At)}. 


然而 , 作为 At 的 函数 , 当 At 一 0 时 Ap 人 一 0 因为 函数 yt 在 点 + 二 a 处 可 
微 . 由 此 , 根据 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 , 当 At 一 0 时 应 (Ac 介 ) 和 ory{At) 都 是 
无 穷 小 量 , 因此 , 函数 y(At) 当 At 一 0 时 也 是 无 穷 小 量 , 而 这 表明 ,iaAt 正 是 函数 
9 在 点 t= a 处 的 微分 , 即 
dgtt) = BaaAt = Sodt, A 二 BQ， 十 
注 由 等 式 


APlt) = ott + oA At Afl(r} = PALA (IATA 


给 出 的 函数 ai{At} 和 A (Ax) 的 定义 域 分 别 整个 包含 点 At = 0 和 入 x = 0 的 某 个 邻 域 , 因为 
在 定义 微分 时 , 我 们 按 连 续 性 而 补充 定义 了 它们 在 零 处 的 值 : elf0)y = 有 {0) = 0. 如 果 不 这 样 收 ， 


8§2. 和 鲁 合 印 数 的 微分 ‘B85: 


出 在 证 明 关 于 复合 函数 的 微分 的 定理 时 所 散 的 论述 会 出 更 错误 , 因为 oi (A 对 于 点 0 的 邻 城中 
的 某 些 值 At 天 0 也 机 以 等 于 零 . 

还 要 指出 , 我 们 谈 到 函数 f(x) 在 点 x = a 处 的 导数 时 , 只 是 就 此 点 为 f(z) 的 定 
义 域 的 内 点 的 情形 而 论 . 而 若 只 谈 右 导 数 六 (ae+), 则 王 数 f(z) 的 定义 域 应 该 包含 一 
个 区 间 {a,a 十 间 , 大 只 谈 及 左 导数 , 则 定义 域 应 含有 (一 5 十 a,@). 

函数 f(x) 在 闭 区 间 fa, 引 的 任何 一 点 x = zxo 处 的 微分 虹 {z) 都 是 自 变 量 Azx 的 
线性 函数 cAz. 此 处 , 每 个 导数 值 F'(xo) = c 都 有 自己 的 特定 的 意义 . 这 样 一 来 , 取 
微分 的 过 程 就 产生 了 闭 区 间 [a, 映 这 线性 郴 数 的 集合 的 一 个 映射 ， 这 个 映射 不 是 数 
值 函数 , 因为 它 的 像 不 由 数 构 成 , 而 是 由 汞 数 构成 . 把 这 样 的 映射 吧 作 “ 算 子 ", 在 这 
里 所 说 的 情况 下 就 是 微分 算 子 . 求 晒 数 在 一 点 处 的 微分 或 导数 的 过 程 本 身 叫 作 微 分 
运算 , 或 简称 为 微分 (法 ) 我 们 还 要 记 住 , 在 点 ze 处 有 导数 的 沙 数 叫 作 是 在 此 点 处 
可 微 的 . 


例 设 f(z) = x2,0 2 荆 1， 那么 当 0<z<1 时 .大 (z) = 27, 700+) = 
0, 产科 一 ) = 2. 


现在 我 们 来 证 明 关 于 反 消 数 的 导数 的 定理 . 一 般 说 来 , 反 函 数 的 微分 法 则 可 从 
关于 复合 苯 数 的 导数 的 定理 推出 . 但 我 们 将 在 不 预先 要 求 反 函数 存在 导数 的 更 能 的 
假定 之 下 来 证 明 这 个 法 则 . 


定理 2 (关于 反 画 数 的 导数 ) 设 耳 数 f(z) 在 闭 区 间 fa, 站 上 定义 有 连续 ， 有 反 
驻 数 gf 四 定义 在 闭 区 间 J 上 ,了 的 端点 是 f{a) 和 f(). 设 To 是 闭 区 阅 [a, 引 的 内 
点 ,而 若是 闭 区 阔 了 的 内 点 , 并且 f(z0) = 如 ,9(y6) = Zo. 设 在 点 = zo 处 画 孝 
f(z) 有 并 于 零 的 导数 , 即 J 人 (zo) 天 0. 那么 在 点 如 处 函数 9(y) 有 导数 9 (Go]， 且 


i ) 一 1 ! 
9 (yo fF'(ro) F(x) T=y{Yo) | 


> ”如 果 知 道 g'(yo) 存在 , 那么 使 用 前 一 个 定理 ， 得 到 g(f (2)) = z, (g(f (2)))s = 1. 
但 (g(f (7))5 sso = 9 (Wo) F(zo), 因此 g'(g0) = FFC 

如 果 并 不 预先 假定 导数 的 存在 , 那么 我 们 这 样 来 证 , 我 们 注意 到 , f(x) 在 [H 
上 严格 单调 , 因此 , g(y) 在 了 上 连续 且 严 格 单调 . 根据 导数 的 定义 ， 


99) — oY0) 
y (yo) = dn, yp 
如 果 这 个 极限 存在 的 话 . 
根据 flx) 在 点 = zo 处 的 连续 性 和 关于 反 函 数 的 极限 的 定理 , 当 y 一 yo 时 
g) — gl) = zo. 
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在 [a, 夺 上 定义 一 个 函数 F(z), 置 F(z0) = 上 以 及 


三 (zol 
一 YY 
Poe) pa) ?A 
那么 F(z) 在 点 x = zo 处 连续 , 因为 
Tm 1] 上 -~-_ 1 
Flz0) = lm Fo 二 Fazoy sn, 7 一 Fazoj f(zo) 
下 一 吓人 


作 变 量变 换 > = g(y): 


一 3900 gy) ~ glyo) 
TO) 一 Fo yw 


使 用 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 , 我 们 就 得 到 , 存在 极限 


+ 一 一 了 
Pleo) = psy|,_ ， ， 
而 另 一 方面 ， 


| ,gD — gy) 
1 F' = 一 一 
im Fl(g(y)) Un， a 9 yo). 4 


定理 3 {关于 一 阶 微分 形式 不 变性 ) 如果 在 函数 Ffz) 的 微分 呈 (X) 的 公式 中 
以 某 个 函数 工 = plt) 的 微分 代替 独立 变量 了 的 微分 , 则 所 得 的 表达 式 恰 为 复合 函 教 
8 一 Fe 的 ) 的 微分 


换言之 , 设 中 = cldz 是 汞 数 f(z) 在 点 x = a 处 的 微分 , 而 ap = ce 性 是 plt) 
在 点 t= a 处 的 微分 且 yp(a) = a. 那么 消 数 cudp = cicodt 是 函数 g(t) = f(yp(t)) 在 
点 t= Ga 处 的 微分 . 
这 个 定理 是 关于 复合 函数 的 微分 的 定理 的 直接 推论 , 因为 根据 后 者 , dg(t) = 
gtldt = ccodt = edplt). 二 

这 个 很 简单 的 且 看 似 “空洞 ”的 定理 的 意义 , 稍 后 当 我 们 看 到 高 阶 微分 不 再 具有 
不 变性 时 , 就 会 明 昌 . 

例 开 普 勒 方程 z - ssinz = y(0 < < 1) 的 解 zx = xz(y) 根据 关于 反 函 数 的 导 


数 的 定理 , 是 可 微 函 数 , 且 | 


1 — ecosxz(y) 


Tz'(y) = 


383。 微分 法 则 
我 们 来 考察 微分 的 法 则 . 
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设 函 数 f(x), g(x) 都 是 可 微 的 , c e 恨 . 那么: 
1. {ef (7))’ = cf'(). 

2. 车 f(z) = eonst, 则 f(z) = 0. 

3, (f(x) + ote)) = fF (2) + gy (2). 


这 些 命题 都 可 认 导 数 的 定义 排出 . 作为 例子 我 们 来 证 明 命题 3, 我 们 有 A(f + 
四 = 全 1 十 Ag. 因此 


Alf + _ AFf Ag 7 让 
AR 时， 


4. (7(z)g(z)) = 产 (z)g(5) + Flr)g (7). 
= 我 们 有 


Atfg) ”flz+Azlgtz+Az)- fl)g(r) 
AAT 


AT 
_ f(z+ Ar)g(r + 和 AT)— fr)g(z + Ar}+ for)g(r + AT) — fx)g(r) 


总 了 
一 gf 人 十 Awyt E+ ar) = fe) + A -42) 十 f(r) 


— g(x)f'(z)} + flr)g'(z) 当 Az 一 0， 


g(r + AT) — 9(T) 
AT 


这 是 因为 当 Az 一 0 时 gfz+Aa 一 go 人 一 Po 和 一 oo 4 


pp ”我 们 有 
(2 1 1 
9g/ _ gritAT) gl _ Hr) gs+tAT) 了 ， 
Ar 加 Ax Ax g(x) g(r + Ar) 2 当 Ar 一 0 


这 是 因为 当 Az 一 0 时 ， 


拉 
1 
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初等 函数 的 导数 
x 一 1; 
(ze ) 一 PT 
了 er+ez 一 上 rr 。 er 一 1  ,. 
(= nA nA 
; sinfz + Ar) — sinz 
cm 可 
n( 写 ) 
Si | 一 一 
一 _ lim 2 + COB (z+ 一 CO8 交 
Ar—0 AT ? 
2 
(cosx)' 一 一 sinz， 因 为 cogz = sin (3 一 z) : 
1 1 1 1 

本 本 二 一 一 -一 一 -一 一 一 -一 二 一 

加 一 TD 本 

9{z) = ez 是 反 冰 数 . 

二 x aa 天 0 是 乱 消 数 ， 

(ey 2 {e? mzy 一 [ainzjreems 一 Ar 1; 

{tan z)’ = (2) _ COST OO TH Sn ron _ = 1 4 tan? z. 
DB 下 CDS“ 工 0S< 江 


灾 


(ora) = (ton (3 -7)) - I (8-7) = -a 
? 
1 


1 
coslarcsin x) 1 
coslarcsin z) V1 — sin? (arcsin 2) VE 一 


(arceosT》 一 (5 一 arcsin z) 一 一 


(arcsin x)" = 


wd 一 一 
上 
tan 二 一 -一 一 一 一 ] 
(arc ) tan2farctanz) 十 1+x2 
1 
(arceotz)’ 一 1 


从 关于 复合 函数 的 微分 的 定理 2 和 微分 法 则 推出 : 
[az 一 (e™ nay 二 es lne{z Ina) 一 gz ln ai 
， ImzA i 1 
(ogs 7) = (BE) = Re 


了 他) . 
fr) 


[ae 一 (ev ney 一 er nu yln wy) = wr (v Inu+ve ) . 


(nf(2))’ = 


84， 离 阶 导 数 和 高 阶 微 分 8g. 


注 如 果 h(xz) = f(g(z))， 那么 记号 大 (g(x)) 和 形 (g(z)) 由 等 式 所 (9(z)} = (2z)， 
方 (0 = (9(2)), 其 中 万 (z] = 了 (x), 来 确定 ， 


第 十 八 讲 


§4， 高 阶 导数 和 高 阶 微分 


设 范 数 f{x) 在 区 间 (a, 有 六 的 每 点 处 都 可 微 , 那么 对 应 于 每 点 x € (a,B) 有 在 该 
点 处 的 导数 值 f'(x). 所 得 到 的 函数 叫 作 所 给 函数 的 导 函 数 , 记 作 产 (rx). 此 函数 本 身 
可 以 有 导数 . 那么 这 个 导数 叫 作 是 数 f(x) 的 二 阶 导数 . 记 作 f(x) = (F(z) 

类 但 地 可 以 定 尽 三 阶 、 四 阶 及 一 切 其 他 的 导数 : f(z) = (rz ffz) 一 
(一 人) 

例 (23)" = ((23))’ = (37°) 一 6z- 


定理 4 ( 莱 布 尼 茨 公式 ) 设 tv 有 第 nn 阶 导数 . 那么 成 立 公 式 


(uo = wv nur or 十 2 二 nu 十 .十 Mt 


其 中 wo) 二 wv 加 = 


= ”使 用 归纳 法 . 对 于 n= 1, 定理 的 结论 成 立 , 设 结 论 对 于 n= 二 之 1 成立. 我们 来 
证 明 它 对 于 n= s 土 1 成立 . 我 们 有 


aolem = (en) ) = 5 (2 (emot 


T= 


3 本 
一 》， ( 3 J ve 十 》， ( 入 J 
TL nr 


3 十 圭 召 3 
(Ct) (3—t+ 1) (2 (t+1) 
=- (eve + 0) 


| 
— 31 0, (at1) SY (tat1), (0) 3 a (0) (8—t41) 
oj 


5 二 1 
=»》 ( 1 ") uD vst) 


一 中 
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对 于 第 ” 阶 导数 还 有 另 一 个 记号 : 


这 是 因为 


FW = pfs) = SE. 
县 后 那个 记号 与 高 阶 微分 的 概念 相关 . 我 们 现在 就 来 引 人 高 阶 微分 的 定义 . 
设 函 数 f(z) 在 (a,5) 上 可 微 . 那么 它 的 微分 
(a) = f(a)dz, 


国定 自 变量 增 量 dx = Ax = 六 的 值 . 那么 好 (xz) 可 以 看 作 是 “的 函数 , 定义 在 同一 
区 间 (a, 上. 如果 它 可 微 , 那么 微分 等 于 


UF (zh) = 产 (z)hAz. 
如 果 此 时 Ar 的 值 又 取 为 h, 则 得 到 
民有 = "(wR = f "(x)dr? 
这 个 表达 式 叫 作 二 内 微分 并 记 作 者 了 (z), 即 
要 Fa) = 六 (zjdr2. 
类 伏地 定义 
Bf (x) = dE FE)) = fF" (2) dr3, 
df(z) = da™ lf(2)) = (zjdzn， 
显然 , 根据 这 个 定义 可 以 写 : 
四 加 一 二 


稍 后 将 明白 引 人 2 阶 微分 的 概念 的 理由 ， 例如 将 要 证 明 在 许多 情形 下 , 增 量 Af(z) 
可 以 表示 成 gy EF df nf 
Af = 下 + 3 十 -十 十 
的 形状 ( 伯 努 利 公 式 ). 这 个 等 式 的 意思 将 在 它 的 证 明 中 予以 说 明 . 
我 们 发 现 , 二 阶 微 分 已 不 具有 不 变性 ， 实际 上 , 如 果 (xy = (TY 且 f(x) = 


foalz), 那么 对 于 z= gf 人 有 
(f(g = {fi(9(8)) 9 (00) = folg (gO) + g(t gt). 


$4、 商 阶 导数 和 高 阶 微分 .91. 
由 此 得 到 
Fg)) = fal9()de = fogl9r)) (dg (2) + fal9(2) ed g(r), 
而 少数 f(z) 的 第 二 微分 等 于 
df) = 疡 nzjar 


于 是 在 把 函数 g(t) 代 人 到 等 式 右边 时 得 到 矶 (8 人 的](dg 人 的 2, 它 显 然 与 关于 到 7) 
的 等 式 的 右 端 不 同 . 因此 , 不 变性 对 于 二 阶 微分 不 复 成 立 . 

为 了 更 深刻 地 和 着 清楚 微分 不 变性 的 实质 , 我 们 来 考察 几 个 更 一 般 的 概念 . 

我 们 把 下 面 的 表达 式 叫 作 是 同一 变量 x 的 ”个 函数 f(z), g(x),… ,h(x) 的 天 
阶 微分 单项 式 Dx,n 所 中 


Dx = cf (rg {re) .hr dr, 


其 中 心 ++8 二 … 十 Y= 上 且 a,B,… ,7 蕴 为 自然 数 而 e 是 某 个 实 常 数 . 

任何 由 间 一 组 函数 f,g,… ,h 的 面 定 阶 数 的 微分 单项 式 作成 的 线性 组 合 叫 作 
上 阶 齐 次 微分 表达 式 . 

同一 组 函数 f,9,… ,hh 的 不 同 阶 数 的 单项 式 的 有 限 线性 组 合 叫 作 非 齐 次 微分 甫 
达 式 . 
我 们 指出 , 任何 微分 表达 式 都 可 看 作 是 两 个 独立 的 变量 z 和 dz 的 函数 . 然而 
此 刻 , 我 们 所 感 兴 趣 的 并 不 是 问题 的 函数 方面 ,而 是 问题 的 代数 方面 ,更 准确 些 说 ， 
我 们 所 感 兴趣 的 是 微分 表达 式 在 把 独立 变量 x 代 之 以 函数 g(t) 且 相 应 地 把 dx 代 
之 以 dzp(t) = plt)dt 之 后 仍 保持 自己 的 形式 的 性 质 . 我 们 将 更 准确 地 开明 白 这 具体 
指 的 是 什么 ， 若 在 上 阶 齐 次 微分 表示 中 以 函数 wp 四 代 苦 x, 那么 代替 微分 dx* 
将 有 (de 的 ) = (g/t)*(d*, 而 代替 导数 fle)(z),gt(z)， ,him(r) 的 是 表达 式 
Jp) 的) ,Re 全 ) 于 是 我 们 得 到 某 个 依赖 于 t 和 dk 的 微分 表达 式 
Bi. 而 车 将 同一 齐 次 表达 式 DD 应 用 于 晴 数 f(gp( 引 ),g(p(t)),… ,hlp(), 也 就 是 说 代 
替 f( 中 (zx),g9(z),… ,h0)(z) 来 考虑 je 的 ge 的 ) ;hh (p( 自 ), 而 以 表达 
式 (dt)* 代替 (dz》*, 则 得 到 另 一 个 依赖 于 t 和 dt 的 微分 表达 式 Bs, 如 果 此 时 , 不 管 
函数 pl#) 的 形式 如 何 , 成 立 Bl = Bo, 那么 就 说 微分 表达 式 D 具有 不 变性 , 或 说 它 
关于 变量 变换 不 变 . 在 相反 的 情形 则 认为 D 不 具有 上 述 性 质 . 换言之 , 不 变性 B 表 
示 可 以 交换 实施 变量 变换 的 运算 和 计算 此 微分 表达 式 的 运算 的 次 序 , 即 这 两 种 运算 
可 交换 . 

就 所 引 人 的 概念 的 目的 而 言 , 一 阶 和 高 阶 的 微分 都 是 指 齐 次 微分 表达 式 , 而 且 
一 阶 微分 具有 不 变性 (关于 任何 的 变量 变换 ), 面 高 于 一 阶 的 微分 不 具有 此 性 质 , 不 
过 我 们 指出 , 在 变量 的 线性 变换 的 情形 , 不 变性 依然 成 立 . 
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这 样 的 问题 产生 了 , 是 否 存 在 具有 不 变性 的 高 于 一 阶 的 微分 表达 式 , 已 经 知道 ， 
一 般 而 言 , 由 密 个 天 数组 成 的 不 变 的 微分 表达 式 是 存在 的 , 依赖 于 一 个 号 数 的 唯一 
的 不 变 的 微分 表达 式 是 一 阶 微分 , 对 于 两 个 函数 了 和 9 而 言 , 全 部 不 变 的 表达 式 由 
形 为 记 = Pograr 和 Bz = (f*g' 一 Po)azs 的 两 种 齐 次 微分 表达 式 Bl 和 Bo 给 
出 . 惠 . M. 马 雷 舍 夫 (再 . M. Maamznrea) 于 1978 年 证 明了 一 个 一 般 的 定理 , 断言 由 mr 
个 函数 “组 成 ”的 齐 次 微分 表达 式 的 数量 N(n) 是 有 限 的 , 上 且 得 到 估计 式 N(n) & nt. 
此 外 , 对 于 不 变 的 微分 表达 式 的 阶 数 上 成 立 不 等 式 < +o) 

我 们 还 要 引入 一 个 涉及 复合 师 数 的 高 阶 导 数 的 定理 . 


定理 5 (法 . 地 . 伯 和 鲁 诺 (aa ma 6pyao) 公式 ) 设 函 数 F(x) 和 lz) 都 有 nn 
阶 导 数 . 那么 对 于 函数 CT 二 下 (w(x) 的 nn 阶 导 数 成 王 下 述 公 式 , 


GL) 一 》， PetBty+. )( 
t+28+37 二 -… 二 nn 


nl (全 ) 的 ( 扫 ) 
Potptyt™ GT AT 页 / 仆 可 / 


志 这 的 求 和 取 话 一 其 满足 等 我 a 十 28 十 3 十 … = 二 n 的 非 筑 整数 au BT 
”逐次 使 用 复合 昭 数 的 微分 法 则 , 我 们 得 到 形 如 


w) Paypg+y+ 


G(x) = > cf 人 
| 
的 等 式 , 其 中 ci (x) 是 某 些 其 形状 与 油 数 y = Flw),w = f(z) 的 具体 给 法 无 关 的 表达 
式 . 因此 , 为 了 确定 cr (x) 通过 函数 u(x) 的 精确 表达 式 , 可 以 使 用 任何 适宜 的 函数 . 
据 此 , 我 们 将 认为 Flw) 和 azy 都 是 n 阶 多 项 式 , 写作 


Fl = Fuvot+2) = Flu}+z no) 十 -十 多 "Ee) 
ut 1 {zo) 
ni 


二 一 2 人 20 十 站 一 AZO] 十 wee) 十 一 十 牛 


这 里 , 我 们 设 变 量 xz 和 由 等 式 > 二 一 wo,to 二 (Xo),t 二 广 一 0 确定 . 在 这 种 情况 
下 , 国 数 G(x) 是 一 个 mn 阶 多 项 式 , 它 可 以 写成 

Ga) = Geo] + EY 
同时 也 可 写成 


G(x) = Flvo) + Sl (1 w (zo ett +. 


+t 十 


G(ro) 。 GH) (go) mm 
a 


1! 


FW (wo) (< uw {Fo) £4 Ee) 
nl . 


a 二 
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在 后 一 等 式 中 , 借助 于 牛顿 多 项 式 ( 见 第 二 章 41 的 注 ) 打开 括 导 , 并 比较 所 得 的 表达 
式 和 第 一 个 等 式 中 如 的 系数 , 就 得 到 定理 的 结论 ， 4 


85， 函 数 在 一 点 处 的 增 与 减 


设 zo 是 f(x) 的 定义 域 的 内 点 . 


定 党 器 如 果 存 在 点 zo 的 一 个 寺 域 , 使 在 其 中 : 
al 当 x > wo NH f(z) > f(ro): 
b) 当 zzo 时 f(z) < fro) 

则 说 函数 f[z) 在 点 x 一 xo 处 增 ， 


显然 , 如 果 在 点 = 二 zo 的 某 邻 域 中 当 Ar 关 0 时 有 全 >0, 则 x 二 zo 是 函 
数 了 [xz) 的 增 点 ， 


定 光 6 如 果 看 在 点 xo 的 一 个 印 域 , 使 在 其 中 : 
a) 当 Zz> zo 时 f(r) < f(ro); 
b) 当 z<zo f(r) > f(ro) 

财 说 荔 数 f{z) 在 点 x = xo 处 减 . 


如 果 在 点 x = zo 的 某 邻 域 中 当 Az 关 0 时 有 Sf )_0 则 二 zo 是 函数 f(z) 
的 减 点 . 


定义 7 函数 flz] 在 点 wz 二 zo 处 有 局 部 家 大 【局 部 极 小 ), 如 果 在 此 点 的 菜 一 
去 心 邻 域 中 成 立 不 千 式 flr0) > f(z) (对 应 地 flzo) < f(z)) 的 话 . 


定 光 8 函 教 ffz] 在 点 x = ro 处 有 局 部 被 值 , 如 果 它 在 此 点 有 局 部 最 大 或 局 
部 最 小 的 话 . 
定理 6 (函数 在 一 点 处 增 或 减 的 充分 条 件 ) 
1. 若 站 (zo0) = 二 c>0, 则 点 二 zo 是 西数 flz) 的 增 点 . 
2. 著 站 (z0) 一 e<0, 则 函数 f(x) 在 点 z= wo 处 减 . 
ps ”对 情形 1. 由 于 
f'(zo) 一 im f(r) fzo) 


和 一 出 0 
那么 存在 数 5 =4 (5) > 0 使 得 不 等 式 
flz (zo) ce 
让 To - 一 中 < 2 
对 于 点 x = xo 的 去 心 f 邻 域 中 的 所 有 的 点 都 成 立 . 在 此 邻 域 中 , 有 
f(x) -f(z0) _ 3c 


0< 了 < i > 
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因此 , A 与 Ar 取 同 样 的 符号 , 也 就 是 说 zo 是 增 点 . 只 要 把 f(x) 换 为 -了 {z), 情形 
2 就 归结 为 情形 1， 4 

这 个 定理 出 作 这 布 (Darboux) 引 理 ， 

我 们 来 证 明 一 个 更 一 般 些 的 定理 , 即 费 马 定 理 . 如 前 一 样 , 设 f(z) 在 fa, 看 上 连 
续 . 


定 允 8 1) 内 点 xo 称 为 广义 局 部 最 大 点 ,如 果 存 在 点 To 的 去 心 1 邻 域 , 在 
其 中 
Alzo) = zi) — f(x0) 所 (0 
类 似 地 定义 广 六 局 部 最 小 点 . 
2) 函数 f(r) 在 点 zo 处 有 广义 局 部 最 小 , 如 果 丰 在 去 心 部 域 , 在 其 中 


Aflzo) = 六 mi — f(xo) > 0. 


3) 广义 局 部 最 小 点 和 广义 局 部 最 大 点 都 叫 作 广 义 局 部 极 值 点 . 

显然 , 极 值 点 可 看 作 广义 极 值 点 , 而 反之 不 真 

定理 7 ( 费 马 ) 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [la, 切 上 定义 且 连 续 . 设 [a 四 的 内 点 zo 
是 此 函数 的 广义 极 值 点 且 (zo) 存在 . 那么 f(x0) = 0. 
点 zo 不 可 能 是 增 点 ( 减 点 )， 否 则 的 话 在 此 点 的 某 去 心 邻 域 中 人 jzal > 0 
( 相应 地 SR) < 0)， 于 是 不 等 式 fco) > 0(f'(z0) < 0) 是 不 可 能 的 ， 剩 下 只 
有 产 {zoj = 0., | 
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定理 8 ( 罗 尔 定理 ) 设 元 数 flx] 在 [a,9 .上 连续 且 在 此 闭 区 间 的 内 点 处 右 可 微 ， 
又 证 fla) = 站 ,那么 在 区 间 fa 站 中 存在 点 上 使 得 产 (E = 0. 


pp ” 琴 数 f(x) 在 [a, 引 上 连续 . 因此 在 此 闭 区 辣 中 存在 点 zx1, f(zx) 在 zt 处 有 最 大 
值 , 同样 , 也 存在 点 za, 是 flz) 的 最 小 点 . 如果 zl = za, 则 ftx) 在 闭 区 间 [a, 外 上 
为 常数 , 从 而 在 [a,8] 上 处 外 有 (2) = 0. 着 2 关 2, 则 或 者 fiz1) 或 者 f(z2), 不 
等 于 f(a) = 了 (有 ). 于 是 顶 不 等 式 成 立 的 点 必 是 闭 区 间 [e;, 身 的 内 点 且 同 时 也 是 局 部 
极 值 点 记 此 点 为 &, 根据 55 定理 了 , 了 人 (E) 一 0. 


$6， 男 尔 定理 , 柯 西 定理 以 项 拉 格 朗 日 定理 ,95 ， 


定理 9 ( 柯 西 定 埋 ) 设 渗 数 Fiz) 和 8fz) 在 闭 区 间 fa, 引 上 连续 县 在 其 内 可 微 ， 
设 对 于 一 切 ze (6 站 ,gq {x) 关 0. 那么 在 区 阅 {a,b) 内 存在 点 c 使 得 


fio) — fe) _ Fc) 
Ho) — ob gle) 


bp ”考虑 到 g'(c) 关 0, 以 等 价 的 方式 把 要 求 的 等 式 变 换 为 


(Fla} — fF(6))9 (0) ~ (g(a) ~— g(o) fF (c) = 0. 
我 们 发 现 , 此 等 式 的 左边 万 是 函数 吾 (z)] 的 导数 在 点 z = 上 处 的 值 , 其 中 
H(z) 一 SEO 一 天 的) — flr) go) — 9(0)). 


这 样 一 来 , 只 要 证 明 存 在 点 ¢ 使 H'(e) = 0. 然而 函数 了 H(zx) 在 财 区 间 [a,4| 的 内 点 椒 
此 可 微 且 


Hla} = H(b) = —g9(0)f (0) + Flo)gtb). 
因此 , 根据 罗 尔 定理 , 存在 点 ce (a 四 使 H'(c) 二 0. 本 


推论 ( 拉 格 朗 晶 定理) 设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 相 上 连续 且 在 开 区 间 {&, 耻 上 
可 微 . 那么 成 立 公式 
flo) — f(b) = fF'(o (a —b), 
其 中 口 是 此 财 区 间 的 某 相 内 点 ， 


推论 的 断言 妨 是 柯 西 定理 当 g(x) = x 时 的 特殊 情形 ， 此 推论 也 叫 作 有 限 增 量 
公式 . 

注 14.{ 半 于 达 布 引 理 的 证 明 横 式 ) 此 引 理 断言 , 若 产 (z0) > 0 则 函数 f(x) 在 点 ro 处 增 . 
从 另 一 方面 来 说 , 它 的 增加 指 的 是 在 点 xo 的 某 邻 域内 函数 的 增 量 Alz) = f(T) 一 flxo) 与 自 变 
量 的 增 量 Ar 一 x 一 zo 有 同样 的 符号 , 且 当 Az 关 0 时 Aflz) 关 0. 此 事 之 证 明 , 本 质 上 是 根据 
具有 正 的 极限 的 函数 在 基 的 某 个 终端 上 是 正 的 这 一 性 质 . 在 当前 的 情况 下 


fF{x) — fixo) > 0, 


上 时 
To} = lim 
f {ro) lim 


守 是 在 点 zo 的 某 个 去 心 邻 域 中 有 不 等 式 
ft{z) ftiro) >» 0. 


一 0 
这 表明 在 点 zo 的 此 去 心 邻 域 中 值 Af{x) 与 Az 有 同样 的 符号 且 当 Az 了 0 时 Aflx) 关 0 
3, a] (甘于 柯 西 定理 ) ”为 恒定 理 的 断言 为 真 , 特别 邮 要 求 g' (zx) 关 9 对 于 每 个 属于 开 区 间 
[a,b 的 点 z 都 成 立 . 由 三 推出 gla) 一 908) 关 0, 这 就 是 说 在 定理 的 表达 式 中 的 比例 式 的 分 母 不 
是 零 . 实际 上 , 如 果 gfa) = g( 妨 , 则 根据 罗 尔 定理 , 存在 c 使 得 g'(c) = 0, 而 根据 定理 的 条 件 , 这 
是 不 可 以 的 ， 
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b} ( 柯 西 定理 的 几何 解释 ) 设 对 于 a 所 + 万 b 有 
= 孝明， 
T= glt). 
那么 在 基点 c 处 此 曲线 的 切线 的 倾 和 攻 正切 杆 等 于 芯 的 舌 角 正切 值 : 
fc) _ fla) ~ f(b) 
Fe) So 一 了 
3. [甘于 罗 尔 定理 ) 此 定理 本 质 二 断言 , 在 革 种 补充 条 件 之 下 , 在 前 数 的 两 个 “零点 ”之 间 
永远 存在 其 导数 的 一 个 “污点”". 定理 的 证 明基 于 这 样 的 事实 , 车 整体 极 值 点 是 肉 点 , 则 它 既 木 可 
是 增 点 也 不 可 是 减 点 , 于 是 推出 在 此 点 处 的 导数 为 零 . 
我 们 还 要 证 明 一 个 美 于 导数 取 值 零 的 定理 . 
定理 10 设 吉 数 flz) 在 {@ 目 可 微 , ae <m < 有 <b 且 (a) -f(b) 一 0. 那 
么 存在 点 & Ee [ab 使 PE =0. 


ww ” 先 考 虑 Fr(a1) > 0 的 情形 . 设 £ 是 在 闭 区 间 [a1,b] 上 的 最 大 值 点 , 那么 它 是 此 
区 间 的 内 点 , 因为 ai 是 增 点 而 员 是 减 点 , 于 是 有 f'(&) = 0. 情形 f"(a1) < 0 借助 于 
将 贤 数 f(z) 变 成 gfz] = 一 了 (zx) 而 归结 为 第 一 种 情形 4 


推论 { 达 布 定理 } 设 函 数 f(x) 在 {a， b) 可 微 且 对 于 某 些 如 1， by 它 {a, b): 


tan 的 一 


Fla)=o, flh)= 8. 
那么 对 于 任何 介 于 a 和 之 闻 的 数 & 都 存在 介 于 ql,r 之 间 的 点 zo 使 得 f'(x0) 一 上 
b> ” 考 霸 消 数 g(x) = f(z) -zt. 有 
ga) =o—é, gh)=8-t. 


由 于 世人 介 于 a 和 之 间 , 所 以 a-& 和 6 一 & 有 相 异 的 符 导 . 那么 根据 定理 10, 存 
在 点 To 使 gy'{zo) 一 站， 由 此 推出 


flro) —é=0, Bl -f(zo)=é. 4 


定理 11 函数 gfz) = 产 (z) 不 能 有 第 一 类 间断 点 , 也 就 是 说 , 如 果 在 点 zo 的 某 
领域 内 存在 f(x) 且 xzo 是 fi(z) 的 间断 点 , 则 zo 是 第 二 类 间断 点 ， 
Pr 设 当 zw 一 zx0+ 时 六 (7) 一 0 当 2w 一 0 一 时 了 tz) 一 5. 我 们 来 证 明 a = 5. 很 设 
不 是 这 样 , 那么 a 关 4. 设 
zn = 20 十 工 _ wot, ys = ro0— 0-, 
7 n 


那么 当 呈 一 oo 时 
f(zn) oa, f(yn) + b. 
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由 于 a 关 那么 或 者 a 关 f(zo), 或 者 b 了 f(x0). 


假定 a 关 f(ao). 由 于 数 万 22) 村 于) 介 于 Jr(zw) 和 f(zo) 之 间 , 那么 根据 
达 布 定理 , 存在 6 满足 条 件 x > 6 > wo 而 且 


fo) = 3(F (zn) + f(z0)) 


由 于 cm 一 xo， 根 据 右 极 限 的 定 尺 ,按照 海 湿 定 建 有 f'(cw) 一 4a. 由 此 ,a = 
Ja + (xo), 即 a 二 (zo), 而 这 与 (eo) 关 a 矛盾 ， 因 此, a 六 6 的 假定 是 不 
对 的 , 于 是 a = 5. 这 表明 , 是 数 f'(z) 不 能 有 第 一 类 间断 点 . 

我 们 顺便 证 明了 , 如 景 当 一 zo+ 时 (或 工 一 mo- 时] 产 四 一 zo 则 zo = 
(zol， 本 

我 们 来 考察 导数 的 间断 点 的 例子 . 


例 令 


1 
|z?cos~, 若 x0 
人 -人 


对 于 交 天 几 ， 
加 二 ace 
f(r) 一 2 C08 ~ + Sin 了， 
丽 当 x = 0 时 , 按 导 数 的 定义 


f(Az) ~ FO0) _ 1 (SF) cos as 
上 


f 一 】 一 
f (0) = adim, Ta AL 0. 


在 点 x 一 0 处 , 产 (z] 既 无 右 极限 又 无 左 极限 . 


定 兴 10 车 当 z 一 zo 时 Me Le) 一 二 oo( 一 00), 虽说 f(x) 在 点 zo 处 有 
无 穷 导 数 , 并 记 


f(xo) 一 十 oo { 一 oo]. 


关于 右 导 数 和 直 导 数 育 同样 的 说 法 和 记 吕 . 


例 f(x) 二 V5. 当 z#0 时 有 f(z) = 元 那么 


f"(0+) 一 lim VAz -0 一 


二 OO. 
芝 一 们 十 Ar 
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第 二 十 讲 
8$7. 拉 格 朗 日 定理 的 推论 


定 捍 12 设 对 于 一 车 xe (oD 了 (2) 二 0. 那么 了 fr 一 const， 
Py ” 据 拉 格 朗 日 定理 ， 


由 此 ， 


定理 13 设 函 数 f(x] 在 开 区 间 (a,b) 上 可 柚 . 那么 ,为 使 ffz) 在 (0, 站 上 不 减 ， 
必要 且 充 分 的 古 


Fr 20 vreta,d. 


> 必要 性 ”函数 f(z) 不 减 的 条 件 等 价 于 AS) > 0 在 不 等 式 中 过 渡 到 极限 就 
得 到 a 


充分 性 车 (zf) >0 则 根据 拉 格 朗 日 定理 


对 于 某 ce (u,b), 这 表明 函数 fix) 在 fa, 上 不 减 ， 有 4 

定理 14 车 在 开 区 间 (a, 旭 上 了 (zy) > 0, 则 通才 了 (x) 在 (a, 目 上 单调 增 . 
pp ”根据 拉 格 朗 日 定理 

Afl(z)=f7(rAr>0 当 Azr>0HH. 4 

定理 15 证 函数 flx) 在 闭 区 间 ja, 可 上 可 徽 . 那么 , 为 使 函数 f(x) 在 此 区 间 上 
严格 增 , 必要 且 充 分 的 是 在 开 区 间 (aa 站 上 fi{xw) > 0 且 在 任何 仿 于 闭 区 间 [a, 日 内 
的 闭 区 间 [m,n] 上 f(z 都 不 恒 为 零 ， 
bp ”必要 性 用 反 证 法 .如 果 定 理 的 条 件 不 成 立 ,那么 或 者 对 于 某 点 zo E (a, 站 


F(zro) 0O, 或 者 对 于 一 切 下 人 它 [ea 本] f(r) 三 0D. 在 第 一 种 情况 ， TO 是 fr) 的 减 点 ， 
而 在 第 二 种 情况 , f(x) 在 [el,51] 上 为 常数 . 这 与 函数 f(z) 增 的 条 件 予 盾 . 
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充分 性 ”由 于 按 条 件 r(x) 2 0, 所 以 对 于 任何 m1 < 六 ,5 E a, 引 , 有 
fb) 一 flo) 一 产 (elfia — a1) > 0, 


即 函 数 f(z) 不 减 

我 们 来 证 f(z) 增 , 设 不 然 , 且 对 于 抽 > ad far) = f(b1). 那么 根据 f(z) 在 闭 
区 闻 [a1, 上 不 减 而 得 在 此 区 间 上 f(x) = const, 从 而 在 (ai1,) 上 产 (z) = 0, 这 与 
定理 的 条 件 矛 盾 . 4 


88， 一 些 不 等 式 
定理 16 ({ 杨 格 不 等 式 ) 设 a,8>0,a+68=1. 那么 对 于 rz>0 有 
re 所 az 十 月 
bp 考察 函数 flz) = za - ar 一 B. 我 们 发 现 , fID = 1 一 a 一 B=0. 另外 ,由 于 
f(t)=a(r 1 1)<0 对 于 rz>1, 


函数 ffz) 当 z > 1 时 减 . 因此 , 当 x > 1 于 成 立 不 等 式 f(x) < f(1)=0. 
而 若 0<x<1, 则 
Fr) 一 afze 一 二 >0. 


由 此 得 知 , 当 0 <z < 工时 f(z) < 了 (1) = 0. 这 样 一 来 , 对 于 一 切 x > 0 成 立 不 等 式 
z* 一 az 一 8 0, 由 此 推出 定理 的 真确 性 ， 4 

置 z = 4 > 0. 从 杨 格 不 等 式 得 到 不 等 式 ab < aa + 6. 这 个 不 等 式 对 于 任何 
a,b > 0 都 成 立 , 现在 令 


te 型 
此 下 
避 k 一 ra bk 一 一 3 Uv Ve 0, 
Dy up yw 
了 一 圭 | 


即 


此 不 等 式 叫 和 作 赫 尔 德 (Hilder) 不 等 式 ， 
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现 设 成 立 下 述 条 和 件 : p > io 和 >0v=1 和 那 冬 


1 1 1 
(> 十 sy ] < (> <] 十 . 
w=1 v=] =} 


> 引 人 记 号 5 + = 1 使 用 赫 尔 德 不 等 式 , 有 


所 他 王 
4 = 》 (0 th) = Yaa tbh)? +o ba + bu) 1 
w=i v=1 v=1 
=B+0O, 


开 1 
oe (Se) (Fer) 


v=1 v=] 


C= Sb(a, +b)e lg (2 3 | (Fe ro) ) 、 


一 


1 上 芋 
和 由 此 , 因为 1 一 -二 一 ,我们 有 
4 DD 


此 不 等 式 叫 作 闵 可 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 . 


89. 以 参数 形式 给 出 的 函数 的 导数 


设 pp 了 和 和 全 是 两 个 在 中 ,直上 定义 并 且 可 微 的 茧 数 , 而 县 对 于 一 霓 t & 各 
成 立 不 等 式 g(t > 0 (或 者 让 < 让. 那么 2 全 严格 增 ( 当 yp!' < 0 时 gy 严格 减 ) 且 
此 函数 有 有 反 陋 数 t= g{z). 数 侦 (yp( 引 ,WW(8)) 之 全 恒 如 下 地 给 出 了 一 个 函数 y = f(z): 


(7, 2) = (7, fF)) = (pF), PO), 


其 中 xz = pt{t),t = 9g(2), f(z) = WB (9(2)). 
我 们 来 求 这 个 函数 的 导数 , 我 们 有 
009(Z]) 


F(x) = Potglr))g (2) = PE) 
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这 是 由 于 
‘(x) = _ . 
人) 
对 于 产 (z] 的 等 式 可 写成 如 下 形式 : 
(p00) = OO 


他 的) 
这 给 出 了 求 以 参数 方式 给 出 的 函数 的 导数 的 法 则 . 以 同样 的 方式 也 可 以 计算 任意 阶 
的 导数 . 例如 我 们 来 求 二 阶 导数 的 公式 . 我 们 有 
f° (72) = fool pl)). 
一 方面 , 成 立 等 式 
(fo PON = foplP(H P(E), 


,YOY OPE Op) 
oO = (0) ,= 
站 tp (t) — p(t) (E) 
fp) = 名 和 ys Pp 


第 二 十 一 讲 


§10. 不 定式 的 展开 


定理 17 ( 洛 必 达 第 一 法 则 ; 当 = 一 a 二 时 的 = 型 不 定式 ) 设 
1) ftz) 和 gz 在 某 信 形 如 (a 一 页 ,0Q) 的 区 间 中 可 柚 , 5 > 0 

2) lim f(z)}= lm 9(2)= 0; 

3) 对 于 某 $2 > 0, 和 一 雪 zeE -0), f(T) 0, T(x) A 0; 


从 当 一 a- 时 ， 比 式 后 5) 有 有 限 的 或 无 穷 极限 , 即 im [5] 存 在 


那么 比 式 并 只 也 有 极限 是 
g(x) 


f(z) 了 地) 


2 Ga) a ga) 
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> 可 认为 当 z 下 a- 时 三 本 的 极限 是 有 限 的 数 1， 因为 不 然 的 话 可 考察 比 式 


补充 flx) 和 gfz] 在 点 = = -0 2 外 的 守 久 为 fta) = ga = 0. 那么 苹 数 Pr) 和 
9g(z) 皆 在 点 a 处 左 连 续 . 由 时 有 极限 i, 所 以 对 于 任 给 的 = > 0,， 
存在 两 二 品 (E) >0 使 得 对 于 _ 制 。 rETG)= (4 — 6,0) 契 


置 在 一 Iminf6a， 62， 63), 那么 对 于 每 个 沁 后 (a 一 $6, a), 使 用 柯 西 定 理 ， 得 
f(r) -1 _ fz) — fla) -| _ 
g(x) g(x) — glo) 

其 中 cE {trajc{a- da). 


于 是 , 按 和 定义 lim fn 一 


推论 1 在 定理 1 中 可 以 把 条 件 了 -oa- 和 区 闻 (a 一 画 g) 改换 为 条 件 工 _，a+ 
和 区 间 【aa 十 分 ， 
和 ”我们 来 证 明 这 个 事实 ， 只 要 做 变量 变换 y = 2a -xz 并 使 用 定理 1 于 函数 f(y) = 
F(x) 和 gn(y) = 3z)， 显 然 这 些 函 数 都 满足 定理 的 条 件 , 并 月 当 z 一 a+ 时 y= 
2 一 站 一 恒 一 ， 吉 

推论 2 ( 洛 必 达 第 一 法 则 ; 当 > 一 a 时 的 2 型 不 定式 ) 设 

1) f{x) 和 g(r) 在 某 区 间 (ga 一 54 十 6) 中 的 点 工 一 Ga 外 处 处 有 定 头 且 可 微 ; 

2) lim zz) = dim 1 9(Y )=0; 

3) 当 re (a 5 二 人， 了 一 和 时 flr), g(r) 天 0 


4) 存在 有 限 的 或 无 穷 极限 : lim 5 


那么 ,极限 lim A 存在 且 等 于 lim 二 
证 明 直 接 由 定理 1 和 推论 1 得 出 . 


对 于 比 式 4 2 | 的 极限 , 类 似 的 定理 对 于 当 ca 时 f(z) 和 g(z) 赵 于 oo 的 情 


形 (过 型 不 定式 ) 也 成 立 . 不 过 此 时 证 明 复杂 , 其 缘由 于 下 文 可 明白 , 下 述 定理 成 立 . 
定理 18 ( 洛 必 达 第 二 法 则 ; 当 x 一 a 一 时 的 二 型 不 定式 ) 设 
1) ff{z) 和 g(x) 在 形 如 (a ha) 的 区 阅 中 可 微 ,hh > 0; 
名 此 语 当 理解 为 : 存在 页 Et0, 量 , 当 0<|zt 一 a| < 而 时 Fr{fz} 关 0,9'(z] 关 0 一 一 译 者 注 . 


—i|<e, 
gle) ] 
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2) 对 于 一 切 Ea 一 hho), f(x) 关 08 (7) #0; 
3) 当 z 一 a 时 f(x) 一 co;gfz) 一 00; 
科 在 在 有 限 的 或 天 穷 家 限 Jim 矶 2 
那么 , 函数 之 比 的 家 限 亦 痛 在 , 且 
fs) fn) 
2 gl) a ga) 


by 显然, 可 以 认为 


J -4 
即 极限 有 限 . 实际 上 , 如 果 lim_ 站 -oo 则 

im 了 
sim f'(z) =0D. 


而 代替 证 明 im = ce， 只 要 证 Jim 9 = 0 就 够 了 ， 此 式 同 时 表明 


lim 了 ” = oo. 和 在 证 明定 理 17 时 一 样 , 我们 将 使 用 柯 西 公式， 但 此 时 情形 更 


为 复杂 , 因为 我 们 不 能 直接 把 比 式 + 2 换 为 比 式 Ey . 1 但 是 可 以 带 有 小 的 误差 来 


作成 此 事 , 而 这 个 误差 实际 上 是 趋 于 零 的 . 我 们 认为 在 点 a 的 某 个 半 邻 域 (a 一 hh,4) 
中 ftz) 关 0,9(z) 关 0. 这 是 可 以 做 到 的 , 因为 当 一 4 一 时 f(x) = oogfz) 一 oo. 
设 a1 是 任意 的 满足 0 < cl < 3 的 数 , 取 页 = ii(e1) > 0 使 得 不 等 式 


< El1， 有 < min(n, hi) 


Le) 


| g(r) 


对 于 一 切 属于 区 疗 (6 一 而,a) 的 z 成 立 , 这 是 可 能 的 , 因为 根据 条 件 
jm @ 


开 - 一 此 一 oat{ 


一 1 E 有限 . 
设 zo 是 此 邻 域 (a 一 61, ay 中 的 某 个 点 , 由 于 im Frz] = ec 所 以 存在 如 一 52{s1)> 00 
使 得 
|f(2)| > 
类 似 她 , 存在 5 = 55(e) > 0 使 得 
上 kre 吕 & 好 


zol we (a 一 62, 0). 
el 


lIyg(r)|> 一 一 一 YE 但 一 个 中. 
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令 564 = min(61, 62,653),14 = {fzlz E (0 一 640)}. 那么 对 于 任意 的 zx e 五, 根据 柯 西 定 
理 , 有 


Aflzo) 1z) - fan) fe) 
Aglro) -= 6 g(xo) :| ™ |g :| “a 
其 中 ee (xw,zo) C 4. 由 几 得 产 
Affzoj| _ |Aflzo) 


= it <ath<1+th 
Agtzo) | ™ [Agio) :tl 


进而 , 对 于 这 些 x 值 将 有 一 串 不 等 式 : 
f(z) -1 _ [f(r _ Af(rzo) ， Af(ro) | 


gr} | igl(r) Ag(zo) Ag(zo) 
< 9 ND ME -| 
glx) Ag(zo) Aglzo) 
Ag{(x0) 
Af{ro)|, gl7) 
< |Aglzo) | | AFGro) | + 
F(x) 
和 FUzo) 
一 AD 过 十 Ei. 
但 由 于 
2 -1 -2 由-1Ta 其 中 |al < sl， 
9 g(x) 
Af _，_ yo _ 
= pe 1+B8， 其 中 |B| < sl， 
所 以 
lil+a x—8 De 
4-|i -1 -| 和 < 05™ 4 
因此 我 们 得 到 ftw) 
Ee 一 中 < (+ deltel = edlll+ 人 DD) =e. 
置 


dle) = 64 (qs) 


那么 对 于 任何 se (0, 人) 存在 5 = 5(e) = 64 (4i 夺 5) 使 得 对 于 任何 ze 
(a 5a) 都 成 立 不 等 式 | 二 De < s. 这 表明 
lim f(D) 二 1， 霹 
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推论 1 著 在 定理 2 中 将 亲 件 了 一 a- 和 reEfa 一 中 中 摘 为 条 件 z 一 am 和 和 
TE (wat, 则 省 理 的 结论 合成 立 ， 


e ”只 要 使 用 定理 2 于 函数 


f= hl2a— 2) = fa) gy) = na ~ 2) = yl) 
就 可 以 了 ， 本 
推论 2 ( 洛 必 达 第 二 法 则 ; 当 x 一 a 时 的 二 型 不 定式 ) 设 
1) f(x), g(x) 在 点 a 的 菜 去 心 hh 邻 域 可 微 ; 
2) 在 点 a 的 同一 邻 域 内 站 (x) 关 0,9 (zc 天 由 
3) 当 z 一 a 时 f(z) 一 a 一 00; 
4) 导数 之 比 的 级 限 lim 方 轩 存在 . 


g(r) 
那么 函 教之 比 的 极限 存在 且 等 于 


f(x) _ 1 f(z) 
2 g(a) “2 g(a) 
此 结论 之 证 明 直 接 从 定理 2 和 推论 1 的 结论 得 出 . 
注 了 . 在 定理 17 和 定理 18 中 , 条 件 z a 可 以 改 为 z 一 +oo 或 了-* -oo , 而 在 定理 
17 各 定理 18 的 第 二 个 推论 中 , 条 忻 可 政 为 z 一 oo. 


证 明 借 助 于 引信 变量 变换 来 进行 . 例如 , 在 _lim 2 的 情形 , 应 置 x 一 一. 那么 


A 中 , 


Fo 
r ) 1 人 
ro -+ (3 -3 
由 此 推出 极 狠 
0 
t 一 0 一 次 国 
存在 , 而 后 按 定 理 17, 有 
fz) _ lim Fr) 
nm mtr) 0 gtx} 


2 人 
的 证 明 . 我 们 来 给 出 定理 18 一 个 起 于 上 述 思 想 的 证 明 ， 


。 ”我 们 来 证 明定 理 18， 按 照 海运 关于 极限 的 定义 , 当 z2 +a_ 时 二 2 _，! 指 的 是 对 于 任何 


收 化 到 a 的 增 数 列 [wa], zn 关 a, 条 件 fd ,1 都 成立 . 而 由 于 按 定 理 的 条 件 , 当 x 一 a 一 时 
ozy oo, 所 以 当 no0 时 g(zn) -ee ,而 这 就 表明 , 对 于 上 比 式 人 可 以 使 用 施 托 尔 蒜 定 
理 . 因此 , 再 用 柯 西 定理 , 有 

jm A = jim frnt1) — frn) _ jm fo) {en) 


nm, glzn) Hom 中 (ni 一 glrn) Da Er er ” 
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如 时 最 后 的 极限 存在 的 话 . 然而 , 此 处 数 co 满足 不 等 式 zn < cs < znj1, 由 此 推出 当 n 一; oo 时 
cn 一 已， 因此 量 后 的 极限 存在 且 等 于 1 


应 该 指出 , 使 用 施 托 尔 芯 定理 必须 要 有 数列 9g{x,) 的 单调 性 , 而 此 性 质 是 由 在 点 x = & 的 某 
左 半 邻 域 中 g(xz) 天 0 这 一 条 件 来 保证 的 。 共 


例 1，lim, zz 一 1 根据 洛 必 达 第 二 法 则 , 有 


| 一 


并 
x m2 
所 以 
四 lim ln 

lim zz 一 lim er” 一 e+ =e =1. 

下 一 们 十 下 一 笠 十 
2. 使 用 洛 必 达 第 一 法 则 , 我们 得 到 

， 加 一 多 1 coszx ， 羡 忆 站 
lim = lim 3 一 二 一 二 
TD I I 一 站 T 5—0 65x 6 

第 二 十 二 i 


811， 局 部 泰勒 公式 
作为 应 用 ,我 们 来 证 明 带 人 收 亚 诺 型 余 项 的 素 勒 公式 ， 人 们 也 称 之 为 局 部 素 勒 
公式 . 


我 们 看 到 , 微分 df 近似 于 增 量 A7 精确 到 高 于 1 阶 的 无 穷 小 此 事 记 作 
Ag — Wf (2) = oAT), 即 


fz) — fa- far—a)=ollrs al) Br 0. 


洛 必 达 法 则 可 用 来 推广 这 个 结论 ， 
我 们 来 考察 n 阶 泰勒 多 项 式 : 


了 i a (ny} 
g(r) = fal 5) = fo) + YA + FAA + (Ae), 
其 中 Ax=z-a. 


定理 19〈 带 有 便 亚 诺 型 余 项 的 察 勒 公 式 ) 设 Flz) 在 点 工 = 吕 的 某 亏 域内 中 一 1 
次 可 投 且 存在 Finifa)- 那么 


r(7) = f(7) — fn(o, 72) =ol(AL)") 当 Az 一 0 时 ， 
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”局 部 泰勒 公式 的 第 一 个 证 明 当 > a 时 , 把 洛 必 达 第 一 法 则 应 用 于 比 式 
rm 其 -1 次 ,我 们 得 到 


czZ) = 


(z — a)" 
jm rr) jm mi{z) ri (z) 
lm (tC— 名) lm nlrz— a)n-l 一 lim, nllz 一 a) 
一 ge) 
mn! ra Ta ” 
我 们 还 有 
sr = D0) + F(a) — oo), 
由 此 


- i ri-l) (x) 
ime) = ln fae 


二 1 lim (9 tn 一 Dfa] fo) ) 


了 2 2 rr—a 
= (0) 0) =0. 


换言之 , alz) 当 = 一 & 时 是 无 穷 小 国 数 , 因此 *fz) = {z 一 2)"?alz), 其 中 afz) 是 无 
穷 小 , 即 


rz) = 0o((T—a)"), 有 


具有 侯 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 适合 于 计算 极限 . 实际 上 , 例如 当 x 一 0 时 , 有 


。 加 3 2 | ( 5) 
sin% = 可 十 可 of x ). 
由 此 ， 
sinz z+ ofz5) 
lim 6 _limnl0 “1. 
车 一 + 全 Tz | Te 120 


重要 的 是 指出 , 局 部 泰勒 公式 还 具有 深刻 的 内 涵 . 特别 是 , 它 推广 了 后 数 在 一 点 
处 可 微 的 概念 , 因为 当 ”= 1 时 , 我 们 从 它 得 到 前 面 给 出 的 函数 的 微分 的 定义 . 

我 们 说 , 对 于 某 mw & NN 葬 数 f(z) 和 g(x) 在 点 xo 处 有 n 阶 切 触 ,如果 当 工 一 2 
时 成 立 关系 式 f(x) 一 g(x】 = ol{z - zolj”)， 那 么 ,局 部 泰勒 公式 断言 ,泰勒 多 项 式 
fn(z) 与 函数 f(z) 有 阶 切 触 . 

我 们 发 现 , 如 果 两 个 n 阶 多 项 式 Bfz] 和 Qn(x) 在 基点 xo 处 都 与 某 一 郴 数 
gfz 有 nn 阶 切 甬 , 那么 它们 的 系数 重合 , 从 而 Bi(z) = Qn(7), 实际 上 , 那 时 


hn (2) = Pn (x) — Wntr) = (Pn(2) — 9(7)) + (9(7) 一 外 oz) 一 以 他 一 20) 小 


但 由 于 多 项 式 h(x) 的 阶 数 为 n, 所 以 令 z 一 zo 就 得 知 hn(x) 的 一 切 系 数 侈 是 委 . 
这 表明 Ptz) 和 已 of(z) 实 为 同一 多 项 式 , 由 此 亦 得 出 , 上 面 所 证 的 定理 中 的 泰勒 多 
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项 式 所 (x) = fn(a;z) 是 唯一 确定 的 . 函数 f(x) 在 点 a 处 的 导数 值 通过 此 多 项 式 的 
系数 cx 按 下 述 公 式 给 出 


fo) = klen, R= 1 ,Nn. 


有 趣 的 是 , 可 能 出 现 这 样 的 情形 , 函数 f(z) 在 点 a 处 已 经 不 存在 二 阶 导数 产 (o)， 
但 同时 在 此 点 处 该 明 数 都 与 n 阶 多 项 式 忆 ,(z) 其 有关 2 阶 切 触 . 此 时 , 对 于 天 > 2， 
量 


B = kleg, 

其 中 oi 是 多 项 式 PP(z) = cx 一 aj* 的 系数 , 可 以 看 作 是 函数 f(z) 在 点 f=a 
处 的 相应 阶 数 的 导数 的 概念 的 推广 我 们 称 这 些 数 为 函数 f(z) 在 点 z = 处 的 天 
阶 标号 并 记 作 Bk = (f(a)). 


例 末 数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 申 上 “几乎 处 处 ”和 间 斯 , 但 同时 它 在 一 个 “处 外 稠密 
的 集合 ” 上 不 仅 有 一 阶 导数 而 且 有 一 切 阶 数 的 标 导 Bk(f(z)) (3[ 呈 中 的 短语 的 确切 
合 义 在 下 面 说 明 }. 这 个 熙 数 是 这 样 给 出 的 : 


ro 0 如 果 x 是 无 理 数 ， 


nn 站 果 zw= 一 ， (m,n = 1. 


> ”我 们 仅 限于 证 明 该 西数 的 一 阶 导数 的 存在 性 的 论断 ， 
显然 , 如 果 xo 是 闭 区 间 [0,1] 中 的 有 理 数 , 则 f(z) 在 点 zo 处 间断 . 如 果 zo 是 
无 理 数 , 那么 对 于 任 给 的 。 > 0, 仅 存 在 有 限 个 分 数 其 分 母 不 超过 N = | | + 记 它 
们 为 1 ** yTE. 
设 5= min |zo 一 rxl. 那么 对 于 任何 满足 条 件 |x -- rol < 5 的 x 都 有 
(fo) Fo = <N SN < 
我 们 还 需要 下 面 的 定义 和 定理 


定义 数 am 叫 作 是 代数 教 , 如 果 它 满足 一 个 整 系数 代数 方程 . 数 a 叫 作 无 理 数 ， 
如 果 它 不 满足 任何 一 阶 整 系数 代数 方程 ， 


我 们 不 加 证 明 引 人 下 述 定理 . 
定理 20 (罗斯 (Reotb) 写 定理 ) 设 是 无 理 数 且 是 代数 数 , 设 p > 2 是 任意 一 
个 常数 .那么 仅 存在 有 限 个 整数 对 (p,q),q > 1 (p,q) = 1 使 得 E _ 8 < 二 


DDK. F. Roth, 英 藉 德国 人 , 1925 一 , 著 1958 年 非 尔 兹 奖 一 一 译 者 注 . 
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设 zo 是 任意 的 一 个 代数 无 理 数 . 根据 罗斯 定理 , 对 于 p > 2 不 等 式 


仅 有 有 限 个 解 . 把 这 些 解 记 作 二 ， . ,证 任意 给 定 s > 0 并 堵 


Ps 
站 0 一 一 一 


1 . 
N = max (qn, 1 和 有 日 +1)， $ = min 
E di 


1 


那么 ,车 |z 一 zo| < 5@ 则 对 于 * = 全 (mm =1, 有 


1 1 
n>N, | 一 zo| > 二， |f(®) ~— fo) = 二 


因此 ， 
fr)— fro)| ,nr™ nl 1 
So er “nN 
而 大 x 是 无 理 数 , 则 
fe) fo0)|_ 0。 0 
XT— xo 


于 是 已 证 实 , 函数 f(x) 在 代数 无 理 数 zo 处 有 导数 零 . 

称 一 个 集合 4 是 在 闭 区 间 [a 中 处 处 稠密 的 , 如 果 对 于 任何 点 x E [是 在 每 
个 会 x 的 开 区 间 中 都 至 少 含有 和 集合 4 的 一 个 点 . 

那么 ,上述 函数 : 1) 在 闭 区 间 [0, 1] 的 一 个 处 外 稠密 的 集合 上 间断 ( 意 指 在 其 每 
点 处 间断 一 一 译 者 注 ); 分 在 闭 区 间 [0, 1] 中 的 一 个 处 处 稠密 的 集合 上 连续 ( 意 指 在 
其 每 点 处 连续 一 … 译 者 注 ); 3) 在 [0,1] 中 的 一 个 姓 处 稠密 的 集合 上 有 导数 [34]. 

与 所 考察 的 例子 相 联系 , 可 能 发 生 这 样 的 问题 : 如 果 闭 区 间 [a, 站 上 的 函数 g(x) 
在 此 区 间 的 每 点 处 都 有 nn 阶 标号 Bs,9(x), 那么 此 还 数 是 n 次 可 微 的 吗 ? 晴 数 y = 
e- 起 gine 站 作为 例子 给 出 了 否定 的 回 管 . 

作为 本 节 之 结尾 , 我 们 引入 局 部 泰勒 公式 的 另 一 个 证 明 ， 此 证 明 可 以 简单 地 推 
广 到 多 变量 也 数 的 情形 . 
w ”局 部 泰勒 公式 的 第 二 个 证 明 ”我 们 使 用 关于 参数 ” 的 数学 归纳 法 , 当 n= 1 时 ， 
定理 的 结论 从 函数 的 微分 的 定义 推出 , 现 假定 %n > 1, 从 定理 的 条 件 推 出 , 函数 r(z) 
在 点 x = 6 的 某 邻 域 太 内 ”1 次 可 微 , 此 外 , 在 点 a 处 , 函数 本 身 及 其 一 切 直 到 
阶 的 导数 值 都 等 于 零 . 

往 下 , 设 zc<ez 且 Anz=r--a 用 g(t) 证 消 数 gl) 一 rlw 十 tAx). 那么 有 


r(z) =r(z) —r(a) =r(a + Az) —r(o) = g(1) ~ g(0). 


@ 此 外 应 为 ie- ml < min {5 一】 (其 中 二 不 必 是 精确 值 ) 一 译 者 注 . 
2 2 
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由 此 , 用 拉 格 朗 日 公式 于 函数 g(), 得 知 对 于 某 &,0 < < 1 有 
r(z) = g(€) = rta+€As)Ay. 


我 们 指出 , 点 a + EAz & U., 因此, 对 于 最 后 的 等 式 的 右 端 的 导数 可 以 把 参数 nm 
的 值 改 为 n -1 而 使 用 归纳 假设 , 那么 将 有 


ri(o+éAr) = ollr -al !). 


由 此 推出 rz) = oz — al"), 本 


812. 带 有 一 般 型 余 项 的 泰勒 公式 


根据 具有 佩 亚 讶 型 余 项 的 泰勒 公式 ， 在 点 的 分 域内 可 写 册 近似 等 式 Aiz) 必 
fnla,2). 有 时 在 点 a 的 某 个 其 至 很 大 的 邻 域内 , 多 项 式 户 (o 可 以 很 好 地 近似 
ftz). 此 外 , 对 应 于 仅仅 一 个 点 a 的 全 体 数 f(a) 的 值 , 常 可 用 来 计算 在 尾 意 一 点 
z 处 的 了 (x) 值 而 达到 任意 需要 的 精度 . 这 个 事实 不 单 对 于 计算 来 说 是 重要 的 , 对 于 
理论 结构 也 很 重要 . 确切 地 说 , 我 们 现在 来 证 明 分 析 中 最 重要 的 定理 中 的 一 个 , 即 融 
有 一 般 型 (或 叫 施 勒 米 希 - 劳 思 (Schl5miich-Routh) 型 ) 余 项 的 泰勒 公式 @， 


定理 21 {泰勒 公式 ) 设 f(T) 是 在 区 间 (ro,z1) 上 m+l 次 可 微 的 函数 . 设 a < 上 
是 此 区 间 内 的 任意 两 点 . 那么 对 于 任意 的 正 数 a > 0, 在 在 介 于 a 和 8 之 闻 的 点 ce 使 
得 
b—a 


b—e 


rn(b) = f(b) 一 fnla, b) 一 ?二 ( 


我 们 证 得 


f int) (0) 
(有 十 1 


) (Boyt 


(al 
1! 


CE A 


fula,b) = flo) + 


Pp 定义 数 百 为 
地 二 ~ 一 b) 
ba 


实质 上 , 要 证 的 是 在 区 间 fo, 站 中 存在 点 6 使 


nti-af (oc) 
(7 二 1)1 


n+1 
(bo) 


五 一 


我 们 借助 于 罗 尔 定理 来 证 明 此 式 , 定义 数 H 的 等 式 可 写成 : 


fb) 一 fnla, b) 一 H(b ~ a =0. 
Do. Schlimilch, 1823 “1901, 德国 人 , FE. J. Routh,1831 一 1907, 英 籍 加拿大 人 一 一 译 者 注 . 


8423。 人 带 有 一 般 型 余 项 的 泰勒 公式 , 1it . 


我 们 来 考虑 在 fa, 引 上 以 关系 式 
PE} = FD — fnlt,D) — HO A 


定义 的 形 数 p00, 显然 , efe] = D0, 此 外 ,2 的 在 (a, 上 可 微 忆 在 [机 上 连续 , 还 有 ， 
由 于 成 立 等 式 记忆 上 三 了 站 所 以 | 


plb)} = f(0) ~ fb) — HCG— b=0. 


国 此 , 根据 罗 尔 定理 , 在 区 间 (a, 胡 上, 导数 wo 的 在 某 点 c 处 取 值 为 零 ， 即 当 t= 
er € fo,b) 时 ， P(t) 二 0. 把 wt) 写成 展开 的 形式 : 
P= ft +taHb— te 
一 (ma 十 96- 站 十 .十 Om) + aH —t)°-, 
由 于 当 s = 1,.… ,n 时 有 


f(t) a ftn) Fe 人 。1 
( 可 他 一 区 ) =- (如一 区， 


is—1) 
后 以 (n+1) 
pO=aB i) 
由 此 , 当 + 二 c 时 得 到 
yO = a fd 0. 


所 以 


_ ntl antl af "ti(e) 
H= 9) (nF! 


推论 带 有 施 勒 米 希 - 劳 思 型 余 项 的 泰勒 公式 当 a 割 时 也 成 立 . 
pp 1 和 若 5b 一 wm, 风 所 (0, 耻 = 了 (a),rn(8) = 0 从 而 公式 成 立 . 
2, 车 5 < a, 则 使 用 定理 于 函数 g(x) = f(24 一 zx), = 2a 一 b. 那么 有 >ea 且 成 
立 等 式 
9(b1) = gn(a, hi) + Rn (bi). 
但 容易 确认 , g(51) = (0), 9n(6,b1) = fn(0,D, Ra{b) = rn (db). 实际 上 
(ba =(0—0) =(-1) 一 Osen; 
(nm (a 
0 (0 (5, 下 


(nr) 
六 6- a) 十 … :十 0 — 0 一 六 (oa， b). 


gn(o,b1) = 9(o) + bla) 十 … 十 


= f(a)+ 
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还 有 , 对 于 某 ca < ci 二 三, 成 立 等 式 


Rb = tl 
(03) or 站 一 如 如 一 5) {n+ 1)! 


置 ec=22 一 悦 , 屠 各 <ce<a 


+1 人 一 ”Fa n 
Bab) 一 本 € -=e) (n+ 1)! BO" = rn(D). 
于 是 , 带 有 施 勒 米 希 - 劳 思 型 余 项 的 泰勒 公式 当 a > 5 时 与 当 a <8 时 具有 相同 的 形 
武林 
泰勒 公式 的 特殊 情形 


1. 拉 格 朗 日 型 余 项 (a 二 nn 十 1). 此 时 


n+1/b—-ay"™t! ntif tnte) Fa+Dfo) 
mm 的 = (= ) Bo (ntl)l (n+1)! 


2. 柯 西 型 余 项 (a=): 


他 一 四 51 


一 fm 十 1 
m0 =D -on 


站 一 
c=at0b -a), 0<0<1, 1-0= 73, 


m0 = a0 0 Ct) 
注 1. 泰勒 公式 ( 带 任 意 型 余 项 ) 在 a = 0 的 特殊 情形 常 叫 作 才 克 劳 林 公式 
2. 将 带 一 般 型 余 项 的 泰勒 公式 与 带 佩 业 诺 型 余 项 的 素 勒 公式 进行 比较 ,我们 看 到 在 第 一 种 情 
形 我 们 有 更 精确 的 结果 ,而 做 到 这 一 点 , 对 于 函数 要 有 重 严 苛 的 要 求 ， 果 然 , 在 第 一 种 情形 ,在 考 
察 展开 式 的 点 的 邻 城内 要 求 所 给 的 函数 具有 t+ 1 阶 导数 ,而 在 第 二 称 情形 只 要 求 具有 只 上 阶 
导数 , 就 是 说 少 两 阶 的 导数 


第 二 十 三 讲 


313. 泰勒 公式 对 于 某 些 函 数 的 应 用 
1. 指数 函数 : ffz) = e”. 我 们 有 
fF(0) = FO = .= ft" (0) 一 1, Fe+Dfz) = gt, 


#13， 队 勒 公式 对 于 某 些 应 数 的 上 应 用 ‘114: 


带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 取 如 下 形式 : 


二 1 十 于 十 本 十 十 二 


EE 9<1. 
I nt mr ， < < 


对 于 任何 固定 的 =, 式 中 的 余 项 趋 于 零 , 因为 


. ztl 
二 (ns 十 1)! 
2. 函数 f{x) = sin xz, 我 们 有 


= 0. 


Fufz) = sin (z 十 到 | ， 


Fl2nTDIBry = sin (ez 十 Sr ) = (—1)" cos Br， 


带 拉 格 关 日 型 余 项 的 泰勒 会 式 给 出 


zs 


可 一 Cos Br. 


3 一 工 
十 (—1)*-! 证 


2 上 十 1 
inz 二 Xx- TT 
sns=7— Ht Et ert 


3! 
3. 函数 f(z) = cos zx. 我 们 有 


1 (2) = eos (z+ TT) 


fH (Om) = cos (oz 十 2 ) = (—1)* cos Ox. 


那么 
之 | 丰 一 上 Tk 
co8 不 二 一 可 十 下 一 "…' 十 C1 一 2 十 {一 了 (2k)! Tap CO OT 
4. 函数 了 (1x) = nl 二 oz 我 们 有 
1 n) 一 (nC— 1)! 
f {7) = TT A (xz) = (— 1) a 
因此 ， 
322 m3 1 3 
n+2)=7- 了 T+ +) tn 
ztl 1 nn 十 1 
Bn = (1)"™ (i) . 


我 们 发 现 , 车 中 < 1 则 当 m 一 oo 时 局. 一 0. 此 外 : 
a] 车 0<z<t 册 | 号 | 拟 
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b) 车-1<_rg<zcD, 则 |R,|< ”其 中 
ntl —r) 


Rp 2 CD” zt (2 
nn 1+8r \114 0 


( 柯 西 型 余 项 ). 
5. 沙 数 f(x} = (1 十 zx)*. 我 们 有 


f(r) 一 eta m1 (a nt+1)1+ rn, 


因此 
(上 zs = 二 az 十 SD A Do, +… 
oe ~-D) ~ n+l), pe, 
人 Rn = td +r) 1 0O0<0<1 
( 拉 格 朗 日 型 余 项 )， 
Rs = Ht ,0m 


( 柯 西 型 余 项 }. 若 lz| < 工 则 当 于 一 00 时 RR, -0. 
我 们 看 到 , 在 所 有 这 些 情形 , 当 nn 一 co 时 RR, 一 0. 换言之 ， 


din, fal0, 7) = fz) 
这 个 极限 表达 式 用 如 下 记 法 写 出 : 


1 = 710+ He ott Oa +. 


并 称 作 落 数 ftzx) 在 点 x = a 处 的 泰勒 级 数 . 
我 们 发 现 , 对 于 一 切 ne N, 对 于 级 数 的 第 n 项 成 立 等 式 
f(a) na fz 

一 ( — a)" = fe 


于 一 站 


重庆 一 开 一 区 


因此 , 泰勒 级 数 可 改写 成 如 下 形式 : 


of Ef a 
Af= T+ a +t +t 


这 就 确定 了 第 十 八 讲 $4 中 引入 的 等 式 的 精确 含义 ， 


S14， 人 借助 于 导数 研究 盐 数 . 极 信和 点 , 凸 性 ,了 1 总 ， 


注 “ 泰 勒 级 数 并 不 总 是 收 笋 到 生成 它 的 丽 表 . 例如 


加 ez7, 车工 关 由 
/= 
那么 对 于 性 和 何 自然 数 都 有 产品 (0) = 0. 
于 是 我 们 看 到 , 泰勒 级 数 是 夫 , 而 生成 它 的 孙 数 并 不 恒 为 零 . 
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$14. 借助 于 导数 研究 函数 . 极 值 点 . 凸 性 


我 们 的 下 一 个 自 标 是 应 用 所 建立 的 理论 来 解决 与 隧 数 的 性 状 的 研究 有 关 的 问题 . 
问题 之 一 是 探求 函数 的 局 部 的 和 总 体 的 极 值 , 我 们 来 回忆 一 些 已 经 证 明了 的 类 似 类 
型 的 结论 并 引 人 一 些 进 一 步 需 要 的 概念 . 

1. 使 Plz) =0 的 点 z 叫 作 稳 定点 . 

2. 为 使 郴 数 f(z) 在 (9, 丰 上 不 减 , 必要 且 充 分 的 是 在 (a,8) 上 fr(z) 宕 0 (可 秽 
器 莪 在 区 闻 (a,b) 上 广义 增 的 准则 ). 

3. 为 使 函数 f(z) 在 fa, 上 严格 增 , 必要 且 充 分 的 是 在 (a,8) 上 f(x) 过 0 且 在 
每 个 区 间 (gi 加 ) C (ww 下 上 f(x) 关 0 (严格 增 准 则 ). 

由 此 我 们 有 : 为 使 f(x) 严格 增 , 只 需 对 于 一 切 z & (a,5), f(x) > 0 {严格 增 的 充 
分 条 件 】. 

4. 车 在 点 wo < (oa 如 处 取得 非 正 常 局 部 极 值 , 则 zo 是 稳定 点 ( 费 纺 定理 ). 

下 面 我 们 引入 几 个 使 函数 在 给 定点 达到 局 部 极 值 的 充分 条 件 . 


定理 22 设 函 数 f(x) 在 稳定 点 zo ( 即 在 此 点 f'{(z0)】 = 中 的 某 邻 域 中 可 项 ， 
那儿 

1a) 若 在 zo 的 左边 jz] > 0 而 在 zo 的 右边 (x) < 0 则 zo 是 函数 7 的 
严格 局 部 摄 大 点 ; 

lb} 著 在 ro 的 走边 f(z) < 人 0 而 在 zo 的 右边 了 (XY) > 0, 则 zo 是 f(z) 的 严格 
局 部 极 小 点 ，; 

2. 若 f(z) 在 点 zo 的 右边 和 左边 有 相同 的 符号 , 则 ro 既 非 广义 的 也 非 狼 义 ( 即 


> ”1a) 根据 拉 格 央 提 定理 , 有 
f(z) = f(r0) + fo)F ~ ro), 
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其 中 e 位 于 以 xo 和 = 为 端点 的 开 区 间 之 中 ， 

根据 条 件 ，Pfejfz 一 x0) < 0. 实际 上 ,着 x 一 x0 >0 则 c > xo, 于 是 fle < 
0,(z 一 xojf'(c) < 0; 而 着 z 一 zo <0 则 Fle) > 0 且 (zx 一 zo)f'(c) < 0. 由 此 得 到 
f(x) < ffzo), 而 这 就 是 要 证 的 . 1b) 款 之 证 明 是 类 似 的 . 

2. 若 在 mm 的 右边 和 左边 f(z) > 0, 那么 fr(c)j(z 一 x0) 在 xo 左边 小 于 零 而 在 
20 右边 大 于 零 , 由 此 , 对 于 ri < zo < za 有 zl) < flxo) < f(x2), 这 就 是 要 证 的 
f(z) < 0 的 情形 可 类 似 地 处 理 .， 4 

上 述 定 理 给 出 了 下 述 的 在 稳定 点 处 取 极 值 的 探查 法 则 : 

著 当 从 左 到 右 通过 稳定 点 时 ,号 数 的 特 号 由 正 变 负 ， 则 表 数 在 此 点 有 局 部 极 大 
值 , 而 车 符号 由 负 变 正 , 则 过 数 有 局 部 极 小 , 车 导数 不 变 号 , 则 不 存在 极 值 . 


定理 22' 设 函 数 f(x) 在 点 ro 的 某 孝 域内 连续 而 在 此 点 的 去 心 郭 城中 可 微 . 落 
当 兴 左 到 右 通 过 go 时 , f'(z) 的 符 革 由 迁 变 人 负 , 则 flw) 在 zo 达 局 部 极 大 值 , 由 负 变 
正 , 则 f(x) 在 zo 达 局 部 极 小 值 , 车 不 变 号 , 则 无 极 值 . 

此 定理 之 证 明 完 全 类 似 于 定理 22 的 证 明 , 因为 彼 处 并 未 用 到 函数 f(z) 在 点 
z = 20 存在 导数 的 性 质 . 

我 们 来 叙述 寻求 (局 部 的 和 总 体 的 ) 极 值 和 的 一 般 法 则 . 这 里 假定 函数 在 一 个 闭 区 
间 上 连续 有 分 段 可 微 ( 即 去 掉 有 跟 个 点 外 处 处 可 微 ): 

求 出 所 有 的 稳定 点 和 导数 不 存在 的 点 , 检验 所 有 这 些 点 的 极 值 性 质 . 然后 添上 


区 间 的 端点 , 并 找 出 函数 在 这 些 点 姓 的 值 中 的 最 大 者 和 最 小 者 , 就 得 到 函数 的 总 体 
极 值 . 


定理 23【〈 极 值 点 的 第 二 个 充分 条 件 ) 设 (xo) 0 且 fr(zo) 存在 , 那么 

1) 著 产 fazol]<0, 则 xo 是 (严格 ) 局 部 极 大 点 ; 

2) 车 "(zo) > 0, 则 zo 是 (严格 ) 局 部 极 小 点 . 
PP 1. 由 于 "(zo0) < 0 所 以 f(z) 在 点 z = 20 处 减 , 而 因 f(z0) = 0, 故 户 (z)] 当 
z 从 左 到 右 通过 xo 时 , 从 正 号 变 为 负 导 , 因此 , 根据 定理 22, 点 xo 是 局 部 极 大 值 点 . 

2. 产 fzo) > 0, 故 lx) 在 点 zo 处 增 . 那么 从 定理 22 推出 , 点 zo 是 局 部 极 小 值 
点 ， 二 


定理 24( 极 值 点 的 第 三 个 充分 条 件 ) 设 
f(zo0) = = RHfzo) 一 0，Feofzoy 关 0. 


那么 
1) 若 jpifzo) < 0 则 zo 是 局 部 极 大 值 点 ; 
2) 若 fh) (zo0) > 0, 则 zo 是 局 部 极 小 值 点 . 


$14， 借 助 于 导数 研究 本 数 . 极 倘 点 . 凸 性 :7 


= ”情形 1. 当 关 = 1 时 , 结论 从 定理 23 得 出 , 设 大 > 1, 按 泰 勒 公式 表 出 f(z): 


对 (2k—2) 
f'{x) = Flro) 十 {eo}(o 一 To) 十 … :十 ee _ ZO] 
(2k—1) fe. 
- 全 = 2 (rm). 


由 此 


[2 下 一 1 
jg =- fa 0 


由 于 F293(zo) < 0 所 以 Fes ofz) 减 , 从 而 fs D(z) 当 = 从 zo 通过 时 , 从 正 号 
变 负 号 , 这 表明 f'{z) 从 正 号 变 负 导 . 所 以 zo 是 局 部 极 大 值 点 . 情形 2 的 讨论 类 似 ， 


二 


定 11 通 数 f(z) 在 区 间 (oa, 电 上 叫 作 是 上 凸 的 , 如 果 它 的 图 像 性 于 它 在 该 区 
间 中 每 点 处 的 切线 的 下 方 ， 


这 就 是 说 , 如 果 zo 是 (9, 中 的 任意 一 个 固定 的 点 且 
f(a) = Jo+Peo+e — a0) 
那么 
六 加 > fe) Yee (eb) 
我 们 说 明 , 线性 函数 @ 所 (2) 的 图 像 是 函数 f(z) 的 图 像 在 点 zo 处 的 切线 


定义 12 函数 f(x) 在 (ai 站 上 叫 作 是 下 凸 的 , 如 果 它 的 图 像 性 于 切线 的 上 方 ， 
即 
Hx) Tr) Ye em,b. 
定理 25 1) 若 在 (a,0) 上 "(zw) 所 0, 则 f(z) 在 (站 上 是 上 凸 的 . 
2) 车 在 {a 中 上 J"(z) 之 0, 则 f(z) 在 (a,8) 上 是 下 疝 的 . 


> ”1) 从 泰勒 公式 得 


j 四 = Fleo) + f(ro)(e ~ s0) + £3 (s ~— 20)’, 


其 中 ee fa 上 从, 由 于 7(x) 所 由 所 以 Ye e (a, 旭 f(z) < (7), 这 就 是 要 证 的 . 情形 
定理 25 车 了 (zo) <0 和 8 f(x) 在 点 zo 处 连续 , 则 存在 点 zo 的 5 邻 域 使 fx) 
在 此 郁 域 上 是 上 上 出 的 . 
人 D 注 意 , 这 里 把 ' 线 铂 函 数 ” 等 局 于 一 次 元 项 式 一 一 译 者 注 . 
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bp ”由 于 f*(x) 在 点 zo 处 连续 且 产 {zoj <0, 所 以 存在 数 5 > 0, 使 在 点 zo 的 5 邻 
域 中 f(x) < 0. 于 是 根据 定理 25, 函数 f(z) 在 此 邻 域 上 是 上 凸 的 有 4 

注 工 , 若 在 定 兴 11 利 定 愉 12 中 成 立 严格 的 不 等 号 , 则 函数 叫 作 是 严格 凸 的 . 在 定理 25 和 
定理 25' 中 , 严格 的 不 等 号 草 合 函数 的 严格 凸 性 . 

2, 函数 ftxw) 的 凸 性 的 定 尽 , 等 价 在 每 点 xw 二 xo 处 


gtT) = gro (lt) = f(rE) — f(T) 
在 点 wo 处 有 局 部 极 值 . 此 外 , 在 点 xo 处 成 立 条 件 
gfao0 一 0，8foo) 一 0， g(x0) = f(r0). 


因此 , 使 用 关于 函数 gz) 在 点 zo 处 的 极 值 的 定理 , 我 们 得 到 , 若 产 {20) <0 则 glz) 在 点 
zn 有 局 部 极 大 值 , 而 当 f" zo) > 0 时 在 此 点 有 局 部 极 小 值 . 在 第 一 种 情形 说 再 数 f(r) 在 点 zo 
处 严 褚 上 凸 , 而 在 第 二 种 情形 则 说 严格 下 凸 . 


定理 26 设 范 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 上 是 凸 画 数 ， 有 卫 有 一 阶 导数 .那么 导数 疡 (z] 
是 此 区 间 上 的 连续 且 单 调 的 函数 ,并 且 f(z) 的 严格 西 性 蓝 仿 户 (z) 的 严格 单调 性 . 
这 里 上 上 性 对 应 于 导数 f(z) 的 减 性 , 下 凸 性 对 应 于 f'(x) 的 增 性 . 


> ”我们 只 讨论 函数 是 按照 非 严 格 意义 下 凸 的 这 样 一 种 情形 . 在 (a, 5 中 任 取 两 点 
zl 之 vo) 设 久 二 zy 一 Flzaj 在 平面 坐标 系 中 以 弦 联 结 点 【zl 太 ) 和 (za,go)， 
并 记 此 弦 之 斜率 所 一 了 一 人 为 io. 过 点 (z1, 刀 ) 作 函 数 y = 了 (zx) 的 图 像 的 切线 . 由 于 
函数 f(x) 下 是 ， 此 切线 位 于 图 像 的 下 方 , 从 而 也 位 于 与 它 有 公共 点 (zi 妇 ] 的 号 的 
下 方 , 但 这 只 可 能 发 生 于 切线 的 斜率 户 (zi) 不 超过 驴 的 斜率 和 , 即 f(z1) < 
情形 . 

关于 点 (zz, 吧 ) 作 类 侯 的 讨论 , 导致 不 等 式 如 < f'(z2), 由 此 , 得 f(z1) < ko 所 
fr(z2). 根据 点 zi < rs 的 选取 的 任意 性 , 这 就 表明 fr(z) 在 (a, 站 上 不 减 . 

现 指出 , 根据 达 布 定理 , 产 {z) 取 遍 其 中 间 值 , 而 根据 J'(z) 的 单调 性 , 这 就 推出 
画 数 疡 fz) 的 连续 性 . 于 是 , 所 讨论 的 情形 已 完全 解决 . 

其 他 情形 的 讨论 完全 类 似 ， aa 

注 从 定义 11 和 定 艾 12 推出 , 联结 函数 图 像 上 相同 两 点 的 驴 , 对 于 上 凸 图 数 来 说 ,总 在 图 


像 之 下 , 而 对 于 下 凸 画 数 则 总 在 其 图 像 之 上 , 此 性 质 常用 来 作为 函数 同性 (对 应 地 上 证 或 下 凸 ) 的 
原始 定义 ， 


我 们 来 更 详细 地 考察 凸 画 数 的 性 质 . 作为 例子 , 我 们 只 考虑 上 凸 琐 数 . 借助 于 不 等 式 来 解析 
地 写 出 上 此 函数 的 凸 性 . 具有 端点 ti, 加 )) 刘 = 二 A031) 和 (za 加) 儿 一 ra) 的 纺 上 的 点 (T, 切 
的 坐标 的 值 可 写成 
T= 和 1 二 Mato, Y= AL + A, 
其 中 和 >0A2>0 有 目 和 十 加 二 1 这 里 假定 x1 和 xo 局 于 (a,b) 满足 条 件 zi < xw2, 由 于 此 
时 量 Y 不 能 超过 f(x), 上 记性 条 件 得 以 下 述 关 系 式 表 出 : 


FAME 十 M2T2) 裕 有 二 Ag 十 Aa 久 一 Mf (zr1) 十 Aa f(T2). 


St4。 借助 于 导数 研究 函数 . 极 值 点 . 同性 ， 119 ， 


在 这 种 情况 下 ， 函 数 ja 在 (a,8) 上 连续 且 有 右 和 导数 和 左 导 数 . 下 面 我 们 来 证 明 函 数 的 连续 性 ， 
并 且 只 限于 考察 右 导 数 . 

我 们 先 证 明 函 数 了 (x) 在 区 间 (a&, 妨 的 任意 一 点 xo 处 的 右 连 续 性 . 首先 指出 下 述 几何 事实 ， 
即 任何 与 级 数 f(x) 的 图 像 相交 的 直线 , 或 者 交 于 某 一 直线 段 , 或 者 交 于 不 多 于 两 个 点 , 实际 上 上, 如 
果 存 在 三 个 这 样 的 点 4 = (xi, 六) BB 二 {wa, 392) 和 局 = (za 所 )21 < wz 之 w3 的 话 , 那么 在 区 
间 《za, zz) 或 在 区 间 (zo,%s)】 中 必 存 在 点 xd, 使 得 DD = 【rd (za)) 不 在 以 态 和 已 为 端点 的 攻 
上 . 然而 那 时 , 如 果 zs E (ri,say 的 话 , 则 点 DD 必 位 于 攻 AB 之 上 , 而 弦 DC 将 位 于 点 日 之 
土方 , 这 与 函数 fx) 的 上 凸 性 抵触 . 而 车 rd 位 于 区 间 (zs,z3) 内 , 则 引 4D 必 从 点 B 之 土方 
通过 ， 

由 此 推出 , 若 点 z5 € (a 如 位 于 点 ro 的 左边 , 那么 函数 了 [x) 的 图 像 对 应 于 点 rz > xo 的 那 
部 分 必 位 于 联结 点 【zs, ffzs)) 和 (xo, f(z0)) 的 强 的 延长 线 的 下 方 . 这 表明 , 如 果 有 是 纺 石 
的 持 率 , 则 对 于 一 切 x > ro 有 入 fro) 所 丰 和 rz 其 中 各 一 工 一 zp- 因此 ,我 们 汤 定 当 Ax 一 有 1 
时 和 Fro) = OCAz) 一 0 这 表明 函数 f(x) 在 点 zo E fo, 站 处 右 连 续 , 类 似 地 了 证 函数 f(z) 在 
点 wo 处 堪 连 续 , 于 是 存 区 间 (a,8) 的 所 有 的 点 处 , 此 画 数 都 是 连续 的 . 

当 转 向 证 明 flz) 在 点 z= 二 ro 处 用 导数 时 , 我 们 指出 ， 对 于 任何 点 we 和 wz, 只 赣 满 足 
z0 < 26 < ZT 联结 点 {wo, (xo)) 和 (zxe, f(z6)) 的 束 就 一 定 不 会 位 于 联结 点 (xo, f(T0)) 和 点 
(rz, Frzr 的 怠 的 下 方 , 因此 , 对 于 这 两 条 纺 的 幸 率 ks 和 和 成 立 不 等 式 ks 之 ker, 即 


ko 二 全 FE Aflzo) 
A ”Ar 


总 罗 二 册 6 下 正品 站 T=T7T— TO 


= kr. 


于 是 ,， 当 差 量 As 从 有 方 单词 的 于 零 时 ， 比 信 全 多 20 是 不 沽 的 另 一 方面 , 这 个 比值 是 以 量 如 
为 界 的 , 这 里 各 是 上 面 在 证 明 ffz) 在 点 2 二 xd 的 连续 性 时 所 考察 过 的 量 . 因此 , 根据 单调 西数 
的 性 质 ,比值 的 极限 lim 人 Ra) 存在 , 它 依 定 义 乃 是 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 右 导 数 . 左 导数 
的 情形 类 似 ， 

二 是 我 们 证 明了 , 对 于 上 凸 遂 数 , 在 闭 区 亲 fo, 中 的 每 个 内 点 处 都 存在 右 导数 和 左 导数 , 虽 
然 它 们 不 必 相 等 ， 

另 一方 面 , 我 们 证 明了 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 右 导 数 不 超 过 斜率 hi. 而 当 zs 一 wo 时 量 各 
的 极限 是 函数 f(x} 在 点 £ 二 zo 处 的 堪 导 数 (x0 一 )， 由 此 推出 , 在 开 区 间 约 任何 一 点 处 , 右 导 
数 不 超 过 左 导数 , 而 车 考察 两 个 不 同 的 点 ze < za, 那么 联结 (zo, f(x0)) 和 (zi f(xw1)) 的 营 的 土 
率 把 在 点 zo 处 的 右 导数 了 (zo) 的 值 和 在 点 nm 处 的 左 导数 f(z1 一 ) 的 值 “分 开 ”， 即 


六 (ro 十 ) 字 睛 六 下 (2 一 ) > 人 rit) 


由 此 推 山 , 产 (w+) 在 区 间 (a, 肪 上 不 增 . 对 于 左 导数 有 同样 的 结论 . 由 于 这 两 个 函数 都 是 单调 的 ， 
它们 中 的 每 个 都 具有 不 多 于 可 数 多 个 的 第 一 类 的 间断 点 . (ao, 区 间 的 其 他 的 点 都 是 这 两 个 销 数 
的 连续 点 . 根据 最 后 的 不 等 式 , 在 这 样 的 点 处 , 两 函数 的 值 相等 , 而 此 时 函数 f(x) 有 常 义 的 导数 


产 (z0] = f(z0t) = f (xz0—), 
此 常 允 导数 同样 是 在 该 点 处 连续 的 , 非 增 的 阔 数 . 
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此 外 , 根据 第 一 类 间断 点 的 性 质 , 在 这 样 的 点 狂 对 于 外 [z+) 和 产 (z 一 ) 都 有 右 极 限 和 左 概 
限 , 且 这 些 模 跟 分 别 与 该 点 处 的 石 导数 和 左 导 数 重 合 . 其实 , 对 于 上 丁 函 数 , 右 导数 在 每 一 点 都 在 
连续 , 而 堪 导数 出 堪 连续 , 我 们 还 是 只 考察 函数 f{z) 在 点 ro 处 的 右 导 数 , 根据 定义 , 它 等 于 当 点 
zt 以 右 过 不 于 zo 时 联结 点 【zo, ffzoy) 和 (zx, f(z)) 的 蓄 的 斜率 让 的 值 的 极限 . 我 作 指 出 , 随 着 
z 的 减 小 , 量 上 不 减 . 如 果 ro < zi < zx， 则 通 讨 点 (zi,ffzi) 和 (ww, 了 (xz)) 的 弦 的 射 率 不 超过 
产 (z1 上 . 而 量 霹 当 mi 一 2 时 趋 于 有 因此 , 函数 户 (z: 十 ) 当 31 一 zo 十 时 的 极限 [不 小 于 疙 
即 i 产 ， 由 二 推出 

[es sm = f(rot), 

然而 由 于 (w+) 不 增 , 总 有 所 产 (zo), 所 以 上 = 了 (zo+), 这 表明 函数 产 (z+) 在 点 zo 处 右 
连续 . 


第 二 十 五 讲 


815. 拐点 


定义 13 区 间 (a) 中 的 点 zo 叫 作 是 可 徽 函 数 f(x) (或 它 的 图 像 ) 的 据点 ,如 
果 存 在 点 zo 的 去 心 邻 域 , 使 得 在 它 的 右 半 邻 域 中 和 左 半 邻 域 中 函数 flz] 分 别 都 有 
西 的 图 像 但 两 边 西 性 的 方向 相反 ， 


定理 27 ( 损 点 的 必要 条 件 } 落 函 教 ffz) 在 点 x = xo 处 有 二 阶 导数 且 点 ro 是 
扬 点 ,出 
firo) = 0. 
。 ”根据 条 件 在 点 zo 处 存在 二 阶 导数 产 (zo, 因此 r(z) 在 该 点 连续 , 为 确定 起 见 ， 
我 们 认为 函数 f(x) 在 点 zo 的 右 半 邻 域内 上 吓 , 而 在 左 半 邻 域内 下 此 , 那么 根据 $814 


定理 26, 导数 f'{zx) 在 点 xo 右边 不 增 , 而 在 它 左 边 不 减 , 这 表明 它 在 点 xo 有 局 部 极 
小 值 , 使 用 费 马 原理 , 由 此 断言 


(F(z))z=zo = f(r0) =0. 4 


往 下 仅 在 严格 的 意义 谈论 据点 , 就 是 说 在 拐点 的 定义 中 在 两 个 半 和 邻 域 中 丝 成 立 
严格 的 凸 性 ， 
定理 28 (严格 损 点 的 第 一 个 充分 条 件 ) 设 函 数 ffz] 在 点 = zo 的 去 心 邻 域 
中 二 次 可 徽 且 当 mr < xzo 和 当 了 > 2zo 时 JY(z) 有 相 异 的 符号 , 那么 , 车 J"(x0) = 0 或 
者 ffzo) 不 存在 则 xo 是 函数 ffz) 的 图 像 的 严格 客 点 . 中 
中 内 要 了 在 点 ro 处 有 一 阶 导数 , 条件 “车 Pr(zo] =0 或 .…… ”是 多 余 的 一 一 译 者 注 . 


815、 拐 点 .121 ， 


pp 由 于 产 (人 在 <xzo 和 zz>3zo 分 别 保 持 相 反 的 符 导 , 所 以 f{z) 在 这 两 部 分 有 
方 同 相反 的 严格 凸 性 , 依 定 义 ,ze 是 严格 损 点 ， 二 

此 定理 可 和 叙述 为 : 若 f"(xo0) =0 且 f"(zx) 在 点 xo 处 严格 增 , 则 xo 是 严格 损 点 
( 当 (zol) =0 且 J?(w) 在 点 xo 严格 减 时 有 同样 的 结论 ). 吕 


定理 29 (严格 拐点 的 第 二 个 充分 条 忻 ) 设 函 数 f(z) 在 lao,B) 上 二 次 可 微 ， 
f"(x0) 二 0 且 硝 在 f(z0) 关 0. 则 ro 是 严格 扬 点 ， 


p ”由 于 (3)(zo) 关 0, 那么 或 者 3)(zo) > 0 或 者 Fal(zo) < 0， 在 第 一 种 情况 ， 
产 (r) 在 点 zo 处 严格 增 , 而 在 第 二 种 情况 8*(zx) 在 此 点 处 严格 减 , 所 以 , 从 定理 28 
推出 , 在 两 种 情况 下 ,xo 都 是 严格 拐点 二 


定理 30 (严格 损 点 的 第 三 个 充分 条 件 ) 设 zo e (a,B) 且 设 f(z) 在 四 是 上 中 
次 可 微 . 设 存在 ftprDlzo) 天 0 且 FD(zo) = Fo(zol = 一 Fo(zol 一 0 那么 mo 
是 严格 扬 点 ， 


we ”我 们 指出 , 根据 条 件 J2*+D (xo) 关 0, zo 是 Fo(z) 的 增 点 或 减 点 ,考察 所 zo 
的 去 心 5 邻 域 世 Febfz) 在 U 中 当 通过 zo 时 改变 符 导 且 在 xo 的 两 个 左 石 半 


邻 域 中 分 别 保 持 不 变 号 . 
下 面 可 认为 天 > 2, 因为 二 1 时 定理 30 从 定理 29 推出 设 x e U. 根据 泰勒 全 
式 , 有 
(2E—1) (2k)} 
f(z) = fOr0) + .+ i - Ee (x 一 z0)2r-3 十 而 人 (z — zo)2*-2 
(ZF) 
和 zo)? 


其 中 =el(xy E 世 县 (位 一 zolte 一 TID) > 0. 但 {z -- roy28-2 对 于 z < 区 不 变 导 , 而 
Fife) 变 导 . 因此 f(z) 变 导 , 所 以 根据 定理 28, 后 mo 是 严格 扣 点 .4 


例 41.34 一 22; 点 z= 二 0 是 (严格) 扣 点 . 
2. Y = z+ 点 Zz 二 0 是 (严格 ) 拐点 . 


定义 14 平面 xO% 中 的 直线 x 一 a 叫 作 函数 f(x) 的 竖 直 渐 近 线 ， 如 果 极 限 
Lim f(s) 和 im, f(z) 中 的 一 个 等于 二 oo 
例 y =. 这 里 直线 * 一 0 就 是 竖 直 渐 近 线 
定 儿 15 直线 ?= kr 十 b 叫 作 济 数 f(z) ( 确 言 之 , 是 函数 y= 二 f(T) 的 图 导 ) 当 
x 一 十 00 时 的 图 渐 近 线 ， 如 票 轨 了 一 十 oo 时 
afz) = f(r 一 rr 一 五 一 0. 
巴 定 理 28 获 舍 这 个 说 尘 , 但 反之 不 真 一 一 译 者 注 . 
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当 x 一 一 00 时 的 射 渐 近 线 类 似 地 定义 ， 


定理 31 为 使 函数 了 f(z] 当 一 +oo 时 存在 鲜 渐 近 线 yy 二 kr 十 b, 必要 且 充 分 
的 是 当 工 _， ioo 时 下 述 条 件 (同时 ) 成 立 ; 
21 mf CY) — kr}=b, PeR.. 


当 z 一 +eo 时 alr) = f(x) — kr —b-0. 


因此 pp 
{ee ,0 当 5 一 十 cc， 
由 此 推出 
im HE 
工 一 十 co 站 
还 有 


slim (FT) — ke) = lm f(r) kro) + 
定理 的 第 一 部 分 获 证 . 
充分 性 由 于 ,lim (f(z) — kz)~=b 所 以 
,= 本- 有 = 


定理 完全 证 实 。 关 
如 果 对 于 函数 f(z), 定理 31 的 条 件 1 成 立 , 则 说 直线 y = kz 给 出 了 渐 近 方向 . 
我 们 引 人 一 个 当 函 数 由 隐 式 给 出 时 求 斜 浙 近 线 的 例子 . 


例 考察 曲线 方程 
Bary = 0. 
将 其 参数 化 , 置 y = tz, 那么 得 到 


2 人 1 十 丰 ) 一 3az2 = 0, 


由 此 得 知 , “ = 二 = Hz) 当 z 一 +co 时 是 有 界 量 , 且 Hz) 一 -1 . 因此 , t = -1 即 直 
| 线 y= _z 给 出 了 渐 近 方向 . 现在 来 求 渐 近 线 方程 y = -x+5 中 参数 5 的 值 . 我 们 有 


yy 二 一 人 十 b+ oll)， 
t+ (s+ — Sar(—sz + 6 = olr?), 


15.。 损 点 :123. 


由 此 


$720 + oa) + 3rtab — P+ = olr?), 
ab—b i 


b 一 -一 . 
十 忆 十 了 + 有 otl) 


在 最 后 的 等 式 中 过 渡 到 极限 x 一 ceo 得 到 5 十 a = 0, 由 些 48 = 一 a, 所 以 待 求 的 当 
Y 一 80 时 的 浙 近 钱 的 方程 是 y= -zz 一 4 


边界 极 值 ” 设 晴 数 定义 在 闭 区 间 [a, 避 上， 


定 迪 36 点 站 也 作 这 办 局 部 被 大 值 (家 小 值 ) 点 ， 如 果 丰 在 开 区 闻 (4a,a 十) CC 
[a, 刁 , 使 得 对 于 它 移 每 点 x 都 成 立 不 等 式 fa > 了 (7) (对 应 她，Ffz) > f(a)). 


当 f(a) > f(z) 时 , 成 立 非 正常 (局 部 ) 极 大 ; 当 fla) < f(x} 则 成 立 韭 正常 (局 
部 ) 极 小 . 
对 于 点 5 可 和 作 同 样 的 定 闵 , 只 需 把 区 间 {faa 十 全 摸 为 (b 一 5 可. 
边界 极 大 和 边界 极 小 都 叫 作 边界 极 值 . 
引 理 1 为 使 在 点 a( 或 辣 处 有 {正常 ) 边界 极 值 , 充分 的 条 件 是 在 此 点 处 函数 
f(x) 有 噶 于 零 的 单 侧 好 数 ， 
> ”证 明 与 达 布 引 理 的 证 明 类 似 . 


例如 , 若 当 xz € (aa+g 时 fr(z) > 0, 则 & 是 边界 极 小 值 点 因为 对 于 
z € (oa+ 司 存在 os(wa+ 引 使 得 flz) -Fa = Yolz 一 0) > 0 从 而 
fxr} > fla). 4 


构 作 阔 数 f(z) 的 图 像 的 一 般 方案 

1. 找 出 函数 f(x) 的 定义 域 . 

2. 考查 函数 的 特性 (奇偶 性 , 周期 性 , 变 号 性 ). 找 出 图 像 与 坐标 轴 的 交点 、 
3. 指出 函数 在 定 尽 域 的 边界 处 的 值 以 及 在 间断 点 处 的 值 . 找 出 竖 直 渐 近 线 ， 
4. 找 出 斜 渐 近 线 . 

5. 确定 单调 性 区 间 , 确定 局 部 极 值 和 边界 极 值 . 

6. 找 出 是 性 区 段 以 及 损 点 . 

7. 在 函数 图 像 的 构 作 中 反映 出 所 列 出 的 它 的 特征 . 
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第 二 十 六 讲 


3816. 插值 


搬 值 或 插值 法 的 目的 是 根据 函数 及 其 导数 在 定义 域 瞧 的 某 些 给 定 的 点 处 的 已 知 
的 值 来 近似 求 出 此 函数 . 这 个 问题 是 完全 确定 的 ， 如 果 函 数 的 形式 已 给 定 , 且 未 知 
参数 的 数 日 不 超过 给 定 的 卫 数 值 及 其 导数 的 值 的 数 且 的 话 ， 壁 如 说 , n 阶 多 项 式 有 
nn 十 1 个 参数 { 它 的 系数 ), 就 可 以 根据 它 在 n 十 1 个 不 同 的 点 处 的 值 来 确定 . 

设 在 点 zl ,zn 处 多 项 式 P(z) 相应 地 取 值 f(z1),… ,f(zn). 

定理 32 府 在 唯一 的 n 一 1 阶 多 项 式 P{m), 使 得 Plxi) = (zx 二 1 和 ,hn, 
pp ”我 们 有 
1 车工 一 zk 
0, 若 TT RR Tn 


x{T) = | 
其 中 


Qi 四 一 这 一 二 全 一 2 证 一 太一 
天 (wh 一 1) 一 TPR 一 了 


那么 P(x) 可 写成 
P(x) = fx)(T) Fe frn) nlT). 


我 们 来 证 明 多 项 式 P(x) 是 唯一 的 . 实际 上 , 假定 还 存在 一 个 具有 上 述 性 质 的 多 项 式 
Q(z). 那么 和 (zk = 了 zx), 二 1,… 由 此 得 到 m 一 1 阶 多 项 式 F(z) = P(X) 一 Q(x) 
有 nn 个 根 , 即 Flzp) = 0,k = 1,… ,nn ,因此 F(x) 三 0, 即 多 项 式 P{z) 和 Q(z) 
恒 等 ， 4 

给 出 多 项 式 P{x) 的 公式 叫 作 拉 格 朗 日 揪 秆 公式 . 这 里 , 点 x1,… ,xn 叫 作 播 值 
节点 . 

设 flz) 是 某 个 函数 . 用 用 (ze 代表 在 点 za … ,zk 处 取 值 f(z1),… ,Flze) 的 
一 1 阶 多 项 式 . 那么 揪 值 公式 可 以 写成 


P(x) = P(z) + (Plz) — Poe-1(2) = Pn(z). 
玫 一 立 


-根据 定义 天 - 工 阶 多 项 式 玉 (tr) -~ 记 _i{z) 在 点 z1,-… ,zn_1 处 取 值 为 零 . 因此 
它 等 于 4 人 tz 一 21) (2 一 Xk_1). 系数 4 与 儿 项 式 记 .(x) 的 最 高 次 系数 重合 有 量 根 
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据 拉 格 朗 日 插值 公式 , 它 等 于 
4 J {x1) f(x2) 
k 


(zi — 2) (zl — zx) (za 一 31 儿 Z2 一 了 3) (za 一 Ck) 
f {xk) 


人 


这 样 一 来 , 系数 A 是 zl …… ,zx 的 某 个 函数 , 把 它 记 作 如 = f(z1,…: ,zx), 那 
么 插值 多 项 式 P(z) 可 写成 


十 : 


Plz) = (81} + (F — ti}falr1, ra) 
十 -二 (人 一 


上 其中, 置 z = zl 显然 有 Plzl) 一 了 (x1) = 记 (z]， 这 个 公式 叫 作 牛顿 (Newton) 插 
值 公式 ， 著 数 六 (zi … ,2 一 1,m, 叫 作 揪 值 函数 . 
在 牛顿 插值 公式 中 令 > = x 得 
flxn) = Plzn) = fr1) + (Tn — T1)f2(71, 22) 
十 … 十 (zn 一 xz1) "0 (Tn Tn-1) 六 (1， ， Tn). 
这 里 插值 节点 xn 是 一 个 任意 的 数 , 因此 把 zu 换 成 zx, 我 们 得 到 
f(r) 一 天 了 十 人 一 3] 头 人 2 和 十 十 人 一 了 (一 了 


把 插值 节点 去 掉 一 个 点 zw-_1, 对 于 插值 节点 xi,… ,zw-2 写 出 这 个 公式 , 并 从 上 式 
中 减 掉 所 得 的 恒等式 , 于 是 得 到 


fitr1, "hn, 工 ) 一 六 1(Z1， “2° ,Tn_1) 
| : 


fn lz1, ~: " 1 Tn—i; TT) 一 


这 样 一 来 , 对 于 n= 2,3,…- 成 立 关 系 式 
f(x) ~ fr1) 


falz1, 7) 一 ,fa{z1, 22, 2) = Far1 5) — flr 22) , 


| TT— Ln 
这 些 关 系 式 使 得 可 借助 简单 的 算法 计算 出 插值 函数 . 为 了 确定 n 一 1 阶 牛 顿 插值 多 


项 式 的 全 部 系数 , 只 要 计算 插值 函数 在 ?一 个 点 { 重 数 计算 在 内 ) 处 的 值 , 这 里 


本 质 的 事情 是 , 每 当 增加 一 个 新 的 插值 点 时 , 先前 算出 的 插 慎 隔 数 依然 保留 , 且 仅 需 
对 它们 添加 播 值 现 数 在 该 点 处 的 值 . 


定理 33 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,] 上 有 nn 阶 上 导数, a 之 二 :< 的 
5， 那么 威 京 公式 
f(D) = Patb) + RD) 
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) 
n 


> ”考虑 辅助 晒 数 


其 中 RD = Ov 一 z1 全 一 2 且 c 是 属于 (ww 及 的 某 个 点 ， 


9(2) = f(r) — PnlF) — (F — £1). (~ Tn)H, 


其 中 五 是 某 个 数 , 其 值 待定 , 我 们 有 
gf = = g(rn) =0. 
我 们 从 关系 式 g(8) = 0 来 求 基态 . 由 此 , 使 用 罗 尔 定理 n 次 , 得 对 存在 数 c € (ob) 
使 gm(e) 一 0, 由 此 
fe — ntlH = U0. 
所 以 i 
Fy 


nl 
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设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 站 上 可 微 , 那么 表 数 f(z) 在 [中 上 连续 , 于 是 根据 
柯 西关 于 中 间 值 的 定理 , 对 于 任何 人 旬 于 数 f(a) 和 六 站 之 间 的 oe RR, 在 闭 区 间 [a, 冲 
内 部 存在 点 c , 使 得 fle) = a 无 论 在 理论 意 闵 上 还 是 在 实践 意 关 上 , 计算 数 c 的 达 
到 预先 给 定 的 精确 度 的 近似 值 都 是 一 个 自然 而 重要 的 问题 , 例 怒 , 可 以 提出 这 样 的 问 
题 , 求 方程 z? = 2 的 根 , 精确 到 小 数 点 后 第 十 位 , 也 就 是 说 , 求 出 V2 的 近似 值 co， 
使 得 成 立 不 等 式 |v2 一 co| < 10-, 及 诸如 此 类 的 问题 . 

我 们 来 考察 求 这样 的 近似 值 的 两 个 自然 的 方法 , 即 : 割 线 法 和 切线 法 . 切线 法 也 
叫 作 和 牛顿 法 , 因为 牛顿 第 一 个 使 用 了 这 种 方法 . 这 些 方法 之 重要 , 不 仪 是 由 于 它们 自 
身 的 意义 , 而 且 也 是 由 于 它们 基 许 多 应 用 于 复杂 得 多 的 情形 的 计算 程序 的 最 简单 的 
模型 . 两 个 方法 都 是 选 代 式 的 , 叶 它 们 由 上 顺 次 计算 茶 些 数 zi zz,…… ,zn,-… 作成 . 这 
里 , 当 n 一 oo 时 , 差 je 一 za 一 0, 因而 从 某 个 号 码 no 开始 , 它 变 得 小 于 预先 给 定 的 
值 , 这 个 值 叫 作 给 定 精度 辟 计 算 误 盖 ， 

割 线 法 ”我们 确定 zi 为 水 平 直线 y = a 与 晴 数 图 像 的 “ 弦 " 的 交点 的 横 坐 标 ， 
此 弱 即 联结 点 (a, f(a)) 和 (b, 了 (由 ) 的 线段 , 用 五 代表 闭 区 间 [e, 引 . 令 4 = Fo) 和 
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B = Fi 从 对 应 的 三 角形 的 相似 性 出 发 , 我 们 对 于 所 求 的 量 z， 有 方程 : 
x—-A B-a 人 一 天 


Ti—& bz Ti1—b 


由 此 求 得 


一 人 一 百 } 十 其 一 上 4) 
B-—A : 

然后 , 选取 闭 区 间 ia, zi] 和 [rz 和 之 中 的 一 个 作 五 , 使 数 a 奶 在 它 移 两 端点 处 的 值 
之 间 , 即 在 五 的 端点 处 f(z) -= a 有 相 异 的 符号 . 按照 同样 的 原则 选取 五 , 并 依 此 类 
推 . 我 们 得 到 一 个 氏 套 闭 区 间 组 : 囊 2 大 3 了 2.…. 如 所 周知 , 这 组 区 间 含 有 
公共 点 c. 

如 果 , 譬如 说 r(x) 关 0 则 f(z) 不 减 , 从 而 由 f(x) 的 连续 性 推出 Fw = a , 因 
为 在 每 个 闭 区 间 I 的 两 端 函 数 g(x) = f(x) 一 a 都 取 异 号 的 值 . 

切线 法 ”这 个 方法 如 下 作成 . 为 简单 起 见 设 a = 0. {如 果 不 是 这 样 , 则 代替 方程 
ffz) = ea 而 考虑 方程 g(x) = 0, 其 中 ofz) = f(x) 一 a.) 值 x1 由 关系 式 


fb) _ fb) 
bz = f' (5), 即 Z1 一 也 f(b) 


Tro A}—ble—A)= Ta- B)-ala- B), x 


来 确定 , 对 于 mn 兰 1 有 
Znpt = Tn 一 flzn) . 
f(gn) 
在 两 种 方法 中 , 还 应 该 会 确定 何 时 终止 计算 过 程 . 为 了 简化 此 问题 的 求解 并 减 
少 计算 量 , 人 们 使 用 下 述 的 组 合 的 方法 . 
割 切线 法 ”此 方法 的 实质 是 寻找 遵从 条 件 zc < gm 的 点 对 zn yn. 计算 zx, 
和 y, 的 值 的 程序 是 这 样 的 . 设 在 五 = [可 上 产 (z) > 0. 用 割 线 法 确定 z1, 而 用 切 
线 法 确定 Yl1: 那么 x <c< 21， 接着 把 [x1, yi1] 取 作 了 同样 用 割 线 法 确定 bi 而 用 
切线 法 确定 yo, 得 闭 区 间 4 = [x2, yo1, 依 此 类 推 . 一 旦 出 现 Irs 一 加 | < 5, 到 此 计算 
c 的 过 程 就 达到 精度 5 而 终止 . 


例 设 f(z) = 22 一 a,a = 0,4 一 2. 度 用 切线 法 ,为 确定 起 见 令 zo = 1. 值 zat 
由 下 面 的 公式 求 出 : 


za el( 2 
Tn+1 = Tn Frn) 一 Tn 27。 国 pn 十 Rr . 


为 了 弄 清 这 个 计算 程序 收 和 伍 得 多 快 , 我 们 来 估计 第 ”+1 步 的 误差 . 为 此 , 用 rn 
表示 量 r。 = |va - zn] . 那么 


一 (WwWG 一 2 一 站 一 2 十 2 
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由 此 
=3(22 + zn) 一 Va= rnti. 


从 不 等 式 4 > V 本 得 知 当 各 之 1 时 


1 如 
Tnt+l1 一 3 (= 十 全 ) 之 Va, 
1 
因此 , 由 于 ae = 3, 


由 此 可 断定 , 如 果 z 近似 wa 精确 到 小 数 点 后 第 大 位 , 即 7 和 过 10 则 za 近似 
va 已 精确 到 第 路 位 , 于 ra+l 专 10- 估 ,例如 , 若 取 1.4 为 x0, 周知 它 近似 V2 精确 
到 小 数 点 后 第 一 位 , 即 |v2 - 1.4| < 107!, 那么 得 到 ri < 10 ,ra < 10 4 ,rn 之 
10-2”.,., 我们 看 到 , 在 第 n 步 时 , 精确 度 由 小 数 点 后 不 少 于 位 的 数 给 出 , 此 处 
二 27*. 于 是 为 计算 v2 精确 到 小 数 点 后 第 位 , 只 要 完成 n 次 壕 代 就 可 以 了 , 此 处 
n= |logz 到 十 1. 

对 于 咎 幢 方 法 的 这 种 类 型 的 估计 , 在 求解 方程 f(z) = 0 的 一 般 情况 下 也 是 成 立 
的 , 如 果 初 始 近似 值 取 得 足够 “好 ”的 话 . 此 断言 之 证 明基 于 应 用 展开 至 第 二 项 的 泰 
勒 公式 . 

要 注意 以 下 事实 : 在 估计 数值 算法 的 有 效 性 时 , 应 该 不 仅 注 意 到 选 代 的 数量 , 而 
县 也 要 注意 到 在 每 次 迷 代 时 进行 的 算术 运算 的 数目 . 例如 , 在 计算 va 时 , 每 次 夫 代 
中 进行 的 算术 运算 数目 等 于 3: 一 个 除法 , 一 个 加 法 以 及 一 个 乘法 , 因此 , 为 计算 wa 
精确 到 小 数 点 后 第 位 , 应 完成 3[logs 辐 十 3 次 算术 运算 . 但 这 还 不 是 全 部 , 首先 应 
该 注意 到 , 不 必 在 迭代 之 初 计 算 小 数 点 后 全 部 关 位 的 值 , 因为 近似 精 庶 并 不 因此 而 
提高 ; 其 次 , 竖 式 除法 比 蔷 以 一 个 数 困难 得 多 , 而 乘法 又 比 加 法 困难 . 

我 们 还 指出 , 牛顿 法 提供 了 用 乘法 代替 除法 的 可 能 性 ， 实际 上 , 例如 f(z) = 
~ % z= 1. 那么 


frn) Tn T° 作 
Entl 一 Tn 7 mm 一 T 一 了 TYnm 一 Orn. 
f'(zn) 到 
和 以 前 一 样 , 我 们 有 
mm 1 2 
ox x Or 
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现在 , 例如 当 a < 1 且 ro < 10-1 时 ,对 于 使 计算 精确 到 小 数 点 后 第 上 位 的 ( 迁 代 次 
数 ) n 的 值 , 我 们 有 : n < [logs 如 十 

对 于 数值 算法 的 有 效 性 问题 的 研究 的 更 为 精密 的 途径 是 考虑 关于 表示 数 的 各 位 
数字 进行 的 运算 , 那么 可 以 说 , 例如 两 个 ”位 数字 的 自然 数 的 加 法 需要 进行 不 多 于 
3n 次 的 运算 , 而 “学 校 ” 方 式 的 数字 紧 式 和 溢 法 需要 rn? 次 分 级 相 乘 和 m2 次 加 法 . 因 
此 , 两 个 吨位 数字 的 自然 数 的 相 乘 运 算 速度 为 Ofn2), 好 像 是 很 自然 的 . 在 20 世纪 
50 年 代 , A. 五 . 柯 尔 莫 戈 洛 去 院士 提 测 证 明 这 个 初 看 是 正确 的 结论 的 问题 . 但 事情 
并 非 如 此 . . 

在 1961 年 , A. A. 卡拉 促 巴 和 证 明了 一 个 出 色 的 定理 , 在 计算 数学 领域 开辟 了 一 
个 全 新 的 方向 快速 计算 理论 . 他 证 明了 两 个 位 数 相 习 可 以 经 O(nicss3)] 次 运 
算 实 现 , 而 不 是 Oltm?) 次 ， 


定理 34 {A, A. 卡拉 促 巴 定理 ) 存在 一 人 算法, 使 得 经 〇 (nio823) 次 运算 完成 


> ”用 二 进 制 表示 数 : a = 5… 硬 ,8 二 bn… 轴 . 我 们 注意 到 


1 之 2 
ab = 3l(a + 0)? — (a —b)]. 


一 个 数 除 以 4 只 需 把 它 向 右 退 两 位 , 这 只 需 O(n) 次 运算 . 于 是 只 要 证 暴 进 行 1 次 
数字 的 平方 需要 Orn:3) 次 运算 就 可 以 了 . 用 归纳 法 来 证 . 为 简单 起 见 , 设 n= 2* 
并 设 

0a=23.0+p, 


其 中 a 和 8 是 3 位 数 . 那么 成 立 恒等式 
G2 一 ce2f2n 一 2 和 ) 十 (ar 十 月 22 生 — F202 — 1). 
若 记 完 成 ”位 数 的 平方 的 运算 数目 为 KK(n), 则 


K{n) < 3K (3) + en 


TO 
K(2) < 3K(1}+6, 
| 3n 32n 


KW Ste(nt rr +) 


其 中 大 = logsn. 由 此 得 
Kn) 33c+1). 4 
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最 后 , 我 们 来 指出 作为 许多 选 代数 值 计算 算法 的 基础 的 共同 的 思路 . 设 要 寻求 
函数 在 点 zo 处 的 值 , 即 计算 fo = f(xo). 用 fi 来 代表 对 fo 精确 到 A。( 到 小 数 点 后 
n 位 ) 的 近似 值 ; 

An = |fn — fol. 

假定 已 知 一 个 具有 以 下 性 质 的 函数 G(x): 


GUo = fo, Cr =0. 


那么 CO 
G(fn) = GUfo) + OF) — fo) + SAF, — fo), 


由 此 排出 |f0 -GE < cA2, 其 中 c= max | 他 现在 令 所 ,1 二 G( 所 ), 我 们 得 
到 对 i 的 精确 到 小 数 点 后 2n 位 的 近似 值 . 据 此 我 们 得 到 对 于 近似 计算 万 的 值 的 快 
可 收敛 算法 . 我 们 发 现 , 前 面 考察 的 计算 数 mo 的 平方 根 的 算法 乃 是 当 f(z0) = 而 
和 G( 所 ) = 让 【六 十 型 ) 时 的 特殊 情形 . 


第 二 十 八 讲 
$1. 真实 原 函 数 . 可 积 函 数 


定 兴 下 函数 F(X) 叫 作画 数 Jrz] 在 (a, 上 的 真 实 原 器 数 , 如 果 对 于 任意 的 
TE (gb) 者 有 lz) = f(xw), 即 在 区 间 (a, 呈 的 每 点 x 处 ,函数 f(z) 的 值 都 是 函数 
五 [z) 的 导数 . 


定理 1 设 f{x) 定义 在 (a, 站 上 且 本 (Zz), Fos(z) 是 它 的 两 个 真 实 原 函 数 ， 那 勾 
存在 数 cE 限 , 使得 对 于 一 切 x & {a,b 


lr) — F(zr} = e. 
和 ” 设 前 数 
Gv) = (7) — Fotr). 
那么 G{z) 是 可 微薄 数 且 在 (o, 站 上 处 处 有 
G(x) = H(z) 一 Bz} = 0. 


置 wo 二 5(c + 站 .那么 根据 拉 格 朗 哩 有 限 增 莉 公式 有 


CGO) 一 个 (zo) = 全 人) 人 (人 一 20) 一 人 0 
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即 
Gz) = G(r0) Yr ea,b). 


然而 , 置 c= G(ro), 我 们 得 到 GQ{I) 一 对 于 区 间 (fw， pb) 的 一 切 点 z 雹 立 ， 二 

注 从 定理 1 推出 这 样 的 结论 : 任何 两 个 晒 数 f{x) 和 gt%w) 的 原 函 数 F(z) 和 G(TY 相差 
一 个 常数 当 且 仅 当 它们 的 导数 重合 , 即 F’ = f= 9 二 G'. 早先 曾 指 出 , 远 非 一 切 定义 在 某 区 间 
(a,b) 上 的 函数 都 有 导数 . 

对 于 原 困 数 , 也 有 类 似 的 情形 , 即 着 非 一 切 函 数 都 有 原 函 数 , 但 若 定义 在 (a,b) 
革 的 蓝 数 f(x) 有 原 函 数 , 则 它 叫 作 是 可 积 的 . 

在 转向 研究 可 积 甬 数 类 之 前 , 我 们 先 对 真实 厚 函 数 的 概念 作 些 推广 . 


定 深 2 连续 函数 户 (x) 叫 作 是 函数 f(z] 在 区 间 (a,B) 上 的 原 函 数 ， 如 果 在 此 
区 间 的 除去 有 限 个 点 外 的 每 点 处 都 成 立 等 式 Er(z] = f(x). 


定理 2 设 记 (x) 和 上 {7z) 是 f{z) 在 (a,6) 上 的 原 隙 数 . 那么 存在 数 c 使 得 在 
此 及 闻 的 每 点 都 成 立 


Flr) 一 Folz) 一 CC. 


> 设 z1,… ,zn 是 使 Fi(z) 或 到 (z)] 不 存在 的 点 的 有 限 集合 . 那么 集合 (a, 问 被 分 
解 成 有 限 个 开 区 间 六 , 在 这 些 开 区 间 上 两 滑 数 都 有 导数 . 因此 , 根据 定理 1, 它们 的 
差 在 每 个 这 样 的 开 区 间 上 都 是 常数 . 此 外 , 这 个 差 在 整个 定义 域 上 是 连续 函数 . 由 此 
推出 , 在 任何 两 个 邻接 的 区 恒 的 公共 边界 点 处 , 它 的 值 等 于 右 极 限 和 左 极限 . 这 些 值 
就 该 与 它 在 相 邻 区 同 内 的 值 重合 . 而 这 表明 ,函数 在 相 邻 区 间 上 和 包括 在 它们 的 公共 
边界 处 取 常 数值 . 因此 , 它 在 整个 区 间 (a, 58) 上 是 常数 ， 4 


定义 3 某 个 函数 ffz) 在 开 区 间 上 的 全 体 原 函数 所 成 的 集合 巴 作 了 f(z) 的 不 定 
积分 . 这 个 集合 记 作 『 ffzjdz ( 读 作 : Flzjdz 的 积分 ) 
从 定理 2 推出 , 这 个 集合 中 的 所 有 函数 彼此 相差 一 个 常数 .因此 , 若 F(z) 是 某 
个 原 函 数 , 则 可 写 出 等 式 
| fwdr = P(e) +o, (1) 
其 中 c 是 任意 常数 ,这 个 等 式 应 该 理解 作 由 定义 在 (a, 太 上 的 函数 组 成 的 两 个 集合 


的 等 式 , 且 左 边 是 生成 f(xz) 的 不 定 积分 的 集合 , 而 右边 是 与 蚂 数 疡 (2 相差 一 个 在 
此 区 间 的 每 点 x 都 取 值 c 的 函数 的 全 体 函 数 的 集合 . 


例 1. f1.dz 二 z+c, 因为 x =1. 
2. [0.dr=c 


3. [ cos zdzr = sinz + cc, 因为 (sinz)y' = cosz. 
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为 了 证 明 这 些 等 式 , 应 该 对 右边 部 分 求 导数 并 确认 其 导数 等 于 左边 写 在 符号 『 和 符 
号 dz 之 间 的 函数 . 此 函数 叫 作 被 积 画 数 . 符号 『 叫 作 积 分 号 , 而 写 在 它 右边 的 表达 
式 叫 作 积 分 表达 式 . 

易 见 , 被 积 表 达 式 不 是 别 的 , 恰 是 f(x) 的 原 函 数 的 微分 ， 实际 上 , 车 F(x) 是 
f(z) 的 原 晴 数 , 即 F(z) = f(z), 则 根据 微分 的 定义 dF(x) = f(z)dz. 而 由 于 


f fer = Fee) + e, dFlo) + =dF(s) (1) 
所 以 可 以 号 出 等 式 
/ dF(s) = F(z)+e, d ( / f(r)de ) = dF(z) = f(x)dz, (2) 


并 且 最 后 的 关系 式 中 的 等 号 指 的 是 集合 了 f(z)dz 中 的 全 体 函 数 都 有 问 一 个 微分 
dF(z). 同样 我 们 有 


(f rom) = re} (3) 


定义 4 求 给 定 在 区 闻 (qa, 门 上 的 函数 f(x) 的 不 定 积 分 叫 作 积分 此 函数 ， 求 不 
定 积 分 的 问题 本 身 可 以 看 必 是 求 函数 的 微分 的 问题 的 递 . 
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82， 不 定 积分 的 性 质 


从 函数 的 微分 法 则 和 定理 2 推出 不 定 积 分 的 一 系列 性 质 . 我 们 引入 一 些 由 等 式 
给 出 的 性 质 , 其 证 明 异 助 于 对 等 式 两 边 求 导 . 首先 证 明 真 实 原 函 数 的 等 式 


f svar = f star 他 


(f swas) = (f olay) ; 
df / f(a)dz) -ad ( / gz)de) 


f(r) = g(2); 
za = g(x)dz, 


这 些 式 子 都 对 一 切 x E (a,5) 成 并 . 


等 价 于 以 下 四 式 之 一 : 
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事实 上 , 根据 前 面 引入 的 性 质 (1) 一 (3) ( 见 第 二 十 八 讲 ), 这 些 等 式 的 确 是 等 价 的 . 
而 等 式 (4) 仅 表示 函数 f 和 9 的 任何 两 个 原 函 数 FG 彼此 仪 差 一 常数 . 面 根据 定 
理 1 的 注 , 为 此 必须 且 只 需 上 = 9. 


注 性质 (4) 给 出 了 两 个 不 定 积分 相等 的 准则 ; 它们 重合 当 且 仅 当 它们 的 导数 或 微分 重合 . 我 
们 现在 证 明 下 面 的 性 项 : 


fu + oe)dr = /mr+ f sleds, (5) 


f aflwar 一 a jrjaz Ya 天 (5 
这 些 等 式 应 该 理解 为 位 于 右边 和 左边 的 两 个 函数 集 之 重合 . (我 们 记得 , 两 个 集合 相等 , 指 的 是 它 
们 由 同样 一 些 元 素 所 组 成 .) 我 们 来 说 明 , 集合 


f rwas+ /rdz 
是 由 一 切 可 能 的 由 函数 的 和 F(x) + G(xz) 生成 的 函数 组 成 的 ， 其 中 F(x) € fftr)dz, 
G(T) € [otz)dz, 即 
f far+ f stndr = {Fle) + Ga)), 


其 中 {F(z)} = f(z)ar, {G(2)} = f g(x)dz. 
现在 , 为 证 ( 钻 , 根据 性 质 (多 内 要 对 这 些 等 式 求 导 就 够 了 . 证 明 完毕 . 
我 们 指出 , 为 了 应 用 的 简便 , 宜 把 记号 了 (x)dz 和 glxYdsx 闭 必 寻常 的 讽 数 , 分别 以 它们 代 


表 函 数 f(x) 和 g(z) 的 某 原 函数 , 而 把 在 由 它们 线性 组 成 的 表达 式 之 问 的 等 式 理解 为 “精确 到 常 
数 ", 即 等 式 的 右边 和 左边 相差 一 个 在 (a, 中 上 取 常 数值 的 函数 . 


借助 于 性 质 (4) 还 可 以 容易 地 建立 不 定 积分 的 两 个 性 质 , 它们 对 于 直接 的 求 积 
分 是 重要 的 . 


分 部 积分 法 


azjutz) — / utzjdotz) = / v (wjdule), (6) 
变量 变换 法 


f tar = f so) Oat (7) 


其 中 x = wtt) 是 定义 在 区 间 (o 外 上 的 的 可 微 梢 数 , 并 且 值 的 集合 {yp(} 仿 在 区 
间 (a,5) 内. 我 们 假定 在 两 个 等 式 中 , 左边 的 积分 确实 存在 ; 由 此 就 推出 这 些 等 式 右 
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边 的 积分 的 存在 性 . 
站 ”我们 来 证 性 质 (6). 由 于 按 条 件 等 式 左 端的 积分 存在 , 那么 它 的 微分 等 于 
好 (Ca 一 au = udy 十 We — udy = vadu. 


由 此 , 根据 性 质 (4) 推出 性 质 (6). 
为 证 性 质 (7), 我 们 注意 到 , 根据 复合 函数 的 微分 法 并 根据 性 质 (3), 当 = = p(t) 
时 有 
(f #7) =( Jam) 2 -7 
-flo 


因此 , 根据 性 质 (4), 积分 了 f(z)dz 当 z= y(t) 时 同时 也 是 函数 f(yp(t))yp'(t) 的 不 定 
积分 , 即 


-四 的 
T=P[t) 


/ flz)dr = / f{p(t)) dlt) = / flpltdo td. 4 
借助 于 求 导数 ， 易 于 验证 下 面 的 对 于 最 简单 的 初等 栈 数 的 不 定 积分 的 等 式 成 


YY: 
1 
1) J zed = T+ton 2} 1 于- In|z| 十 台 包 
dr ml 
3 1 二 +e 
了 . 
5) {te 6) 1 主 1| 二 6; 
7) [ards = +oa>0, ual1; 8) fsinade = cor te 
9) fcoszrdr 一 sin 十 让 10) 1 -入 一 一 cot 了 十 吕 
tengte 12) fhxdz = znz— z+e. 


正如 已 经 指出 过 的 , 并 非 任 何 函 数 都 有 真实 原 函 数 ,因为 并 非 尾 一 函数 都 是 另 
一 函数 的 导数 , 例如 我 们 来 考察 函数 


1, 若 了 efo0,1) 
fz) = 二 42 车 z= 1 
3, 若 工 E [1,2). 


这 个 函数 定义 在 (0,2) 且 不 可 能 是 某 个 [0,2 上 的 函数 F(z) 的 导数 , 因为 根据 达 布 
定理 , 导数 取 电 其 中 间 值 , 而 函数 f(x) 总 共 取 三 个 值 ; 1 2, 3. 


加 函数 ffz) = 人 se ?> 。 也 是 =(z 关 0) 的 原 函数 一 译 者 注 ， 


ln |zl 十 土 zrz<0 
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后 面 将 要 证 明和 牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 . 由 此 公式 推出 , 在 开 区 间 上 连续 的 函数 有 原 
函数 , 即 可 积 . 因此 , 一 切 初 等 晒 数 都 在 整个 定义 域 生成 和 级 开 区 间 上 可 积 . 不 过 积分 
的 结果 远 非 仍 为 初等 函数 ， 这 就 像 在 求 导 的 情形 时 一 样 例如 , 下 以 证 明 函 数 


lix = /证 (积分 对 数 )， 
sir 一 dz { 和 分 正弦 ) 
都 不 是 初等 的 . 

本 身 不 是 初等 函数 , 但 却 是 通过 初等 旺 数 借助 于 积分 和 微分 形 的 解析 关系 式 定 
广 的 消 数 , 通常 时 作 特 殊 函 数 , 不 过 应 该 回 过 法 来 说 明 , 例如 从 数值 计算 的 观点 来 看 ， 
特殊 本 数 一 般 而 言 示 初等 困 数 “一 点 也 不 坏 ", 有 时 甚至 “更 好 ”, 然而 一 切 最 简单 的 
初等 网 数 在 它们 满足 的 效 数 关系 式 的 简洁 方面 还 是 有 优越 性 的 ， 

再 次 强调 , 求 初等 国 数 的 积分 不 可 能 仅 只 有 一 种 方法 , 因为 原 冰 数 可 能 已 不 是 
初等 函数 , 但 还 是 有 一 些 办 法 以 明显 的 形式 来 求 原 函数 ， 说 起 积分 法 , 再 次 指出 , 要 
型 清楚 我 们 已 知 的 一 个 函数 FF(z) 是 不 是 f(z) 的 原 函 数 , 没有 必要 “ 取 积 分 "， 基 计 
算 「Ffzydr, 只 需 简单 地 求 出 Fi'(x) 且 将 其 与 f(x) 进行 比较 . 


例 1. 设 晒 数 f(z) 在 (a,b 上 有 连续 导数 , C(x) = 并 cn 那么 


三 所 所 所 于 


Flzj =- ouftp) -Clzjyftz --/ O(a) f(z)dz. 


部 芯 各 臣下 


实际 上 , 如 果 = 不 是 整数 , 则 由 于 Clz) 和 ” 巡 cnf(m) 在 不 含 整 点 的 区 间 上 到 
段 为 常数 ， 
Fr(z) = —C(r)f (2). 
早已 确 读 , F(x) 在 (a,b) 上 连续 , 所 以 F(x) 是 请 数 -CrzlPtzy 的 原 国 数 . 
2. 设 函 数 flz] 在 (oa, 上 有 连续 导数 ,p(z) = > {2}. 那么 成 立 公式 


Fo) = 5 Fo)F(o) + poo) = re — pla) f(a)ar 


慑 有 芝 史 归 琵 


实际 上 , 若 z 不 是 整数 , 则 
F(z) = (~—p(z}f (2)) = fz) — p(t) F(z). 


进而 , 由 于 下 (x) 是 连续 函数 , 所 以 F(x) 是 函数 f(x) 一 p(x)f'(z) 的 原 函 数 . 
有 了 时, 施用 微分 来 进行 检验 是 一 个 很 笨重 的 程序 , 因此 有 理由 借助 于 各 种 办 法 
把 计算 过 程 归 结 为 表格 式 的 积分 . 为 了 有 把 握 地 快速 计算 积分 , 必须 确定 采用 标准 
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的 积分 方法 的 技巧 . 最 简单 和 最 一 般 的 计算 方法 是 变量 变换 法 和 分 部 积分 法 [参阅 
性 质 (5) 和 (6))， 
各 种 不 同 的 积分 方法 的 更 详细 的 材料 可 在 文献 [4,7,15,16] 中 找到 . 
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补充 . 按 海 涅 4 方式 的 极限 概念 向 沿 集合 基 收 敛 的 函数 的 推广 


本 讲 的 主题 是 函数 按 海 涅 方式 的 经 典 的 极限 概念 向 沿 集 合 基 收 合 的 一 般 情形 的 
推广 . 众所周知 , 数学 分 析 课 程 的 结构 是 建立 在 两 个 等 价 的 收 伍 概念 : 按 柯 西 方式 的 
极限 和 和 按 海 涅 方式 的 极限 的 基础 之 上 的 . 课程 的 内 容 要 求 同 时 对 两 个 概念 进行 研究 . 
特别 是 , 这 样 可 以 把 极限 的 研究 在 各 种 形式 下 , 包括 在 积分 论 , 多 元 函数 等 等 各 方面 ， 
能 统一 起 来 并 做 得 明白 . 

必须 指出 , 沿 集合 基 收敛 的 概念 最 先是 由 A. 克 需 瓦 诺 夫 斯 基 [22] (以 某 些 不 同 
的 术语 ) 叙述 的 . 在 1937 年 , B. HH. 格 利 文科 [23] 对 于 积分 的 一 般 定 义 使 用 了 这 个 
概念 . 其 后 , 如 A.H. 柯 尔 莫 戈 洛 去 所 指出 的 , 法 国 数学 学 派 在 滤 子 理论 的 框架 之 下 
引 人 了 同样 的 概念 . 

随 着 按 柯 西方 式 收 合 的 理论 的 成 功 发 展 , 必须 对 函数 按 海 涅 方式 24j, [25] 的 极 
限 概念 作 相应 的 推广 成 为 刻不容缓 的 事情 , 这 里 我 们 来 解决 这 个 问题 . 我 们 要 引 人 流 
着 基 的 五 极限 的 概念 , 此 概念 与 按 海 涅 方式 的 极限 的 经 典 定义 在 最 简单 的 具体 情况 
下 是 一 致 的 ， 然 后 我 们 建立 所 引信 的 沿 基 的 互 极限 概念 与 按 柯 西方 式 的 函数 极限 
的 通用 的 定义 的 等 价 性 . 最 后 , 作为 所 引入 的 沿 着 基 五 收 化 的 概念 的 一 个 不 平庸 的 
例子 我 们 演示 一 个 定义 和 研究 沿 着 基 的 上 极限 和 下 极限 的 新 途径 . 

1. 设 4 是 一 个 元 素 z 的 基本 集 , 4 = {z}, 而 B 是 它 的 子 集 的 基 , 它 由 无 穷 多 
个 终端 5 组 成 ,5 C 4,be BB, 这 些 终端 满足 下 述 条 件 : 

1) 每 个 终端 都 是 不 空 的 集合 ; 

2) 对 于 任何 两 个 终端 bi, bb， 存在 终端 ts, 使 得 bs Cc hb 门 by. 

定义 5 称 序列 {znj,zn E 4, 是 洛 着 基 BB 的 基本 列 , 如 果 对 于 任 一 终端 b 仅 
存在 序列 的 有 限 多 项 不 属于 8 


定义 6 基本 序列 称 作 是 ( 沿 着 基 BB) 单调 的 , 如 果 条 件 rn Eb 蓝 含 条 件 *n+l E 
5 对 于 每 个 终端 p 都 成 立 . 


下 面 我 们 限于 考虑 还 满足 了 述 条 件 的 基 : 
呈 海 涅 (HB. Heine), 1821 一 1881, 德国 人 一 一 译 者 注 , 
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3] 对 于 任何 两 个 终端 记 , 因 , 有 或 者 下 C bo, 或 者 bp Ch. 
4) 存在 至 少 一 个 沿 着 集合 基 B 的 单调 序列 . 
5) 人 二 应. 
所 
2. 我 们 来 证 明说 着 基 单 调 的 序列 的 一 些 性 质 ， 
引 理 1 单调 序列 {r,s 的 任何 子 序 列 {4 二 xn] 未 身 是 单调 序列 . 


bp 设 b 是 基 B 中 的 任意 一 个 终端 . 那么 在 它 外 面具 有 序列 {zw;,} 的 有 限 多 项 . 因 
此 {yx = zw} 的 不 含 在 终端 5 中 的 项 也 只 有 有 限 个 . 从 这 些 项 中 选择 具有 最 大 脚 标 
二 joo 的 项 yx. 那么 WE 而 车 和 > 反 十 1 则 np, > npot1; 由 此 , 根据 原始 序 
列 {xz} 的 单调 性 , 有 wx, = zn，E 5, 从 而 序列 {yx} 是 单调 的 .4 


引 理 2 设 {zn} 是 活着 基 刀 的 单调 序列 .那么 存在 其 子 列 {ys}, yh 二 Zn， 和 
依赖 于 {yn} 的 终端 序列 bn, 所 B, 司 得 Tnr SE ber, 但 Tg bxr+1; bk+1 CC bp. 


bp ”我 们 任意 从 B 中 选 一 个 终端 作 如. 序列 仅 有 有 限 多 项 不 在 bh 中 . 设 rw，E 玉 ， 
那么 (根据 {z;} 的 单调 性 ) 对 于 任何 上 > 0, 有 ras E 碳 . 选 一 个 使 r。 不 属于 其 
中 的 终端 作为 bb. 这 样 的 bz 是 存在 的 , 因为 Ha = 站 5 = 2. 实际 上 , 如 果 对 于 任 


bE 
何 终端 上 此 有 rn < 则 za, Ee He. 但 那 时 Hs 就 不 是 空 集 . 作为 za 我 们 取 序 列 
的 具有 这 样 的 指标 wa 的 项 , 从 zn"。 开始 序列 的 在 它 后 面 的 项 都 属于 bs 且 mm 是 具 
有 这 种 性 质 的 靶 标 的 最 小 什 , 依 此 类 推 , 
这 样 我 们 就 得 到 两 个 序列 : 元 素 ys = zn。 的 序列 和 终端 的 序列 {6,},5, E 瑟 使 
Tns EE be, Tn。 人 | 且 bstl CTC bs, 对 于 每 个 s 之 上 万 立 ， 本 
序列 {b,} 称 为 基本 终端 序列 . 


引 理 3 设 fb 是 基本 终 端 序列 .那么 对 子 每 个 终端 瑟 E 号 存在 终端 如 EB 
司 6 Cb. 
”* 设 b 蚌 基 B 中 的 任意 一 个 终端 . 在 此 终端 之 外 , 仪 有 有 限 多 个 元 寻 . 那么 存在 
至 少 一 个 值 = ko, 使 yr。E 5 我 们 米 考 察 基本 终端 序列 中 的 终端 ,+41. 

根据 赋予 基 B 的 条 件 , 成 立 两 种 包含 关系 之 一 : 1) pc 各 orl 或 2) 8D 和 + 但 
第 一 种 情形 是 不 可 能 的 , 因为 理 则 的 话 关 系 式 gro E 5 C brori 刻 立 从 而 yp E Boi 
这 是 不 可 能 的 , 因为 根据 序列 {yy} 和 {64} 的 结构 ,yx。E Bro 但 yo # bro+r1, 因此 ,第 
二 种 形 发 生 , 中 6 二 Bir1， 十 


引 理 4 成 立 美 系 式 Nb = gg. 
> ”假设 不 然 , 即 存在 z 属于 所 有 的 bk. 由 于 站 b= 儿 , 存在 一 个 终端 不 食 z 


按 引 理 3, 存在 bx 使 gc 5. 由 此 推出 , > 不 属于 终端 bk, 从 而 = 从 门 hr, 这 
与 前 面 所 作 的 假定 矛盾 ， - 
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我 们 指出 , 根据 所 证 的 引 理 , 基本 终端 序列 本 身 构 成 了 一 个 与 初始 的 基 B 等 价 
的 基 . 有 时 也 把 等 价 的 基 叫 作 是 共 尾 的 {confina])， 


3. 设 flz} 是 定 浆 在 4 上 的 实 阴 数 , 称 数 ! 是 函数 f(z) 沿 着 基 B 的 0 极限 ， 
如 果 对 于 任 给 的 s > 0 存在 终端 5 = ble), 使 得 对 于 一 切 re 有 |Fz) -中 <E. 记 
作 工 = C-limjz) 或 简 记 为 i = tf (z). 

这 对 应 于 肾 数 极限 按 柯 西方 式 移 定 交 . 现在 我 们 给 出 极限 按 海 混 方式 的 类 似 的 
定义 . 

数 ! 称 作 是 函数 f(x) 洛 着 基 B 稀 按 海 涅 方式 和 约 极 限 , 如 果 对 于 每 个 沿 着 基 召 
的 单调 序列 {zx,} 都 成 立 

dim flrn} = t. 

记 作 : ! = Hmimf (2). 

定理 3 存在 C-limf (x) 揭 这 要 区 分 条 件 是 存在 Hm-limf (2); 且 两 者 相等 . 


换言之 , 函数 沿 着 基 B 的 Hm 极限 概念 和 C 极限 概念 是 等 价 的 . 
Pw ”必要 性 设 C' 极 限 存在 , 即 


C-lim f(z) =1. 


那么 , 根据 定义 , 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 5 = ble) 使 得 对 于 一 切 mr E 成 立 不 等 
式 | ftz) 一 中 < < 

考察 任意 一 个 洛 着 基 B 单调 的 序列 {x。}. 从 单调 性 的 条 件 推出 , 存在 ro 使 得 
对 于 一 切 n> no 成 立 关系 式 zw E8 因此 


[za < vn> no, 


即 
im flrn) 一 1 


充分 性 ”假设 充分 性 不 成 立 . 设 Hmlimf{x) = 但 C 极限 不 存在 或 不 等 于 /， 
这 表明 , 存在 s > 0 使 得 对 于 每 个 终端 be B 都 存在 eb 使 |f(z) 一 i 之. 

我 们 来 考察 基本 终端 序列 {6w}. 设 z1 Eh 有 且 |f(z1) 一 让 宕 sz. 由 于 Ha = 站 = 
必 所 以 存在 终端 De BB 使 得 z: # bt. 根据 引 理 3, 对 于 某 ml 有 如，cC 50. 因此 
之] hn. 

接着 , 存在 点 zo & b。, 使 得 |f zo) -中 > e. 和 上 面 一 样 , 我 们 找到 终端 如。 满足 
条 件 z2 4 b. 然后 选 za Eb, 使 |f (za) -中 es 依 此 类 推 . 这 样 一 来 , 我 们 得 到 序 
列 {znb, 它 满足 条 件 zh € bn, zk br, 并且 终端 序列 科 = Pro 了 Bn, DD bs 访 … 

我 们 来 证 明 , 序列 {zn} 沿 着 基 B 是 基本 的 日 是 单调 的 . 
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基本 性 ” 取 任 一 终端 天 e B， 根据 引 理 3, 存在 终端 下 二 天. 若 n>, 则 
bn CC be .序列 {fz 中 公有 元 素 #1,… ,zz 不 属于 终端 媚 ,,, 而 且 对 于 任何 n> s 
均 有 xn EC 坟 . 这 表明 序列 {zoj 是 基本 的 . 

单调 性 用 及 证 法 . 设 存在 终端 bt e B, 使 得 对 于 某 号码 上 有 zp E 本 ,区 + 攻 b". 
从 序列 {z。} 的 结构 得 到 , zy 对 bw 因此 ,5 > 六 (入 据 基 的 性 质 3). 由 于 x E 太 ， 
所 以 zk E ts 但 这 与 根据 序列 {zx4} 的 结 攀 当 有 zk 4 5 相 秘 盾 ， 从 而 序列 {z4} 
是 单调 的 . 

接着 , 从 Hm-ligpf(z) = 有 Jim f(zn) = 因此, 可 在 不 等 式 |f(zn)!| >e>0 
中 取 极 跟 得 0 > s > 0, 而 这 是 不 可 能 的 二 

我 们 说 , 数 i 叫 作 函 数 f(z) 沿 着 基 B 的 互 极限 , 如 果 对 于 任何 沿 着 基 电 的 
基本 列 {xz%} 都 成 立 条 忻 

im fixn) = i. 


记 作 : 1 = H-limf lz). 


定理 4 下 述 三 个 极限 概念 等 价 : 

1) limf zi 一 局 

2 H-limf (x} 一 二 

3) Hrn-limf (2) =1. 
Pp ”下 列 命题 串 成 立 : 1) = 2) =3 3) = 1}. 其 中 前 两 个 是 明显 的 , 第 三 个 命题 从 定理 
1 推出 ， 4 

4. 我 们 来 证 明 沿 着 基 的 车 、 下 极限 的 一 些 性 质 . 设 {z} 是 沿 着 基 B 的 单调 序 
列 并 设 存在 _lim f(zn) = 那么! 叫 作 沿 着 基 BB 的 部 分 极限 . 部 分 极限 中 的 最 大 者 
(如 果 存 在 的 话 ) 叫 作 机 数 f(z) 沿 着 基 B 的 上 极限 并 记 作 limf (2); 类 似 地 , 最 小 部 
分 极限 叫 作 涵 数 f(z) 沿 基 B 的 下 极限 并 记 笑 limf(z). 

数 i 称 作 上 极限 数 , 如 果 


= inf sup flz), 
而 数 1s 称 作 下 极限 数 , 如 果 
5 涡 昌 /加 
定理 5 设 函 数 f{z) 疼 夫 有 界 ， 那么 沿 着 基 BB 上、 下 极限 森 在 且 
Hpf (x) = inf sup f(z), lnf(z) = sup io 
”对 于 基 8 的 任意 两 个 终端 B1,4w, 有 : 


ji fl7) < sup fz). 
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实际 上 , 存在 基 B 的 终端 bs Ch 站 bz. 那么 
inf f(z) & inf f(x) < sup fr) < sup f(x). 
因此 , 根据 f(z) 沿 着 基 B 的 终极 有 界 性 , 存在 数 和 使 
= jes Sup fC) 
我 们 来 证 明 
Wf(z) = 入 


第 一 步 . 可 找到 终端 * E B, 使 对 于 每 个 ze 有 Frzl< x+1l 从 引 理 3 
推出 ,存在 终端 z，e B 满足 后，cC wr， 我 们 来 证 , 可 找到 元 率 zi E 各， 使 得 
入 十 1 > Flrli) > 入 一 1. 只要 证 明 


sup f(x) 安 fr) > A—1 
TEbn] 


就 够 了 . 如 果 这 样 的 元 案 cl 不 存在 , 则 Yx es mm 满足 不 等 式 f(r) < 入 一 1, 因此 


sup f(s) < A—1, 
rEbny 


从而 


入 = inf 委 和 一 工 . 
路 强 /9 


发 生 了 矛盾 . 

进而 可 以 找到 终端 80) 使 得 x; 共 砍 ) (这 样 的 终端 是 存在 的 , 因为 Hs = 0 
二 作 ). 

第 二 步 . 选择 终端 M2 < B 满足 条 件 


fr) < 和 +t Vz € be2). 


考察 终端 0 c V9 门 名 D. 终端 02) e B 不 售 x1， 进而 同 在 第 一 步 中 一 样 , 存 
在 终端 b,, 忆 pb, 它 含有 点 x2 21 使 得 


A—3 < flz2) < A+ 3 
依 此 类 推 . 最 后 我 们 得 到 序列 {x,}, 满足 条 件 
1 1 
Ts E pr， Ts ¥ hn, A fr) A+ 


和 在 定理 1 的 证 明 中 一 样 , 我 们 确定 {x。} 是 沿 着 基 B 的 单调 序列 . 此 外 , 当 
nn 一 oo 时 成 立 等 式 lim f(xn) = % 即 和 是 沿 着 基 B 的 部 分 极限 . 
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第 三 步 . 我 们 证 明 , 薄 数 f(x) 沿 着 基 B 的 任何 部 分 极限 都 不 超过 和 . 从 量 和 的 
定义 知 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 终端 b 满足 条 件 


aup f(r) < 入 十 后. 
世相 


设 {zm} 是 任意 的 使 lim f(xn) ) 存在 的 沿 着 基 8 的 单调 序列 . 根据 序列 {zx,} 
的 基本 性， 它 仅 有 有 限 个 项 不 属于 b, 即 存 在 号 码 no 使 得 对 于 一 切 天 于 no 的 号 码 
f(rn) 过 > 十 E. 过 渡 到 极限 m 一 oo, 得 


im f(xn) 所 入 十 上 


根据 es > 0 的 任意 性 , 得 dim fzn) < A. 本 


如 前 面 那样 , 设 4 和 h 分 别 是 上 、 下 极限 数 . 我 们 称 数 12 一 > 0 是 函数 ftz) 
沿 着 基 B 的 振幅 , 并 记 


ogcf (x) = [12 一 五. 


用 这 些 记 号 , 柯 西 准 则 叙述 如 下 ， 
为 使 函数 f(x) 沿 着 基 B 存在 极限 , 必要 且 充 分 的 是 ogcf{z) 一 0， 
我 们 指出 , 从 定理 3 特别 得 到 ; 
D) lim ft{2) = jinfsupf (72); 
2 in f(x) = 证 Sup f (2); 
3) Im f(x)=in sup fi). 
0 >Doc lg—zol<8 
注 1. 定理 1 叶 使 在 最 简单 的 情形 也 名 少 比 断言 按 柯 西方 式 和 按 海 涅 方式 的 逐 点 收 各 的 等 
价 性 的 经 典 定理 来 得 强 , 因为 它 愉 要 求 序列 的 单调 性 , 这 一 点 有 时 的 确 是 便于 应 用 的 . 
田 一 方面 , 可 以 考察 这 样 的 基 , 对 于 它 每 个 基本 列 都 不 是 单调 的 . 这 时 , 五 mz 收 敏 当然 没有 定 
文 , 但 是 断言 五 收 敏和 C 收 襄 的 等 价 性 的 定理 2 依然 成 立 , 因为 它 的 证 明 本 质 上 与 定理 1 的 证 
明 是 一 样 的 , 只 要 简单 地 用 基本 列 替 换 单调 列 就 可 以 了 . 
2. 必须 强调 , 如 果 情 况 是 这 样 , 妥 至 少 存 在 一 个 浪 着 基 单 调 的 基本 列 , 那么 Hm 收 襄 ,五 收 
和 语 的 概念 此 可 定义 . 此 外 , 如 在 引 理 2 中 已 证 的 , 对 于 这 样 的 基 , 总 存在 基本 的 终端 证 列 , 它 本 身 
基 可 数 基 , 与 初始 的 基 共 尾 . 用 滤 子 理论 的 语言 来 说 , 这 就 是 说 , 推广 关于 五 收 敏 性 和 CC 收盘 性 
的 等 价 性 的 海 温 定理 的 问题 , 只 能 对 于 具有 可 数 基 的 涉 子 来 考虑 . 
3. 我 们 只 限于 考察 数值 函 教 的 收 伍 概 念 . 不 过 , 定理 2 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 了 钠 个 基 的 映射 
的 情形 , 当 且 仅 当 这 两 个 基 之 上 存在 单调 的 或 简单 基本 的 序列 . 
4. 限制 基 B 的 条 件 3, 有 时 不 能 满足 . 这 时 , 常 可 代替 基 B 而 考 碟 满 足 这 个 条 件 的 给 定 在 同 
一 基础 集合 上 的 与 基 B 等 价 的 基 也, 这 里 等 价 的 合意 是 , 任 一 前 数 沿 这 两 基 中 的 一 个 收 人 证 , 蔓 会 
着 它 沿 另 一 个 收 化 到 同一 值 . 
引 理 2 中 的 基本 终端 序列 {bs} 和 基 8 就 是 等 价 的 基 的 一 个 例子 ， 


第 二 部 分 
黎 受 积分 . 多 变量 函数 的 微分 尝 


数学 分 析 课 程 的 这 部 分 包括 单 变量 函数 的 积分 学 基础 ,和 在 多 变量 空间 中 的 微 
分 学 . 作为 主要 研究 对 象 出 现在 这 两 个 题目 中 的 几何 概念 把 这 两 个 题目 联系 了 起 来 . 

数学 分 析 的 基本 概念 , 在 很 多 情况 下 都 来 源 于 对 现实 空间 中 几何 对 象 的 最 简单 
性 质 的 表示 . 可 以 举 阿 基 洲 德 的 测量 面积 的 方法 和 欧 多 克 斯 的 “六 竟 法 ”为 例 . 函数 
黎 曼 可 积 的 概念 与 曲 边 梯形 的 面积 , 即 其 帮 尔 当 和 容积 的 存在 性 的 问题 联系 了 起 来 . 

数学 分 析 的 概念 的 另 一 个 来 源 是 算 木 . 因此 , 我 们 尽力 来 阐明 数学 分 析 的 算术 
观点 . 根据 这 些 算术 观点 数学 分 析 的 概念 是 由 具有 与 自然 数 的 人 性质 相关 联 的 算术 属 
性 的 离散 因素 所 引发 的 . 欧 拉 和 阿 贝尔 求 和 公式 的 证 时, 积分 和 方法 , 黎 学 积分 理论 
中 的 均匀 划分 , 模 为 1 的 数 的 序列 的 一 致 分 布 的 外 尔 准 则 , 由 艾 森 斯 坦 给 出 的 关于 
函数 的 代数 性 的 判别 法 等 均 属 此 类 . 我 们 将 指出 , 曲线 长 度 的 公式 是 以 简化 的 方式 
引出 的 . 

有 一 系列 被 考察 的 概念 会 在 以 后 其 他 课程 中 作 更 详细 的 研究 . 对 于 这 些 概 念 , 这 
里 给 出 了 初步 的 然而 足够 明确 的 表达 . 这 将 使 以 后 学 习 相 关内 容 变 得 容易 ,并 有 助 
于 将 来 对 于 理科 专业 课 的 理解 . 
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第 一 讲 
81， 引言 


设立 数 f{z) 定义 在 包含 财 区 间 ja, 电 的 区 同 (a, 月 土 . 夹 在 直线 > = az = 
b,y 二 0 以 及 盔 线 y = f(x) 之 同 的 图 形 叫 作 簿 边 梯形 , 它 的 面积 在 横 轴 之 上 的 部 分 
取 正 号 , 在 横 轴 之 下 的 部 分 取 负 号 . 这 个 面积 值 叫 作 遂 数 f(x) 在 闭 区 则 [a, 引 上 的 害 
积分 , 记 作 


/ oa 


其 中 数 a 叫 作 积 分 下 限 , 5 叫 作 积分 上 限 . 

关于 积分 的 这 个 定义 , 有 一 系列 疑问 . 

1) 何谓 面积 ? (下面 要 对 这 个 原则 问题 给 巴 极 大 的 关注 }. 

2) 为 什么 这 个 面积 几乎 用 与 不 定 积分 同样 的 记号 来 标记 ? 

3) 在 不 定 积分 与 定 积 分 之 间 存 在 怎样 的 联系 ? 

我 们 提前 来 回答 最 后 的 一 个 问题 . 

首先 指出 , 定 积分 可 以 看 作 是 积分 上 限 (或 下 限 } 当 另 一 积分 限 固 定时 的 函数 ， 
即 璧 如 说 国定 数 a, 则 对 于 任 一 5 e (a, B), 得 到 在 区 间 [a,b] 上 的 积分 值 作为 孙 数 的 
值 . 这 就 定义 了 一 个 给 定 在 区 间 (a, 8) 上 的 函数 FF( 中 . 其 实 , 如 果 函 数 f{z) 在 (oa, 
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上 连续 , 则 从 后 面 将 要 谈 到 的 牛顿 - 莱 布 尼 菠 定理 推出 , 峭 数 F(x}) 是 可 微 的 , 量 是 函 
数 flz) 的 原 函 数 , 即 r(x) = f(z), 此 外 还 成 立 等 式 


/ fls)dz = F(b) ~ Fa). 


设 户 (z) 是 flz) 的 另 一 个 原 函 数 ， 那么 , 由 于 丙 (z) = F(z) + c, 其 中 ec 是 常数 ， 
所 以 


b 
Fb) -Filo) = FO) + oe- Flo) ~—e= FW Flo) = f f(a) 


换言之 , 这 个 等 式 对 于 构成 不 定 积分 的 集合 中 的 任何 原 函 数 都 成 立 , 于 是 , 牛顿 - 莱 
布 尼 蔬 定 理 指 出 了 这 一 情况 , 即 不 定 积分 和 定 积分 乃 是 彼此 楷 密 联系 的 概念 . 面 为 
了 进一步 研究 这 些 概念 , 必须 弄 清楚 竟 边 梯形 的 面积 概念 是 什么 意思 . 对 于 研究 这 
个 问题 可 有 不 同 的 途径 ， 且 与 此 相关 , 对 于 同一 梯形 , 面积 可 以 存在 也 可 以 不 存在 . 
然而 如 果 在 两 种 不 同 的 意义 下 , 面积 都 存在 , 则 在 两 种 情况 之 下 它 总 该 是 同一 个 值 . 


82. 歼 肌 积分 的 定义 


已 然 指出 , " 定 积 分 ”概念 本 质 上 归结 为 “ 曲 边 禅 形 面 积 ” 概念 的 定义 , 曲 边 梯 形 
指 的 是 位 于 带 状 区 域 a < x < b 中 , 夹 在 函数 图 像 y = f(z) 与 横 坐 标 轴 之 间 的 图 形 . 
换 名 话说 , 此 图形 由 形 如 


{(z,la rab 0 yt fr)} 


的 点 集 4 和 形 如 
{ira rz br ys 0 
的 点 集 B 组 成 . 


任何 平面 图 形 DD 的 面积 记 作 jy(D}. 注意 到 , 平面 上 和 任意 图 形 的 面积 都 是 非 负 
的 数 . 定 积分 与 面积 的 不 同 之 处 是 它 等 于 图 形 4 的 面积 与 图 形 B 的 面积 的 差 , 即 


由 
/ f(s)dr = p(A) — p(B) 


而 不 是 它们 的 和 , 这 可 能 出 乎 预料 . 
从 中 学 的 几何 课程 中 知道 具有 面积 的 图 形 有 下 述 最 篇 单 的 性 质 : 
1) 春 Di C Da, Wp( D1) & p( D2). 
2) 在 Di 站 Ps = %, 则 APiU Da) = yp(D1) + p( D2). 
3) 矩形 的 面积 等 于 它 的 相 邻 的 两 条 边 的 长 度 的 有 乘 积 . : 
由 其 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 组 合成 的 图 形 是 有 面积 的 . 这 样 的 图 形 叫 作 是 最 简 
单 的 . 
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现 可 用 以 下 方式 来 定义 曲 按 梯形 D 的 和 面积, 亦 即 函数 f(x) 在 财 区 间 fo, 证 上 的 
定 积分 的 概念 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 讨 论 郴 数 f[z) 非 负 的 情形 ， 

在 图 形 D 内 和 包围 图 形 DD 分 别 作 内 接 的 和 外 切 的 最 简单 的 图 形 D, 和 Ds. 暂 
卫 可 鼻 定 函数 f(x) 是 连续 的 ， 显然, Pi CcC DD Cc 了 ss， 我 们 还 发 现 , 图 形 DD 和 图 
形 Ds 的 边界 的 某 些 部 分 分 别 是 闭 区 局 [a,9| 土 的 阶梯 函数 .我们 记得 , 陵 数 h(x) 
叫 作 醒 梯 函 数 , 如 果 它 在 每 个 间隔 {zx;1, x3) 中 取 常 数值 hi,i 二 1 ,na 二 zo < 
zi < -< 2 一 旋 设 图 形 Di 对 应 于 阶梯 函数 htz) 而 图 形 Ds 对 应 于 阶梯 函数 
9(7). 那么 h(x) < f(z) & g(7). 

把 量 

I(h) = >》 jaAmi 
串 作 阶梯 也 数 h(x) 的 积分 . 成 立 不 等 式 I(h) < IT(g). 

我 们 来 考察 两 个 数 集合 4 = {I(h 有 )} 和 B = {I(g)}. 根据 关于 这 两 个 集合 的 分 
离 性 的 引 理 , 存在 数 了 分离 这 两 个 集合 . 如 果 此 数 是 玲 一 的 , 则 称 之 为 函数 f(x) 在 
闭 区 间 [a, 引 上 的 积分 , 而 函数 本 身 叫 作 是 在 此 区 间 上 可 积 的 . 

已 经 知道 , 如 果 数 pinf p19) 和 up I(h) 重合 , 则 它们 的 公共 值 等 于 TI. 因此， 


成 立 下 述 关于 有 界 函 数 的 可 积 性 的 准则 . 


定理 1 为 使 在 闭 区 池上 有 四 的 函数 f(z) 是 在 此 区 间 上 可 积 的 , 必须 且 只 需 对 
于 性 意 的 e > 0 存在 阶梯 汪 数 h(x) 和 9fz) 满足 条 件 R(T) 所 f(T) 所 gfz) 并 使 得 


I(gy ~—I(h)<s 


此 刻 我 们 不 证 这 个 定理 , 因为 我 们 将 基于 更 为 传统 的 途径 来 建立 黎 曼 积分 理论 ， 
丽 在 这 个 方法 的 框架 之 下 可 积 性 的 准则 将 被 证 明 . 据 此 我 们 证 明 两 种 建立 黎 曼 积分 
的 途径 给 出 同一 个 可 积 函 数 类 . 

我 们 还 指出 , 上 面 所 述 的 方法 给 出 了 通过 内 接 和 外 切 最 简单 图 形 来 定义 图 形 如 
的 面积 概念 的 可 能 性 . 用 类 似 的 方式 我 们 下 面 要 定义 车 尔 当 可 测 的 图 形 , 并 证 明 为 
使 对 应 于 函数 f(x) 的 曲 边 梯形 是 若 尔 当 可 测 的 , 必要 有 旦 充分 的 是 f(z) 是 黎 曼 可 
积 的 . 

还 存在 其 他 的 构建 方法 , 借助 于 这 些 方法 可 以 引信 面积 的 概念 , 也 可 以 引信 我 
们 开头 感 兴趣 的 定 积分 的 概念 . 这 些 构建 方法 的 精 义 在 于 建立 某 一 函数 类 到 实数 的 
对 应 , 使 得 此 和 函数 类 的 每 个 函数 依 这 样 的 方式 对 应 于 一 个 特定 的 数字 , 这 种 对 应 方 
式 必 须 满足 最 简单 的 图 形 的 而 积 所 具有 的 自然 的 性 质 ， 我 们 指出 , 构建 方法 越 复杂 -， 
所 建立 的 使 “ 定 积 分 " 概念 有 意义 的 函数 类 就 越 广 泛 . 我 们 将 考察 由 德国 数学 家 歼 总 
提出 的 构建 方法 , 据 此 , 相应 的 积分 叫 作 奖 曙 积分. 同样 我 们 还 要 了 解 更 一 般 类 型 的 
积分 : 勤 贝 格 积分 , 然而 , 基本 土 我 们 只 学 习 黎 曼 积 分 . 黎 曼 的 原始 的 构建 方法 的 叙 
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述 可 在 论文 4 关于 函数 用 三 角 级 数 表 示 的 可 能 性 》 中 找到 , 此 论文 是 黎 螺 于 1853 年 
写成 的 . 此 文 首次 发 表 于 1867 年 , 而 于 1914 年 译 成 俄 文 . 

举例 来 说 , 勒 贝 格 积分 基 比 获 曙 积 分 更 为 一 般 的 , 因为 一 切 黎 曼 可 积 的 岁数 都 
基 勒 贝 格 可 积 的 , 而 反之 不 真 . 我 们 强调 , 如 果 尔 数 依 两 种 不 同 的 方式 都 可 积 , 则 积 
分 的 值 总 该 一 样 . 因此 , 积分 概念 的 推广 ， 只 可 以 这 样 来 实现 , 在 更 广泛 的 函数 类 上 
赋予 的 定 积分 数值 对 于 那些 已 经 具有 定 积分 值 的 交 数 , 保持 其 定 积分 值 不 变 . 

我 们 来 氮 述 黎 冯 积分 的 构建 方法 .我 们 认为 函数 f(x) 定义 在 一 个 包含 拷 区 间 
[a; 丰 的 区 间 (a, 8) 上 . 

定义 1 称 有 限 多 个 点 zo, 工 1,… ,zn 所 成 的 集合 芽 为 闭 区 间 fa, 可 的 一 个 ( 非 
标 码 ] 分 法 , 如 果 >1T 且 @=20 < <wn=b. 

定义 2 说 分 法 卫 在 分 法 人 之 前 (或 分 法 廿 在 分 法 卫 之 后 ), 如 果 成 立 集会 
的 包含 关 系 而 和 呈 (或 宛 了 看) 分 法 家 叫 作 分 法 荆 的 加 细 . 

显然 , 下 述 性 质 成 立 . 

1° 任何 分 法 都 基 自 身 的 加 细 . 

2° 才 鱼 二 石山 Ts, 则 分 法 肌 既是 分 法 五 的 加 细 , 也 是 分 法 了 的 加 细 . 

对 于 任 一 分 法 了 = {fzo,zl，…… ,za 用 Ak 表示 闭 区 间 [zk li, zk]. 此 区 间 之 长 
度 记 作 : 


A = Tk CO— WE1. 
定义 3 重 Ar= max Axk 叫 作 分 法 人 了 的 直径 . 
在 每 个 团 区 间 Ar 上 选取 一 点 &k,k 二 1,-… ,mn, 则 
Tk-1 SE Ek Tk. 
定义 4 点 集 {zo Xn; En] 叫 作 闭 区 间 [a,9| 的 标 码 分 法 ， 
把 标 码 分 法 记 作 VY, 而 把 对 应 于 它 的 未 标 码 分 法 记 为 T= TIV7Y. 
定义 5 和 
olV) = FS)Azl 十 … 十 Fo)JAzn 一 》 FEJAzk 


颇 二 1 
电 作 函数 f(z)】 对 应 于 标 码 分 法 WV 的 积分 和 ， 
定义 6 如 果 数 了 满足 条 忻 : 对 于 任 给 的 三 > 0 存在 5 一 56fey>0 使 得 对 于 闭 
区 闻 [wa, 引 任意 的 标 码 分 法 了, 只 要 Ay < 了 就 有 


一 < 6 
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即 
了 一 f(r)Ark 


正二] 


那么 就 称 了 为 函数 ffz) 在 闭 区 间 la, 中 上 的 ( 黎 要 ) 定 积分 , 记 作 


< 后， 


1= yi 


定 兴 了 车 函数 Fiz] 在 闭 区 闻 [a, 引 上 有 黎 曙 积分, 则 称 它 是 在 [a,9| 上 { 事 量 } 
可 积 的 . 


容易 证 明 下 述 命题 : 若 存在 两 个 数 人 和 五 第 满足 函数 f(x) 在 闭 区 间 la, 中 上 
的 黎 曼 积分 的 定义 , 则 它们 相等 , 即 五 = 五 . 
> 实际 上 , 车 五 < 则 将 号 取 作 量 e. 那么 根据 积分 的 定义 , 存在 数 5 = 
6fe) > 0, 使 得 对 于 任何 标 码 分 法 V 满足 Ay < 5 者, 氏 有 


lov ~ Dh|<&, lev ~ | Ee. 


因此 


io-ovl+lov — I<2= 1 —. 


由 此 得 到 五 一石 < 一 五 . 这 是 不 可 能 的 . 因此 五 = 五 ， 二 

可 将 定 积分 看 作 是 沿 着 某 个 基 的 极限 , 我 们 来 确定 这 个 基 , 就 是 说 要 刻画 构成 这 
个 基 的 终端 的 集合 ， 

回忆 基本 集 4 的 于 集 构成 的 基 B 的 定义 . 基 B 的 终端 bcC 4 满足 下 述 条 件 : 

1) 空 集 不 是 基 的 终端 ; 

2) 对 于 基 B 的 任何 两 个 终端 hh,bo, 存在 终端 ba e B 使 得 bs C hu 人 

作为 基本 集 4, 我 们 取 闭 区 间 [e, 忆 的 一 切 标 码 分 法 的 集合 . 对 于 每 个 6 > 0, 令 
bs 为 直径 小 于 6 的 标 码 分 法 的 全 体 所 成 的 集合 . 一 切 bs 所 成 的 集合 {bs} 就 是 要 找 
的 基 , 积分 和 o(Y) 是 定义 在 标 码 分 法 集 4 上 的 函数 . 那么 函数 f(z) 在 闭 区 间 [e, 司 
上 的 定 积分 不 是 别 的 , 恰 是 积分 和 af(Y) 沿 着 基 B 的 极限 , 即 


了 一 f fr)dr = limo(V). 


这 个 等 式 的 意思 是 : 对 于 任何 数 。 > 0 都 存在 集 B 的 终端 w= bs{e), 使 得 对 于 任何 
标 码 分 法 VE bs(8), 成 立 不 等 式 IolV 一 Ti < 二 

在 前 述 积分 的 定义 中 , 作为 量 5 = 5(e) > 0 应 取 产 生 终 端 bs{e) 的 那个 量 5. 

由 于 积分 是 积分 和 沿 着 基 B 的 极限 , 所 以 对 于 积分 适用 关于 函数 没 着 其 合 基 的 
极限 的 定理 . 

我 们 来 证 明 可 积 冰 数 的 下 述 重要 性 质 . 
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定理 2 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 la, 避 上 可 积 . 那么 它 在 [a, 站 上 有 界 


”> ”假设 函数 f(x) 在 财 区 间 [we, 电 上 不 是 有 界 的 . 取 此 闭 区 间 的 任意 一 个 直径 小 于 
# 的 分 法 T:a=aso<z< <azn= 忆 那么 存在 闭 区 间 A = [zizr] 使 函数 
ffz) 在 A 上 无 界 . 我 们 来 证 明 函 数 olV) 无 界 . 取 任 一 数 MM > 0. 这 样 来 构 作 分 法 
T 的 标 码 站 使 le(P]| > M. 为 此 任 取 点 后-T6rr ,Em. 置 


> 7(EJAzk 


天 一 芭 关 nr 


由于 函数 f(x) 在 闭 区 间 A 上 无 界 , 所 以 存在 点 &. E A 使 


站 二 


MM 


十 
HG > 二 全 


由 此 得 
2 FEE)ATE 


天 一 二 ,天 天 


从 而 olV) 无 界 , 那么 函数 f(x) 不 可 积 ， 有 4 


lo(T) 袍 |f (Er JAzr| 一 > M, 


第 二 讲 


83. 黎 受 可 积 的 准则 
我 们 来 建立 在 团 区 间 上 有 界 的 函数 黎 曼 可 积 的 准则 , 
定义 8 函 教 f(x) 在 闭 区 间 [下 上 对 应 于 分 法 工 =fzo…… ,zn} 的 和 


S(T) = 》 MEATE 
兵 二 1 


其 中 Mi = sup f(z), Ax = [ek-1,2k],Azk = 26 一 Zh-1, 叫 作 是 达 布 上 和 ， 
Di 


s(T') = bp 人 全 
二 1 


其 中 my = st fl), 叫 作 达 布下 和 . 
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定义 9 设 4 表示 闭 区 闻 [四 如 的 一 切 分 法 的 集合 , 数 I* 一 nf,S(T) 电 作 函 
数 Frz) 在 [@, 可 上 的 上 积分 ， 而 数 到 = Sup (了 7) 电 作 函数 ffzl 在 [@, 可 上 的 下 
积分 . 

定理 3 ( 闭 区 间 上 函数 黎 曼 可 积 准 则 ) 为 使 在 闭 区 间 上 的 有 界 士 数 歼 曼 可 积 ， 
必须 且 只 需 

Aim (S(T) - s(T)) =0. 
为 证 此 准则 , 需要 达 布 上 、 下 和 的 下 述 性 质 ， 
引 理 1 对 于 任何 标 码 分 法 尼 有 


aTV)) < olV) & S(TIV)). 
引 理 2 设 坟 是 任意 的 一 个 分 法 而 p(Th] 是 此 分 法 的 标 码 的 集合 , 那么 


"0) = vy) SY) ep, 


引 理 3 对 于 性 何 非 标 码 分 法 卫生 
3(T1) 去 后 (25)， 


引 理 4 对 于 有 界 加 数 , 上 、 下 积分 * 和 五 必 春 在 , 且 对 于 性 何 分 法 荆 屁 成 立 
不 等 式 
sf EE ET & STY. 
引 理 上 5 标 码 分 法 V 的 直径 与 和 它 对 应 的 非 标 码 分 法 工 二 T{V) 的 直径 是 一 样 
的 . 因此 若 玉 EE 的 则 TI(V) Ebs. 这 里 乒 表 示 标 码 分 法 基 的 终端 , 而 bs 表示 非 标 码 
分 法 的 基 的 对 应 于 数 上 的 终端， 


引 理 6 对 于 任何 分 法 全 有 
mI, < S(T) s(T) = Q(T). 


Py ”这 些 命题 的 证 明 没 有 大 的 困难 , 因此 我 们 仅 证 引 理 3, 引 理 4 和 引 理 6. 
从 证 明 引 理 3 开始 . 我 们 指出 , 当 分 法 了 加 组 时 , 达 布 下 和 s( 荆 ) 只 下 能 增加 ， 
而 上 和 S(T) 只 可 能 减 小 . 因此 , 取 二 二 荆 凯 就 得 到 


s(T1) & s(T3) < S{13) & S(T2). 


引 理 3 获 证 . 
引 理 4 的 证 明 本 质 上 从 引 理 3 推出 . 者 作成 全 体 s(T) 的 值 的 集合 M1 和 全 体 
S{TY 的 值 的 集合 Mo, 则 引 理 3 的 结论 表示 任 一 元 吉 a € Ms 都 是 集合 Mi 的 上 界 . 
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那么 , M1 的 最 小 上 界 , 即 量 I, 不 超过 a. 这 表明 [是 集合 Mz 的 下 界 , 而 根据 产 
自身 的 定义 , 它 是 集 M2 的 下 确 界 , 因此 


sT) T&T gS(T). 
引 理 6 的 结论 从 下 面 的 不 等 式 串 推出 
S(T) ~ s(T)}> TT*— s(T}> TL. 


引 理 1、 引 理 2 和 引 理 5 的 结论 直接 从 定义 得 出 ， 4 

现 可 转 来 证 明 范 数 黎 曼 可 积 的 准则 . 
Pp 必要 性 设 alim 9(V) = 了. 这 表示 , 对 于 任何 a1 > 0, 都 存在 数 61 = di(e1) > 0, 
使 得 对 于 任意 的 标 码 分 法 V, 只 要 直径 Ar < 器 就 有 cf 一 中 二 El, 即 


TIT-—-a<oaV) <T+e. (1) 
考虑 任意 的 直径 小 于 员 的 非 标 码 分 法 TT. 有 
37) = ,inf, or(V), S(T) = ,Sp olV). 
那么 从 (1) 推出 
I—-e<sT)<Ite, TI-~-e< ST)gI+a. 
因此 数 s(T) 和 S(T) 位 于 同一 个 长 讼 为 2e1 的 闭 区 间 [一 ,了 +61] 中 . 所 以 
IStT) — s(T)| & 2e1. 


若 取 si 一 和 5 一 后 (5) , 则 得 到 ,对 于 任意 的 。>0 存在 5 = 5(e) > 0, 使 得 对 于 
任何 分 法 7, 只 要 Ar < 5fe) 就 成 立 |5(T) 一 s( 了 | < ss 从 而 
Aim (S(T) — s(T)) =0. 
充分 性 我们 来 证 明 ， 从 条 件 Aim (S(T) 一 smD) = 0 推出 极限 im olV) 
存在 . 
首先 证 明 , 上、 下 积分 PP 和 I 相等 . 根据 引 理 6 有 


og rl <ST)— a(T). 
因此 当 Ar 一 0 时 二 下 一 一 0, 即 和 =0, 从 面 


六 = 五 = 了 


$3。 效 是 可 积 的 准则 . 153 . 


镜 下 的 是 证 明 Aim uc(P) = 给 定 任 意 的 < > 0. 则 存在 5 = 5(e) > 0 使 得 对 
于 直径 小 于 5 的 任意 分 法 T 成 立 不 等 式 
S(T) — s(T)} < &. 
那么 对 于 任意 的 标 码 分 法 V', 满足 Ay < 65 者, 有 
S(T(V)) — s(T(V)) < se. 
此 外 
sTIV) < olV) & S(TI(VN, s(T(V) & Tg STH). 


那么 两 个 点 cfY)y 和 了 皆 属 于 长 杜 小 于 < 的 闭 区 间 [s(TOW)), S(T(W))]. 这 表明 这 
两 点 之 间 的 距离 小 于 se， 所 以 ,对 于 任何 分 法 V, 使 Av < 5 者 , 皆 成 立 不 等 式 
cl) 一 了 < 之 g. 从 而 Am =I 4 

注 在 证 明 可 积 准 则 的 充分 性 时 ， 建立 了 下 述 论 断 . 


车 对 于 有 和 界 函 数 成 立 条 和 件 
Ai (S(T) —s(T)=0 
则 成 立 等 式 天 = 到. 
例 1. 犹 利克 雷 力 数 
p(s) = 1, 车 z 是 有 理 数 ， 
0, 若 z 是 无 理 数 ， 


在 闭 区 间 [ao, 昌 上 不 是 黎 曼 可 积 的 . 
实际 上 , 取 此 区 间 的 任 一 分 法 . 在 分 法 工 的 任何 间隔 Ai 中 都 既 含 有 理 数 亦 合 
无 理 数 , 故 函 数 在 此 间隔 中 的 振幅 wi 等 于 1. 因此 


NT) 一 ST) 一 s{T) 一 yuan 一 人 和 Ti 一 扬 一 已. 
但 根据 函数 黎 曼 可 积 的 准则 , 该 满足 条 件 
im (S(T) — s(1)) =0 
才 是 , 这 表明 犹 利 克 雷 函数 D(x) 歼 党 不 可 积 . 


2. 黎 缀 阴 数 
Ra) = ,车 z= 本, (m,n) = 
0, 若 了 是 无 理 数 
在 闭 区 间 [0,1] 上 黎 曼 可 积 . 
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给 定 任意 的 数 = > 0. 令 入 = | 2| + 并 取 5 满足 条 件 0 < 5 < 55 任 取 分 
法 工 ,使 Ar < 5. 函数 R(x) 在 任何 间隔 Ai 上 的 振幅 都 满足 条 件 0 < wi 1. 把 和 
Q(T) = S(T) - sf 分 成 两 部 分 , 一 部 分 9 对 应 于 满足 不 等 式 0<w < 上 六 的 那些 
项 的 和 , 另 一 部 分 Da 对 应 于 满足 不 等 式 让 < ws < 1 的 那些 项 的 和 | 在 和 式 oa 中 
所 含 的 间隔 Ai 中 必 合 有 分 母 小 于 N 的 有 理 点 . 这 些 点 的 总 数 不 超 过 N?. 因此 

AND)= Qt HD Amt DA < H+Ni < EL +E =e, 

其 中 在 求 和 号 上 的 一 撤 和 两 撤 分 别 表示 区 间 Az; 包括 在 和 式 Q 及 和 式 Da 中 . 因 
此 黎 电 函数 Rx) 可 积 . 

注 “ 在 上 面 考察 的 例子 中 引 人 和 人 的 量 


QT) = S(T) ~ s(T) < Y (Me ~ mi)Ark = Y awkAak 


=1 kk 二 1 
叫 作 对 应 于 区 间 的 给 定 的 分 法 了 的 w 和 . 这 里 , 量 wk 二 ar 一 mx 则 作 获 数 f(z) 在 闭 区 间 
Ax 二 [zxr_ayzkl 上 的 振 幢 . 若 在 量 Arrayaap 的 定 六 中 代替 闭 区 间 Ai 以 开 区 间 {zr_1, zn), 别 
得 到 数 M$ 一。 sup f= ,nf f(D, 和 wh = Mi 一 mk 这样 得 到 的 最 8Y(T) 也 
三 和 克 EE 一 1 1 于 天 于 三 【一 44 下 下 
叫 作 ow 和， 


第 三 讲 


84、 函 数 黎 曼 可 积 的 三 个 条 件 的 等 价 性 


我 们 在 三 个 等 价 形式 之 下 来 证 崩 晴 数 的 黎 曼 可 积 准 则 . 

定理 4 为 使 有 区 闻 上 的 有 界 削 教 可 积 , 必要 县 充分 的 是 下 列 三 个 等 价 条 件 中 
的 一 个 或 立 : 

D) lm (S(T) ~ s(T) = 0; 

2) 天 一 大; 

3) inf{(S(T) — s{T)) = 
we 我 们 来 证 明 下 述 蕴含 关系 链 成 立 : 1) 全 轨 僵 3] 一 必 . 

根据 对 83 定理 1 的 注 , 得 知 1) 寺 2). 现 证 2) = 3). 下 述 关系 成 立 : 


inf(S(T) ~ s(T) = 天 一 天 一 天 


84， 和 函数 效 曼 可 积 的 三 信条 件 的 等 价 性 155 . 


a) 首先 证 明 是 S(T) - s(T) 的 集合 的 下 界 . 我 们 有 
Tr < ST), -EF < —s(T), 
因此 
S(T)— s(TY21* oD,. 

b) 现 证 量 衣 是 S(T) 一 s(7T) 的 集合 的 下 确 界 , 即 对 于 任 给 的 = > 0, 数 有 +e 者 

不 是 下 界 . 从 上 确 界 和 下 确 界 的 定义 推出 , 存在 分 法 页 和 下 使 
S(T)<T+ 7 s(Ty) > 天 一 5 
由 此 , 对 于 分 法 了 = 荆 帆 入 有 
S(T & Sn} <T+ 3 s(T3) > s(t) > 天 一 2 
从 而 
S(T3) 一 s( < -Dt+e=hie. 

可 见 hh 十 8 确实 不 是 S(T) - s(T) 的 集合 的 下 界 . 

由 于 命题 2) 说 的 是 h =0, 所 以 从 上 所 证 得 ipaf(S(T) 一 sa(T)) =0. 那么 ， 从 命题 
2) 我 们 推出 了 命题 3). E 

现 证 3} 全 1). 根据 3), 对 于 任意 的 = > 0, 存在 分 法 五 使 SU 一 st) < 3 
用 n 表示 分 法 五 的 点 的 数目 . 根据 函数 f(x) 在 闭 区 间 上 的 有 界 性 , 存在 数 M > 0， 


使 得 对 于 这 个 闭 区 间 上 的 一 切 点 x 都 成 立 |f{z)| < 邓 . 置 5= pn 再 取 和 任意 的 分 
法 工 , 使 得 Ar <#5. 那么 对 于 分 法 =TUT 有 


ST3) ~ ss) < S(T) ~ sD) < 3 


也 就 是 说 , Q(T2) < QT) < 5- 类 伏地 有 DT < 人 (7) 
我 们 来 给 出 量 Q(T) 的 上 方 估计 . 由 于 


(下 一) + (ND) — AI)), 


所 以 只 需 估计 Q(T) - Q(T2). TB 是 分 法 了 的 加 细 , 它 由 在 分 法 了 的 某 些 间隔 中 加 
人 分 法 荆 的 点 而 构成 . 这 样 的 间隔 的 数 昌 不 超过 n, 它们 中 的 每 个 的 长 度 都 小 于 5 
而 消 数 在 这 些 间 隔 上 的 振幅 不 超过 22M. 因此 PT -To) & 2Mns. 
于 是 我 们 得 到 
QZ) < 2 + 2Mn6d = Ee. 
这 表明 
aim (S(T) ~ s(T)]=0. 4 
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$85， 函数 歼 轴 可 积 的 特殊 准则 


我 们 把 闭 区 间 的 n 等 分 的 分 法 记 作 工 ,, 把 函数 对 应 于 TT 的 达 布 上 和 记 作 55， 
而 下 和 记 和 作 Sy 
我 们 来 证 明 函 数 歼 学 可 积 的 下 述 特 殊 准 则 . 


定理 名 为 使 闭 区 间 [a, 本 上 的 有 界 函 数 f(z) 葡 量 可 积 , 必要 且 充 分 鲍 是 
lim (Sr — Sn) =O. 
pb ”必要 性 从 黎民 准则 (54 定理 1) 推出 . 


充分 性 设 
1 =inf ST), f= sup s(T). 
工 TT 
那么 对 于 任何 分 法 工 皆 有 
3(T) ET S(T). 
因此 
sn Dn. 
由 此 得 到 
后 一 Sn 了 一 二 0 


但 因 lim (5% 一 sa] 一 0, 放 六 = 天 一 工 于 是 根据 绊 定理 2 (条 件 2), 函数 f(x) 在 


下 


闭 区 商科 避 上 可 积 ， 有 
推论 为 使 闭 区 间 上 的 有 轻 函 数 可 积 , 必须 且 只 需 下 述 等 价 条 件 之 一 成 立 : 
4) ,Lim (Sn 一 gn) 一 
5) inf(Sn 一 sn) = 0. 
显然 , 我 们 有 昔 含 关系 链 5) = 3) = 1 = 4 > 加 . 推论 获 证 . 
条 件 4 和 5) 满足 $4 定理 2 的 条 件 1),2) 和 3). 


例 考察 数列 {x1,0 所 za 达 1. 设 0a 和 8 是 任意 的 满足 条 件 0<ags8<gl 
的 数 . 用 No 表示 数列 {zkl 的 前 @ 项 中 落 在 闭 区 间 [a, 有 由 内 的 项 数 , 郧 满足 o 所 
zk 所 1 上 的 脚 标 上 的 个 数 . 


如 果 对 于 性 意 的 oa, 500 志 a 志 Bz 1 痢 成 立 关系 式 


就 说 数列 {z;]} 是 模 1 一 数 分 布 的 (u. d (mod 1)). 
我 们 来 证 明 下 述 一 致 分 布 准则 , 它 是 外 尔 (再 . Weyl) 建立 的 . 


85， 函数 歼 时 可 积 的 特殊 准则 ,157 。 


定理 6 (外 尔 准 则 ) 为 使 数列 {zn} 是 烧 芋 一 致 分 布 的 ,必须 且 民 需 对 于 任何 
袭 量 可 积 函 教 f(z) 都 成 立 等 式 


1 名 
dm) = /aa 上 
> 充分 性 周期 为 1 的 周期 函数 


yo 1, 基 arg&8 
Fr) = P(e) 人 村 2 


在 车 区 间 [0,1] 上 可 积 . 而 且 


所 以 


因此 , 着 列 {zx，} 是 模 1 一致 分 布 的 . 
必要 性 ” 设 flz) 是 任意 一 个 在 闭 区 间 [0,1] 上 黎 曼 可 积 的 函数 , 那么 根据 可 积 
准则 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 分 法 了 使 得 
QT = ST) — aT) < 3 s(T) = Sy mAz, S{T) = 人 adiAri， 
+ 一 工 一 荆 
显然 成 立 不 等 式 ， 
sr) < f Haar < S(T). 
心 


置 


|， 车 J EAj, 
pilT) TT 0， 车 z ¢ Ai, 


PT) = Dmipite), P(r) = 2 Miypilr). 
i=1 #4 二 1 

我 们 发 现 , 若 等 式 (1) 对 于 某 些 函数 f(z), fz(z),… ,所 (x) 成 立 , 则 它 也 对 于 函数 

g(z) 二 a 有 (0) 十 … 十 crfr(z) 成 立 . 因此 , 从 一 致 分 布 的 定义 出 发 , 我 们 得 到 


| 1 总 1 
J = / ptzjdr = s(T)， 


1 印 
lim G 2 Cer) = | P(rYdr = S(TY. 


Wo0o 
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结果 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 Qo = Qols) 使 得 对 于 一 切 @ > Qo 有 


sn) -wl 


< 二， 


3， |S(T) -三 3 理 (zr)| < 


还 有 , 由 于 成 立 不 等 式 p(z) < f(x) < Wo) 
1 过 1 局 
s{T) — 5 <a2 > vbr) < < 万 : fl) < < > Br) < S(T) + 5 


因此 , 与 小 学 f(zr) 一 样 积分 值 后 f(z)az 也 属于 闭 区 间 [s(7) S(T)+ 中 ， 
所 以 


1 1 2 
#31" flo)dz| < QT) + <e 4 


注 ”对 于 销 数 可 积 的 条 忻 1) 一 5) 还 可 添 吉 另 一 个 如 下 形式 的 等 价 条 件 . 

6) infQ'(T) = 0. 
py ”实际 上 , 对 于 任何 上 都 成 立 情 计 式 wi 所 we， 和 由 此 推出 (TT)】 所 (TY)， 另 一 方面 , 尾 
意 给 定 a > 0 时 , 对 于 给 定 的 分 法 TT, 总 可 添加 某 些 新 的 点 , 使 作成 的 新 分 法 耳 满足 不 等 式 
GT < QAT) 十 5, 这 表明 , 如 果 infO{T) 二 0 则 亦 有 if) 一 0 9 


8$6， 积 分 和 方法 


积分 和 方法 基于 下 述 引 理 . 


引 理 了 证 函数 ffo] 在 亲 区 闻 Ia, 引 上 可 积 , 并 种 TV 是 任意 的 满足 以 下 计件 
的 标 码 分 法 序列 : 当 n -oo 时 分 法 的 直径 的 序列 {Ar 一 0B. 那么 当 兄 一 oo 时 


a) Sn 一 站 (人 (一 五 byasn 一 STTV 一 五 econ=o(th) ol. 


2 ”根据 积分 的 定义 , 并 根据 洒 数 黎 癌 可 积 的 准则 , 对 于 任意 的 s > 0, 存在 数 5 = 
d(e) >»0 使 得 车 A 一 六 TU < 忆 二， 刚 


总 去 上 
len — | < 去 [Sn 一 开 芭 去， lsn — 1 < 3- 


2 2 

但 因 当 n 一 oo 时 序列 {Av,} 趋 于 堆 , 所 以 在 零 的 6 邻 域 之 外 只 有 不 名 于 有 限 数 
no(5) 多 个 Av 值 . 因此 在 数 了 工 的 5 邻 域 之 外 , 也 只 有 不 密 于 no(6) 个 on 的 值 ，Sn 
的 值 , s* 的 值 . 因此 


te 
虽 按 定义 8.Ai 和 相 邻 的 Ao-1、As+il 在 端点 处 相交 , 所 以 这 个 不 等 式 在 这 些 靖 点 处 未 必 成 


立 一 一 译 老 注 . 
外 此 处 宜 写 Av, -0 一 一 译 者 注 . 


因 ， 积 分 和 方法 .159 : 


例 1. erdr=et—er. 


由 于 函数 ee 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 , 它 在 此 区 间 可 积 . 为 了 求 积分 值 , 剩 下 的 只 
是 选取 序列 {Vs} 并 计算 极限 lim cr- 
对 于 上 =0,…,n 置 


b— p— 
Wh th Am 一 一 A， Xk 一 G 十 大 A， 
由 此 ， 
好 一 二 
dn 二 pe = eA {1 十 e 全 十 . 十 et 
大 一作 
1 一 位 六 
一 ec 和， Ee (et 一 e°). 


1 一 Ee el 


因为 当 ”一 co 时 成 立 等 式 lim -x 二 1 所 以 


b 
lim an 一 ee 一 ea 一 / 已 2 人 
To & 


2. 设 0<a<b 那么 彤 号 = 工 -于 
取 闭 区 间 [e, 司 的 任意 一 个 分 法 : = 0 n= 并 置 一 VExiZk k= 
1,… ,nm. 那么 对 于 相 垃 的 积分 和 mn 有 


=、 1 La 一人 1 1 1 1 
Ee 袜 ( 


k=l 1 kl 1 Ki “TR-l Zk 
多 此 
1 加 b dx 加 1 
im cn 一 = 
1 1 1 ) 
; im | -一 -二 一 -一 十 .…. =1. 

3. 求 极限 im (了 了 + 元 了 + tin 

显然 有 ， | 
_ 1 1 dz 

i 
™ 1 1 十 一 于 0 


由 此 , 根据 稍 后 证 明 的 牛顿 - 革 布 尼 落 公式 ,得 1=In2 
特别 地 , 使 用 此 结果 求 得 下 面 级 数 的 和 
2 


oo (—1)*-1 (—1)*-1 ( _1 1 二 
2, 天 -2 k = 1 2t3 


k=1 


+ 


. 1 1 1 
-Jim (#7 Tinta 二 = 2 
中 对 于 闲居 取 值 等 是 无 意 交 的 -一 - 译 者 注 . 
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4. 下 面 的 等 式 成 立 : 


TT 2 J | 
上 In{1 — 2a cogw 十 a2)dz = Xlnial, 者 |al > 1, 
0， 若 lal < 1 


痢 m = 王 , 关 一 下 天 ,mm; 那么 Am = 二: 因此 


9 Ei 
Tn 一 2 — S20 eos TE 十 o3) 二 二 之 [a 一 ert)(o 一 er 各 | 
一 1 = 


一 zl |(a 一 eofa 一 ee 一 TIn|la3n 一 =. 
过 禄 到 极限 ”一 oo, 即 得 所 求 的 积分 值 . 
5. 设 f(z) 在 财 区 间 [a, 加 上 不 减 生 有 界 . 那么 对 于 量 


-一 5 人 二 中 -人 fl 
7 0< 6 < LO- Go). 
显然 有 | 
0 6 -之 记 1; (at = 他 -gj -| dz 
所 之 广 17 (a+ 2 -0)) 一 上 (a+ 6-q)| ar 
-rio) -+t oaj- -fo), 
此 即 所 窝 证 者 . 


6. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 则 [a,9] 十 有 有 和 界 的 且 可 积 的 导 哨 数 , 并 设 符号 如 表示 
如 例 5 中 的 值 . 那么 


lim 了 6 = 
了 


(7 的 一 fo) 
根据 拉 格 朗 日 关于 有 限 增 量 的 定理 ， 在 每 个 闭 区 则 Ak = fk lzpl 上 ,大 = 
. ,n, 对 于 任意 的 x < A;, 存在 点 5&4 属于 开 区 间 (zk_:, zhj, 使 得 

1 (ot Go) -f= 7 (ot E60 -2). 


设 mp, Mi 分 别 是 导 旺 数 fF'(z) 在 闭 区 间 A 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 那 么 my 所 
FE) & Mr. 
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从 5 的 定义 , 有 


由 (ba}ta 天 
na 一 [ (。 二 一 了 一 一 z Fér)dr. 
k=1 Et (ba)to 


由 此 推出 不 等 式 


将 不 等 式 两 边 同 蒋 以 n, 并 过 渡 到 极限 , 就 得 到 所 需 的 极限 关系 式 . 由 此 , 特别 
地 对 于 例 3 的 数列 得 到 


1 i 1 1 
1 (一 - 1 ... In2) =—-l. 
no" ntl ni tT 了 4 


7. 设 函 数 p(x) 在 闭 区 间 [0, 1] 上 连续 且 总 取 正 值 . 那么 成 立 不 等 式 


1 
了 所 el in Pir 委 1 plr) ads. 
hn pr) 


置 zp 二 上 二 0,.… ,mn 那么 对 于 相应 的 积分 和 , 根据 调和 平均 、 几 何平 均 和 算 
术 平 均 之 间 的 不 等 式 , 有 


1 
n £3 inptzs) 


Se = pt) pon) < PE 二 二 Pr) 


十 十 -二 
p(x1) p(Tn) 


在 这 些 不 等 式 中 过 渡 到 极限 ”一 oo 就 得 所 要 求 的 不 等 式 . 


第 四 讲 


87. 黎 轴 积分 作为 沿 着 基 的 极限 的 性 质 


回忆 一 下 在 氏 末尾 给 出 的 , 黎 曙 积分 作为 油 着 某 个 基 的 极限 的 定义 . 

设 4 是 闭 区 间 (a, 日 的 全 体 标 码 分 法 所 成 的 集合 . 集合 4 将 是 基 B 的 基本 集 . 
对 于 任意 的 5 > 0, 这 个 基 B 的 终端 上 = 站 ea4 力 是 由 全 体 直 径 小 于 5 的 标 码 分 法 
Ve 和 所 成 的 集合 . 换言之 , 终端 5s 是 这 样 给 出 的 : 


bs = {Ve AlAv < 8}. 
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和 以 前 一 样 , 设 efY) 是 对 应 于 标 码 分 法 了 = {fzo zl ,zaitl al 的 积分 和 ， 
即 
o(V) = > FS)Aze， 
天 一 二 

那么 数 了 = limo(V) 叫 作 函数 f(z) 在 闭 区 间 [ae 加 上 的 黎 显 积分 , 只 要 了 存在 的 话 . 

换言之 , 数 ! 是 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 引 上 的 积分 , 如 果 对 于 任意 的 s> 0 都 
存在 数 5 = 5(ls) > 0, 使 得 对 于 团 区 间 [a, 引 的 任何 标 码 分 法 V, 只 要 Ay < 就 有 
I—-oV)|<s. 

现 设 A' 是 闭 区 间 [a,4| 的 全 伍 非 标 码 分 法 所 成 的 集合 . 此 集 本 是 基 B' 的 基本 
集 , 基 B' 的 终端 站 是 全 体 直 径 小 于 5 的 非 标 码 分 法 所 成 的 集 ， 

达 布 上 积分 和 达 布 下 积分 的 定 湾 ” 设 $(T} 和 s(T) 分 别 是 对 应 于 非 标 码 分 法 了 
的 达 布 上 和 和 下 和 , 且 R(T) = S(T) - s( 站 ). 那么 数 天 = inf,S(T) 叫 作 函数 f(x) 
在 闭 区 间 la, 呈 上 的 达 布 上 积分 , 而 数 I = ‘Sup s{T) 叫 作 达 布 下 积分 . 


性 取 一 个 国定 的 非 标 码 分 法 驴 . 用 au) 和 代表 对 应 于 同一 非 标 码 分 法 75 的 全 
体 标 码 分 法 Y 所 成 的 集合 , 即 硬 的 一 切 标 码 所 成 的 集合 . 那么 , 从 83 的 引 理 2 出 
发 , 达 布 上 积分 和 达 布 下 积分 的 定义 可 写成 这 样 : 


T= inf sup cf T= su inf oiV. 
TEA' vealT, ( » * Teh veatr) ( ) 


我 们 给 出 上 面 引信 的 概念 的 一 些 性 质 . 


引 理 8 设 标 码 分 法 WV 是 分 法 四 的 标 码 , 即 VW EolTn). 那么 ,着 VE6s, 则 
1) a(Tn) Chs; 
2 U am= U a(T)=%;. 

ToEbs 


ToATo < 


mw ”实际 上 , Am = Av. 因此 对 于 任意 的 标 码 分 法 VW e a(Tb) 有 Av = Av <5 因 
此 a(To) C bs. 性 质 2) 的 验证 类 似 ， 二 

现 指 出 基 B 的 一 些 性 质 , 除了 早先 指出 的 : 

1) 基 的 每 个 终端 都 不 空 ; 

2) 对 于 尾 两 终端 六 和 ts, 存在 终端 a Ch 门 s, 这 两 条 性 质 之 外 ,下列 三 条 性 
质 也 成 立 : 

3) 对 于 任何 终端 H 和 色 , 要 么 轴 Cc bw, 要么 bo C 1, 总 有 一 式 成 立 . 

4) 回忆 洛 着 集合 基 的 基本 序列 和 单调 序列 的 定 关 { 见 第 一 部 分 第 30 讲 ). 分 法 
序列 {V5} 叫 作 是 沿 着 基 B 的 基本 序列 , 如 果 对 于 任 给 的 终端 be B, 都 仅 存 在 序列 
的 有 限 多 项 不 属于 b.， 基本 序列 {Vs} 叫 作 是 沿 着 基 B 的 单调 序列 , 如 果 对 于 任何 
终端 如 从 条 件 WW, E85 必得 到 Tl 5 作为 治 着 基 B 的 单调 序列 , 可 以 取 闭 区 同 
[ae, 引 的 这 样 一 个 标 码 分 法 序列 {V5} , 使 得 五 = 工 (W) 是 此 区 闻 的 n 等 分 分 法 . 


87。 获 时 积分 作为 消 车 基 的 极限 的 性 质 ,163 、 


5) eb b= 
对 于 沿 着 基 B 的 上 ,下 极限 我 们 引用 下 述 记 号 : - 


J = EmoY), ,= lmo(V. 
B 瑟 


下 述 命 籁 成立. 
定理 ?7 成 立 不 等 式 


LL 
由 此 , 根据 柯 西 准则 , 得 到 函数 歼 曼 可 积 的 下 述 准 则 ， 
定理 8 为 使 器 数 歼 量 可 积 , 必要 且 充 分 的 是 成 立 等 式 J* 一 省 . 


> ”从 上 积分 天 和 J* 的 定义 及 沿 着 集合 基 的 上 极限 的 性 质 (第 一 部 分 第 三 十 讲 定 
理 3), 有 


I” 一 inf S(T) = inf up, eof) 一 inf ew ve 


和 VV = 
< 


即 产 芯 . 产 , 类 似 地 得 天 乐天， 本 

注 1. 这 样 一 来 , 形 如 7* = 也 的 黎 曼 积分 存在 的 准则 , 用 沿 着 基 的 极限 的 语言 来 说 , 本 质 
上 等 价 于 洪 着 基 当 Av 一 0 时 极限 存在 的 柯 西 准则 . 

2. 从 沿 着 基 当 Ar 一 0 时 按 柯 丁 方式 的 极限 概念 和 按 海 涅 方式 的 极限 概念 的 等 价 性 推出 , 函 
数 可 积 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 任何 分 法 序列 TV]}, 只 要 当 一 ee 时 Aw 一 0 积分 和 序列 
{o(V%)] 都 是 收 第 序列 . 从 另 一 方面 来 说 , 先前 证 明了 的 特殊 的 可 积 准 则 说 的 蚌 , 这 里 只 消 限 制 于 
一 个 积分 区 则 的 等 分 序列 即 可 . 此 时 , 所 考察 的 基 的 特殊 性 是 Am 一 0. 

我 们 来 加 强 定理 了 我 们 证 明 积 分 和 沿 着 基 的 上 极限 与 达 布 上 积分 是 相等 的 . 为 
此 需要 一 些 引 理 . 


引 理 9 设 函 数 ffz) 的 绝对 值 在 闭 区 间 巨 = [@, 站 上 不 超过 数 JM. 设 本 是 此 
区 闻 的 一 个 直径 5 > 0 的 分 法 . 还 证 分 法 石 是 由 对 了 添加 一 个 点 所 得 的 分 法 ， 那 
么 对 于 达 布 上 和 5S(T) 和 3S(T1) 的 差 有 合计 式 


13( — S(T) & 2846 


> ”考察 分 法 了 的 那个 含有 不 属于 委身 而 属于 及 的 点 t 的 间隔 所 = [ao,50o]. 那 
入 点 组 了 = {ao < 加 和 n= {ao <t < bo} 都 可 看 作 闭 区 间 Eo 的 非 标 码 分 法 . 设 
S(tr) 和 S(n) 是 在 此 区 间 上 的 达 布 上 和 . 那么 从 定义 推出 


S(T) — S(T) = Sn) 一 号 
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由 此 
ls(C ~ S(T =|8(m) — SO < |S(CWI + S(O < ME+ M5=2M6. 4 


引 理 10 车 在 引 理 9 的 条 忻 下 , 分 法 了 由 对 分 法 荆 添 加 不 多 于 n 个 点 得 到 ， 
则 成 立 
IS(T) — SCOT < 2M én. 
引 理 10 之 真确 性 由 n 次 使 用 引 理 9 而 得 到 . 
引 理 11 设 前 区 间 万 = ja 月 的 分 法 卫 满 足 引 理 中 的 条 忻 , 而 同一 区 间 的 分 法 
Ti 食 有 的 内 点 教 目 丰 多 于 n. 那么 成 立 不 等 式 
STY & ST) + 2M on. 
bp 考虑 分 法 了 = 了 工 U2 那么 根据 达 布 上 和 的 基本 性 质 , 成 立 不 等 式 
S(T2) < S(T), S(T) & S(T). 
再 有 , 使 用 引 理 10 于 和 式 S(T) 和 S(T2), 得 
S(T) — S(Ty) 所 25m. 
由 此 得 
S(T) < S(T) + 2Min < S(TI) +2Mén. 4 
定理 9 设 函 数 f(z) 的 绝对 慎 在 闭 区 闻 百 = la, 站 上 不 超过 数 M > 0. 还 设 下 


是 函数 f(x) 的 达 布 上 积分 而 olV) 代表 对 应 于 闭 区 间 巨 的 标 码 分 法 了 的 积分 和 . 
还 设 . 产 = Alimocty 那么 = 

注 根据 函数 的 有 界 性 , 数 六 和 J* 都 存在 . 
bp 用 了 T(P) 代表 闭 区 间 8B 的 从 标 码 分 法 Y 去 掉 标 码 点 而 得 到 的 非 标 码 分 法 , 而 
用 ah) 代表 人 全体 满足 条 件 了 TV) = 十 的 标 码 分 法 的 集合 ， 

那么 , 直接 从 定义 向 着 基 的 上 极限 的 性 质 , 以 及 从 引 理 8 推出 . 

S{T) 一 Aint Ls Sub, vvV), T= inf S(T) = i Ainf ， S(T), 
太一 Alim uCY ) 一 inf 2up, o{V) 


一 inf sup sup I = jaf Sup, S(TY. 
b>0 An<E VealT) 


于 是 总 成 立 不 等 式 


I -inf inf, S(D) < jf Sop S(T) = J 


. S868。 黎 蝇 可 积 栈 数 类 - 165 ， 


我 们 要 证 的 是 产 = 六 .我们 发 现 , 对 于 任意 的 > 0 数 天 +e 已 不 是 值 SC 


的 集合 的 下 界 , 因此 存在 分 法 To 使 得 


"<sm<r+e. 


我 们 还 看 到 , 量 sup, S(T) 作为 4 的 也 数 是 非 减 的 . 因此 , 存在 铝 > 0 , 使 得 对 于 任 
何 满 是 条 件 0 < 6 的 5 都 有 


J sup S(T)E J*+Ee. 
起 直达 忆 


由 此 , 特别 地 推出 ,存在 满足 条 件 A(Ti) < 5 的 分 法 五 使 得 


J ees +e. 


用 ”代表 分 法 T 的 内 点 个 数 . 那么 根据 引 理 11, 成 立 估计 式 


因此 


S(T & SCTb) + 2M on. 


J*— esST) ST +2Min< Tet+2Min. 


所 以 成 立 不 等 式 


Oa oI < 2e+2Mon. 


但 由 于 数 e>0 和 0<f< 而 可 以 选取 得 任意 小 , 所 以 下 一 了 =0, 店 二 个 ， 


[i 


考虑 函数 gfz) = 一 f(z). 则 按 定理 9 有 (9) = (9). 但 六 (9) = 一 4(), 且 


f(g) = 一 天 (及 所 以 下 二 天 (站 本 


88， 黎 曙 可 积 画 数 类 


kp 


我 们 来 证 明 闭 区 间 上 的 任何 连续 丽 数 和 任何 单调 函数 都 在 此 区 间 上 可 积 . 
定理 10 闭 区 间 上 的 连续 函数 在 此 区 间 上 可 秩 . 
根据 康 托 尔 定理 . 闭 区 间 [a, 呈 上 的 连续 函数 f(x) 是 在 此 区 间 . 上 一 致 连续 的 . 


因此 ， 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 5 = (ls) > 0 使 得 对 于 满足 条 件 lz 一 Jy| <5 的 点 
zy € [a,y 成 立 不 等 式 


HG ~ FD)| < Tp 
取 闭 区 间 [a, 太 的 任意 一 个 直径 Ar < 5 的 分 法 T. 那么 有 


Ee 
Wk 一 ,uD (fF) 一 下放 a 55 二 可 
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由 此 得 到 
人 了) 一 省 wrAr < Atk= 二 < 
2 SY ob—a) 之 “2 


因此 , 对 主任 意 的 s > 0, 我 们 找到 了 6 = ite) > 0, 使 得 对 主任 何 直径 Ar < 6 
的 分 法 工 成 立 不 等 式 Q(T) < ee 即 im Q(T) = 0. 由 此 棋 据 可 积 准 虽 推 出 , 函数 
f(z) 在 闭 区 间 [a, 相 上 可 积 ， aa 


定理 11 任何 在 闭 区 间 [a, 碘 上 有 界 且 单 调 的 函数 辟 在 此 区 间 上 可 积 . 


bp ”不 伤 一 般 性 , 可 仅 考 察 函 数 ftz) 在 闭 区 间 [a, 引 上 非 减 的 情形 . 给 定 任 意 的 数 
E>0 并 置 


二 


一 FeT)+T， 
wk 二 ,sup (fe) — f(D)) = frr—) — fF-1+). 


那么 对 于 任意 的 分 法 TT: 4 二 zo 过 之 之 zn = 二 刀具 要 直径 Ar <5 就 有 


NT = weAre SO we dfb) ~ fla)) < e. 
R=1 目 王 1 

我 们 这 样 就 得 到 了 im 0D) = 0, 从 而 , 模 据 可 积 准 则 , 耳 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,9] 上 
可 积 ， 本 

定理 12 性 何在 闭 区 间 [a, 站 上 有 界 , 除去 有 限 多 个 间断 点 外 , 处 处 连续 的 函 教 
在 此 区 间 上 可 积 . 
e* 报 据 函数 可 积 的 准则 intnlzy = 0, 只 要 对 主 什 意 的 es > 0 都 构 作 分 法 荆 使 
Q(T) < E 就 可 以 了 . 

设 Am 的 间断 点 的 数目 是 mm 且 M = sup f(D 忽 每 个 间断 点 d,s = 


所 £ i 
1,… ,m 都 用 形 如 Ak = (ds -5 一, ds + 5 于】 的 邻 域 包 起 来 , 那么 在 闭 区 间 


人 
[3 后 


的 每 个 当中 函数 f(s) 都 是 连续 的 , 从 而 根据 康 托 尔 定理 , 是 一 至 连续 的 ， 因 此 , 可 
选取 数 5 = 5(e) > 0, 使 得 对 于 任意 的 属于 同一 个 这 样 的 小 区 间 的 点 mg 只 要 
-中 <5 就 有 ylz) -JU < 和 二 和 设 罗 是 lo 证 的 任意 一 个 直径 An < 5 
的 分 法 . 把 分 法 1% 与 前 面 构 作 的 间断 点 的 邻 域 联合 起 来 , 得 到 [中 的 一 个 分 法 工 


但 ， 定 积分 的 性 质 “ 187 - 


MT) = N+ fy, 
5 全 


™ 
1 一 多 akRAa < Nm ， NT 一 7， 
k= 二 1 


2 一 » WE 六 TE 二 {b— a) 
kT 


所 


E 
2 亿 一 oj 2 


于 是 my <e， 民 
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89. 定 积分 的 性 质 


我 们 来 考察 与 在 给 定 的 固定 的 闵 区 税 上 的 可 积 性 相 联系 的 积分 的 性 质 . 在 闭 区 
间 ie, 电 上 的 可 积 函 数 的 全 体 所 成 的 集合 用 符号 Re 来 代表 , 或 简 记 为 IR. 


命题 1 设 函 数 f(r) 私有! 个 点 处 不 等 于 零 . 那么 PE 7RR 且 
和 
/ fx)dzr = 0. 


bp 设 M = max|f(z)|. 任 取 e >0 并 置 6= 本- 对 于 任意 的 标 码 分 法 ,只 要 
Av 三 6 就 有 


© 


= ' E 


我 们 用 到 了 如 下 事实 : 在 和 式 a(V) 中 具有 不 冤 于 个 鹤 加 项 异 于 零 , 且 Azk < 
6. 根据 数 = > 0 的 选取 的 任意 性 , 得 


lc = 


lim cl =0 二 
点 


命题 3 设 函 数 Flzl] 和 g{z) 在 闭 区 闻 [@ 可 上 可 积 . 那 必 
1 函 教 f(x) 十 gtz) ER 玉 [a, 可 且 . 


b 
| (FE + gtr) dr = 了 fr)dz 十 了 OU) dr; 
2) 对 于 任意 的 实数 大, 函数 k(x) E Ra, 四 县 


f kf (wydz = :f f(x)dz. 
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e 由 于 f(z) 和 g{z) 在 财 区 间 [a, 上 可 积 , 且 对 于 任意 的 标 码 分 法 VV :a= zo < 
EU en 一 成 立 等 式 


PP 十 ogg 一 apFHr(P)， 
所 以 , 令 Ar 一 0 就 看 到 等 式 左边 的 极限 存在 ， 从 而 右边 的 极限 亦 存 在 ， 即 函数 
.FIz] 十 gz) 在 闭 区 间 [@, 昌 上 可 积 , 此 外 还 有 等 式 
耳 b b 
{ + oe)as = f feo)dr + f slaz. 
在 第 2) 种 情形 下 , oy (TW) = cf) 由 此 推出 函数 kf{z) 的 可 积 性 以 及 等 式 
/ 有 (zyar 一 大 / ， Fryar 加 
命题 3 1) 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 fw, 引 上 可 积 且 不 取 负 值 . 那么 
/ ‘ftgjdz 2 0 


2) 设 函 教 flz] 在 闭 区 间 [a, 四 上 可 积 且 不 取 仙 鸽 , 并 设 f(z) 在 点 x 二 wo 处 连 
续 且 f(zo) > 0. 那么 


/ aa > 0. 
pb ”1) 对 于 任意 的 标 码 分 法 V, 作 积分 和 olVY. 此 和 非 负 , 因此 作为 积分 和 的 极限 
的 积分 值 非 负 ， 
2) 由 于 zo 是 连续 点 , 且 f(zo) > 0, 所 以 存在 数 6 > 0, 使 当 Is-szgol<5 
上 且 ze lgg 时 f(z) > fe). 任 取 直径 Ay < 5 的 标 玛 分 法 这 ， 那 么 在 区 间 


(zo 一 6,x0 十 辣 门 [a, 引 中 必 整 个 合 有 分 法 的 某 些 间隔 , 其 长 度 之 和 不 小 于 5. 由 
此 得 


ol) > SEY > 0 二 


命题 4 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 引 上 连续 且 非 负 , 而 且 户 Flzldaz 二 0. 那么 对 
于 所 有 的 ze [可 有 Fr) = 0. 


pp ”用 反 证 法 . 假设 存在 zo € [le, 引 使 fwo) > 0. 那么 由 命题 3 断定 户 fedr > 0 
这 与 条 件 户 f(z)dz = 0 相 和 矛盾 ， 4 


命 旺 5 设 a<b 自在 闭 区 间 ja, 避 上 成立 不 等 式 f(z) 2 g(x). 那么 有 @ 


/ “fle)dz > / opja 


只 这 里 当然 应 该 先 说 Fe Rla, 相 ,9 E Re 一 译 者 注 . 
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we。 考察 hz) = f(z) 一 g{z) > 0. 从 命题 3 推出 六 pzjdz > 0, 而 从 命题 2 推出 
[ “f(a)de = / aa + g(r))dz = 人 az | ojar > 人/ ae， 
命题 6 设 a<5 且 在 闲 区 间 [@, 避 上 成 立 不 等 式 丰 和 交 rr) < M. 那么 
m(b— a) < f f(s)dr MG 一 四 


命题 6 是 命题 5 的 直接 推论 . 


命题 7 设 函 数 ffz)] 在 闭 区 间 a, 站 上 可 积 , 那么 函数 |f(z)| 也 在 此 区 间 上 可 
积 且 ， 


b 由 
/ f(z)ds! < 1 If Cw) ar. 
> 由 于 |f(z) 一 了 | Tejl- Il 所 以 


sup | FU) — FW)|2 sup Qf(z)| — f(DD. 
!VEAR TE 
因此 wrlf) 2 wxt|fD. 由 此 , 对 于 任何 分 法 工 沸 有 
(TY) 区 QD). 


根据 隔 数 f(x) 在 闭 区 fa, 引 上 可 积 这 一 条 件 , 存在 分 法 工 使 Qy(T) < s . 由 此 得 
Qn(T) < e 根据 可 积 准则 这 表明 函数 |f(z)| 在 财 区 间 [a, 引 上 可 积 . 
由 于 成 立 不 等 式 
-|f(O| < f€) < FO, 


所 以 对 于 任何 标 码 分 法 V 都 有 
—o(V) & or(V) & opi(t). 
在 最 后 的 不 等 式 中 过 渡 到 极限 , 得 
b b $B 
-es / flajdzx / |f le) lad, 


则 


pfle)dz| < flf(n)ldz. 4 
命题 8 设 f(x) e Rla, 可 . 那么 f(z) E 五 [可 ， 
* 用 M 代表 函数 |f(z)l 在 闭 区 间 [e, 久 上 的 上 确 界 . 那么 , 成 立 不 等 式 


f(z) — FD < 2MIf 一 7 
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从 而 wx{ 产 ) < 2Mwxlf). 由 此 得 
Qa(T) < 2MN7T). 

根据 可 积 淮 则 , 这 表明 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 相 上 可 积 、 有 4 

命题 9 设 函 教 (x) 和 g(x) 都 在 闭 区 间 [a,8] 上 可 积 . 那么 它们 的 乘积 f(x)g(x) 
也 在 闭 区 间 [a, 呈 上 可 积 . 
= 我们 有 ) 

fg9= zf +9)* — (fF —9)]. 
故 从 命题 8 和 命题 2 推出 函数 f(x) 和 g(x) 的 乘积 在 闭 区 间 {a9 上 可 积 .4 
定理 13 (关于 复合 画 数 的 可 积 性 设 函 数 f(z} 在 闭 区 间 [和 上 可 积 , m 一 
I f(r) M = sup f(z). 并 设 p(w) 在 闭 区 间 [m, M1] 上 连续. 那么 复合 函数 h(x) = 

Ea TE[a, 
Pp(f(2)) 在 [6, 旨 上 可 积 . 
> ” 任 取 :> 0. 根据 函数 w(z) 在 闭 区 间 [m, M] 上 的 一 致 连续 性 , 知 存 在 5 = 5(e) > 


0 , 使 得 只 要 zi,za E [mad] 且 lz 一 za|< 就 有 |eofzi) 一 ylx2z)| <s: 而 根据 函数 
Fo 在 fa, 引 上 可 积 的 准则 , 找 得 到 此 区 间 的 分 法 了 , 使 得 


FI 一 op 人 四 Am < 5 
大 一 1 
其 中 wi(f) 是 函数 f(x) 在 分 法 工 的 区 间 A 上 的 振幅 . 
把 分 法 工 的 全 部 小 区 间 A,k 二 1…… ,n, 分 成 两 类 , 使 w.(f) < 5 的 作成 第 一 
类 . 在 这 些小 区 间 上 同样 成 立 wi( 用 < s, 把 分 法 工 的 其 他 的 区 间 , 即 满足 wi{f) 宕 56 
的 那些 区 间 , 归 人 第 二 类 , 与 这 些 区 闻 相 联系 , 和 Qi(T) 表示 成 np 一 1 + Ys， 
其 中 
1 一 wk( 和 Ap， 12a 一 "wp(h)Ark, 
k k 


这 里 在 Qi 的 和 式 中 的 一 撤 表 示 , 求 和 是 关于 分 法 工 的 属于 第 一 类 的 区 间 A 的 脚 
标 上 而 取 的 , 而 在 Qs 的 和 式 中 的 两 撤 表 示 求 和 是 关于 分 法 工 的 属于 第 二 类 的 区 加 
Ak 的 肢 标 而 取 的 . 

从 和 式 Q1 的 定义 有 


中 1 = ok( 问 和 zk < ey Axk elb— a). 
不 k 
我 们 来 估计 属于 第 二 类 的 区 间 Ak 的 长 度 之 和 的 上 界 . 我 们 有 


53 Am 所 So 站 Am 和 > wp(f A = Ny(T) < be. 
到 不 
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因此 > "ATE 上 E, 
设 C= ,holp(o). 那么 对 于 和 式 ns。 得 到 估计 式 


2 一 kjJAak 所 2C 》 "Axk 所 2CE， 
四 n 

于 是 , DT < ce 四 一 a 十 2C}， 那么 根据 数 es > 0 的 取 法 的 任意 性 ， 得 关系 
式 ipfon(7) 二 0.， 根据 可 积 准 则 , 这 表明 消 数 h(z) = plf(x)) 在 闭 区 间 [a 可 上 
可 积 . 有 4 


810. 黎 受 积分 的 可 加 性 


积分 的 可 加 性 由 于 面 的 命题 来 表述 . 


定理 14 设 胃 数 ffzl 在 闭 区 间 [wm, 引 上 可 积 . 那么 对 于 任意 的 ee [wm 可 它 也 
有 闭 区 间 [a,8| 和 Ie, 是 上 可 积 . 反之 ,车 f(z) 在 [el 和 [ec 四 土 可 积 , 则 它 在 [a, 冲 
上 可 积 , 且 


f ‘fle)dr + / fl)ds = / aa 0) 


Pp ” 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [fc, 忆 上 可 积 . 那么 根据 可 积 准 则 , 有 ipfQXT) = 0, 即 对 
于 任意 的 > 0 存在 分 法 工 使 得 Q(TY < .考虑 闭 区 间 [可 的 分 法 To = TUt{e}. 
得 到 RCT) < R(T) < < 分 法 To 可 以 表示 为 闭 区 间 [a, 昌 的 分 法 五 和 闭 区 间 [e, 问 
的 分 法 Ta 的 并 , 因此 

DT 二 DID = ND) < e， 


从 而 
NN) < E， NDT) < €. 


根据 函数 可 积 的 下 确 界 准则 , 由 此 推出 f(x) 在 闭 区 间 [a,c] 上 可 积 , 亦 在 闭 区 间 [c, 态 
上 可 积 . 

现 设 沙 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,d| 和 [e, 引 上 鞋 都 可 积 . 那么 对 于 任意 的 s > 0, 存在 
闭 区 间 [a,d] 的 分 法 而 和 闭 区 间 [c, 引 的 分 法 Ty, 使 得 Q(T) < DZ) < 了， 因此 ， 
对 于 闭 区 间 [a, 引 的 分 法 荆 = 汪 (Ts 有 


QT = HD 4 NAD < 3 十 = =&. 


由 此 , 根据 函数 f(z) 可 积 的 下 确 界 准则 ,f(z) 在 ia, 引 土 下 积 . 取 财 区 间 [a,a] 的 任 
意 的 标 码 分 法 页 和 闭 区 间 [c, 的 任意 的 标 码 分 法 三 , 并 作成 闭 区 向 [ae, 可 的 标 码 
分 法 站 = 玉山 仍 . 有 等 式 

orV) = oo) + olVo). 
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在 此 式 中 过 渡 到 极限 Ay 一 0, 就 得 等 式 (0， < 
作为 定义 , 我 们 令 
f svar= f fe)as =0 
站 b 


设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [c,a] 上 可 积 , 那么 对 于 ec < a, 作为 定 久 ,认为 
/ fed 一 / (ad 
根据 这 些 定义 , 定理 的 绪论 可 这 样 政 写 . 
推论 设 z0 <z1,a,b,ce lzo,z1] 且 函 教 f(T) 在 闲 区 闻 [ro,zll 上 可 积 , 那么 
A Pear f Flv)dz + f f(r)ar —0. 


这 里 , 同样 斯 言 在 所 示 的 以 a,b,c 为 端点 的 闭 区 间 中 积分 存在 . 
为 了 证 明 等 式 成 立 , 根据 等 式 关 于 点 a,b,e 的 对 称 性 , 只 消 考 虚 a < ce < 了 这 一 
种 情形 . 而 这 恰 与 定理 的 结论 完全 重合 . 


第 八 章 ” 黎 曼 积分 理论 的 基本 定理 


第 六 讲 


81， 黎 黑 积 分 作为 其 积分 上 限 (下 限 ) 的 函数 . 积分 的 导数 
在 第 七 章 中 证 明了 , 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 可 上 可 积 , 则 对 于 任何 ze [a 
它 都 在 闲 区 间 [a, zx] 上 可 积 , 那么 , 存在 隐 数 
F(a) = f fa. 


我 们 来 证 明 这 个 函数 的 一 些 性 质 . 


定理 1 设 部 数 f(x) 在 闭 区 河 [a, 四 上 可 积 . 那么 F(z) = 放 f(wjdu 是 此 区 间 
土 的 连续 函数 . 


”pp ”从 函数 f(x) 的 可 积 性 推出 , 它 在 闭 区 间 [e, 引 上 有 界 , 皂 存在 常数 M > 0 使 得 
对 于 一 切 ze [a,4] 成 立 不 等 式 | 了 {zm)| 所 M. 取 和 任意 的 点 zx Ar € [a, 问 ,有 


辐 十 点 中 十 十 总 汪 
/ flu)du [ jf (a)ldu 


给 定 任意 的 = > 0. 那么 对 于 尾 何 满足 |Az| < 二 的 Az 有 |AF(z)| < se. 因此 当 
Az 0 时 AF(z) 是 无 穷 小 量 , 可 见 函数 F(z) 天 闭 区 间 | 中 上 连续 ， 4 


IAF(z)| = IF(z + Az) — F(a)! = < 


< MIAz|. 
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定理 2 谈 函 数 ffz) 在 闭 区 间 [@ 上 可 积 , 且 在 此 区 间 的 内 点 zo 处 连续 , 那 
么 F(z) = 广 了 ujdu 在 点 w= zo 处 可 微 , 且 Fi'(x0) = f(xwo). 


PP 根据 珊 数 f(x) 在 点 za 处 的 连续 性 , 对 于 任 给 的 > 0, 存在 5 = 5(e) > 0, 使 得 
对 于 一 切 4 满足 |u 一 zol < 站 者 成 立 不 等 式 


fxo) 一 E< flu) < flro) 十 E， 


任 取 0 < 1Azi < s, 使 具 端 点 zo 和 zo + Az 的 闭 区 间 包 含 在 闭 区 间 [6 可 内 . 积分 上 
面 的 不 等 式 , 得 


To 十 总 并 _ 0 十 高 下 
1 / Ue) -odu < St = Fo) CL fl) + edu 


Ax AT 
也 就 是 说 , 对 于 任意 的 满足 0 < |Az| < 5 的 Azx, 成 立 不 等 式 
flxrol—e ee me) f(ro)+ ee. 
由 此 得 知 和 ra 
F(z0) = im ~ = f(z0). 4 


832. 牛顿-- 莱 布 尼 忒 定理 


欧 朱 求 和 公式 . 阿 贝尔 求 和 公式 
人 们 把 牛顿 - 药 布 尼 芯 公式 叫 作 积分 学 基本 定理 , 因为 它 把 定 积分 和 不 定 积分 的 
概念 联系 了 起 来 . 


定理 3 {牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ) 设 函 数 f(x) 在 闭 区 闻 [@ 训 上 有 模 且 只 有 有 限 
多 个 间断 点 . 那么 函数 Flx) 一 [ 广 flujdu 是 函数 在 闭 区 间 [@, 熙 上 的 原 函 数 , 且 对 于 
任何 原 函 数 理 [z) 成 立 公式 


f fau = sd) -sa 


# ”从 上 一 节 的 定理 1 和 定理 2 推出 , 函数 F(z) = 广 fl(wujdw 在 闭 区 间 [a, 引 上 连 
续 , 且 在 函数 f(z) 的 一 切 连续 点 处 F(x) 有 导数 日 导数 等 于 f{x). 因此 , 本 数 F(x) 
是 函数 f(z) 的 原 消 数 , 此 外 , 成 立 公式 


/ fd = Fb) = F(0) — F(a), Fla)= | du =0. 


设 了 (2) 是 旺 数 f(x) 的 任意 的 一 个 厌 函 数 . 那么 , 根据 原 消 数 的 性 质 , 存在 常数 c 使 
重 {(Z) = F(x} 十 c. 因此 成 立 等 式 


b 
$6) — Bla) = F(b)} — F(a) = 1 flu)du. 4 
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作为 牛顿 - 芋 布 尼 获 公式 的 应 用 , 我 们 引 人 欧 拉 求 和 会 式 和 阿 贝 尔 求 和 公式 . 


定理 4 { 欧 接 求 和 公式 y》 设 通 数 ffz) 在 闭 区 间 [a, 上 日 上 有 连续 的 导 坝 数 ， 
pflz) = 3 - {z}. 那么 对 于 任意 的 x € [a, 器 , 成立 公式 


5 -pnt = fae f pt) Fda po flo) 


可 过 下 入 严 


bp ”把 此 等 式 的 左边 记 作 G(x). 易 见 , 函数 G(z) 在 财 区 间 fa, 可 上 连续 . 实际 上 , 如 
果 数 x 不 是 整数 , 则 晴 数 G 在 点 x 处 可 微 . 而 着 x = n 是 整数 , 当 y 从 左 到 右 经 
过 点 z 时 , Gy) 的 表达 式 中 的 和 式 到 (&) 增加 了 (n), 而 晴 数 p()f(y) 要 减少 


f(D), 所 以 和 式 。 刁 ，/() 的 中 中 与 身 数 p(w) f(y) 的 跳 获 恰好 抵消 因此 可 以 使 用 
牛顿 _ 莱 布 尼 甘 公式 .那么 在 非 整 数 * 处 有 
cw = G0+f etd = pore)+ f pl) fl Yau 
= -playg+ Fa- f pA 4 


这 个 公式 的 重要 性 在 于 , 它 可 用 来 近似 地 把 求 和 改变 成 积分 . 我 们 发 现 , 取 半 整 
数 作 为 求 和 的 限 常常 是 方便 的 ， 
例 (简化 的 斯 特 宁 公式 ) 对 于 n> 2 成 立 不 等 式 


nter 
和 了 


< 5. 
实际 上 , 从 欧 拉 求 和 公式 得 


Innl = lnm 
由 .与 民 r 及 性 十 .5 


六 十 们 .5 六 十 站 .5 
一 / ln tat 一 f PD) 
0.5 0.5 t 
1 1) 1, 1 
= (n+3)In (nt3 -5m3-n- rn). 


我 们 来 估计 量 rtn) = 了 和 20dt 置 o(0 = 太 plwau, 那么 oD < 9. 
而 且 


ee 


@ 不 难 算出 0 < olt) < 二, 且 在 半 整 点 处 。 取 值 3 一 译 者 注 
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因此 , 成 立 估计 式 |r(mj| < 2.2. = = =. 于 是 我 们 得 到 


9 (+t) + 
! 一 二 11 = -m2_n 
Inn (n+ 5) Innt+lnt 3 Inlt 十 2 十 了 2 nr{n), 


) ( 2) ( 1 1 1 9 
Inn (n+ 可 nt 从 十 了 了 【1T+ 5 +a m2+|r(n)| < 5 in2+ <Ins 


8 
对 此 不 等 式 取 指 数 , 就 得 到 所 述 的 估计 式 
我 们 发 现 , 当 定 理 4 中 的 求 和 限 取 整 数 时 , 它 可 以 改写 成 稍 许 不 同 的 形式 . 


定理 5 设 a 和 旦 都 是 整 教 日 函数 f(x) 在 闲 区 间 [a, 身 上 有 连续 的 导 也 数 . 那 
么 感 立 于 述 全 起: 


b pb b 
D0 = 0+ f fdr+ 三 fa 
> 。 由 于 5 是 整数 , 所 以 pla) = pg = 了 此外， 


b pb 
f on (oar = 50) -30 — f {er} far. 
把 所 得 的 表达 式 代 人 定理 4 的 公式 中 , 就 得 到 定理 5 的 结论 ， < 
例 对 于 整数 N > 1 成 立 关系 式 


》 工 ~ 一 有 部 十 了 十 一 - +O( 误 ) 
n Y 了 + 12N3 N33 


1 dz {a, 
> 一 1 + -人 

{2} {xz} 
Me a 本 
7 代表 以 下 表达 式 : 7 一 1 ?于 dx, 我们 有 


1 fdzr p(T) 
~ InnN 一 一 - 
mw 一 联 +7+5 人 了 5 间 了 
1 ”dp 人 2 
=ihNT7y+ a — yw a 


其 中 p(x) = 2 {zx},otz)} = /5 p(t)dt. 用 分 部 积分 法 计算 最 后 的 积分 , 得 


1 o{N) g(r) 
=lnN — ht 
SN =InN+Yy+ a 一 下 有 +2f de 


8， 定 积分 的 变量 变换 公式 与 分 部 积分 公式 - 177 ， 


最 后 , 令 oo(x) = efz) 一 Ep = 太 volt)dt. 基 然 有 ol{N) = fv golt)dt = 0, 在 


关于 sw 的 最 后 的 公式 中 再 用 分 部 积分 法 计算 积分 , 得 到 


1 1 ra datt 
w=-nN+r+a+5) 3+2/ Ci 区 
N N 


2N 6 Ta 经 


由 此 求 得 所 需 的 关于 sw 的 公式 . 
现在 来 证 明 阿 贝 尔 求 和 公式 . 


定理 6 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 上 有 连续 时 函数 且 设 4(zj = 对 on. 那么 对 
手 人 性 何 x € [a 日 克 成 立 


5 orf) Als)f(s) =— f A Oa 
垦 必 本 多 守 名 

用 Ga) 代表 等 式 的 左边 . 类 似 于 定理 5 的 证 明 , 函数 G(x) 在 非 整 点 处 有 导数， 
且 导 函数 在 非 束 点 处 连续 . 而 在 整 点 处 函数 G 连续 , 我 们 还 见 到 , 在 x 取 非 整数 什 
时 4#'(x) = 0. 因此 , 在 非 整 数 x 处 对 本 数 G 求 导 得 G'(z) = 一 4A(z}F[z), 而 等 式 右 
边 的 导 函 数 也 等 于 这 个 函数 . 故 从 牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 得 到 待 证 的 等 式 、 < 
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§3， 定 积分 的 变量 变换 公式 与 分 部 积分 公式 


变量 变换 公式 与 分 部 积分 法 在 积分 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 , 这 些 算法 都 是 牛 
顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 推论 , 下 述 命 题 成 立 


定理 了 《关于 变量 变换 的 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 茶 闭 区 间 jro,zi] 上 连续 . 还 设 
点 a,b Ee zoyzila < 8,90) = qa,p(8) = 五 且 画 数 的 当世 t+ 扩 刘 时 的 情 的 集合 
是 闭 区 间 [zo,zl] 的 子 集 合 , 此 外 , 设 导 函 数 yy/(E) 在 闭 区 间 la 同 上 连续 . 那么 成 立 
公式 


b 8 
| fle) = | Fe 人 Jo 的 人 


p ”由 于 函数 f(zx) 在 闭 区 间 [a, 上 连续 , 所 以 根据 牛顿 - 莱 布 尼 获 定理 , 它 有 康 函 
数 F(z), 且 F'(z) = f(x), fo f lr)dr = F(6) — Fla). 

对 于 一 切 te [a, 9, 根据 定理 的 条 件 , 函数 GO) = Fe 外 ) 有 定义 , 且 在 此 闭 区 
间 上 有 导数 , 而 且 


G0) = FR(P)) = Fy (pO P(t = fp) WW- 
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这 表明 , 函数 G0) 是 函数 f(yp(2)) yp'(t) 的 原 函 数 . 因此 成 立 等 式 
8 b 
/ fplt) yp (Bat = Fp(B)) — Flplo)) = FID — F(a) = / f(r)dr. 4 


定理 8 (分 部 积分 公式 ) 设 在 闭 区 间 [a, 站 上 给 定 光滑 函数 ffz) 和 g(x). 那么 
有 


EE )dr = f(r)g 


其 中 符号 h(x 代表 差 h(b) -h(a). 
Pp 设 hlz) = f(z)g(z), 那么 


rev 


(rT) = f(x)g(r) + f(r)g'(m). 


b 5 b 
na- f F'n)ar + f fs)9' (edz 


根据 牛顿 - 汪 布 尼 葡 定理 ， 


因此 


f Widr = 0) — hla) = Je 并 
把 此 式 代 入 前 式 , 便 得 所 求 之 公式 ， 4 
84， 关 于 积分 中 间 值 的 第 一 定理 和 第 二 定理 
定理 9 (第 一 中 值 定理 ) 设 函 教 f(x) 和 8fz) 在 闭 区 间 fo, 避 上 可 积 . 还 设 在 


此 区 间 上 削 教 gfz] 非 抽 , 而 对 于 函 教 f[x) 有 不 等 式 m 所 f(z) 去 MM 对 于 两 常数 
m 所 MM 成立. 那么 存在 满足 条 件 m 太 所 的 实数 上 ,使 得 


f fz)g(r)dr = f ser 


mg(r) & f(r g(r) & Mylr) 


b> ”由 于 不 等 式 


成 立 , 所 以 将 其 积分 便 得 
bb 5 b 
m / glz)dz < / flz)g(z)dr < M / g(z)ds. 上 
由 于 g(z) 之 0 所 以 户 gfrydz > 0. 那么 , 如 果 户 gfz)dr = 0 则 从 不 等 式 (1) 得 到 


/ ostodr=0= / oj 


8d4， 关 于 积分 中 和 间 值 的 第 一 定理 和 单 二 定理 .179 . 


从 而 数 天 可 取 作 7 了 4， 
如 果 户 gfz)dz > 0, 那么 


令 商 个 积分 的 比值 为 4. 那么 有 


b 
/ flzjg(zjdr = | g(r)dz, 
其 中 而 所 只 志 网， 本 


推论 1 设 函 数 f(z) 和 8fz) 熙 在 闭 区 间 [中 ,可 上 可 积 , 还 证 函数 Wfzy 在 此 区 交 
上 上 非 正 , 而 对 于 函 教 f(T) 有 不 等 式 m 所 f(T) 苹 册 对 于 两 常数 m 志 MM 成立， 那么 
并 在 满足 条 件 mm 所 上 所 MM 的 实数 ,使 得 


6 
1 flzjg(zjd = 1 gfzjdz 
= ” 置 gfx) = 一 g{7z). 则 函数 flz) 和 g(x) 满足 定理 9 的 条 件 , 从 而 有 等 式 
下 四 
1/ Fajga(zjaz = 4 / g(r)dz, 


其 中 m 4 < .在 此 等 式 中 代入 g(x) = -g(x), 就 得 推论 之 结论 . 二 


推论 2 设 函 数 flz) 在 闭 区 间 [o 昌 上 连续 两 函数 g(x) 在 此 区 间 上 可 积 且 非 
负 , 那么 在 在 点 ee fa: 训 使 


/ “fle)g(r)ds = Fa / ‘gw)ds. 


wm 根据 关于 佬 区 间 寺 连续 函数 的 中 间 值 的 柯 西 定理 , 存在 点 ca < c < b, 使 得 
4 二 Fo) 人 过 及 所 于. 由 此 根据 定理 9 得 到 推论 的 断言 ， 有 4 


推论 3 设 元 数 ffz) 在 闭 区 间 [a, 届 上 连续 ， 那么 在 逆 医 间 [a, 上 存在 点 e 使 
由 
/ Flzjdz = Feat 一 加. 


pp ”该 论断 从 推论 2 对 于 g(xz) 三 1 得 出 . 4 
注 ”和 函数 在 闭 区 间 [a;b 上 的 算术 平均 值 趋 于 量 


Bb 
ss fee, 
因此 把 此 积分 叫 作 丽 数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 相 上 的 平均 人 


- 180 . 第 八 章 杜 曼 积分 理论 的 基本 定理 


定理 10 (第 二 中 值 定理 ) 设 驾 数 f(z) 和 g(x) 在 闭 区 闻 [oa, 避 上 可 积 . 并 设 函 
数 g(z) 在 此 区 间 上 非 负 且 不 减 , 那么 在 闭 区 间 |a, 四 上 存在 点 c 使 得 


b 由 
/ fajstajaz = go) {flaydr 


p 考虑 一 列 分 法 TT : ga = zo < … < zn 二 b, 其 满足 条 件 : ,的 直径 等 于 5 ， 
当 一 00 时 奈 一 0. (例如 : 总 可 认为 闭 区 间 fa 站 的 分 法 工 , 是 n 等 分 分 法 , 从 而 


#, 二 一). 置 


Th 


on = go) fds, M= snp Ho 
k—1 江上 一 1 TE[o,M 
ok 一 sup |g(2) — g(r")| = g(r) — g(rwr_1). 
闪闪 个 巨 启 此 


于 是 


-| fine = 


> (9 — gtw) f(z) dr 
k=1 


Tk—1 


< ywr(g) / fnlde < Ms Y wn(g) < MEng(b). 
二 Tk—l1 [EO 


因此 , lim ow = fo f(z)gtz)dz. 
由 于 积分 作为 下 限 的 函数 是 连续 的 , 函数 F(z) = 户 f(t)at 在 闭 区 间 [a, 昌 上 连 
续 且 在 其 点 a 和 点 8 处 分 别 达到 它 的 最 小 值 和 最 大 值 . 
我 们 变换 和 式 mm 有 
Li 五 b 
“= Dsl (f ferar— 人 ran) 
本 Dslok 人 rT}dx 人 (rdr 


一 > g(r) (F(R 1) 一 下 (pejj 


R=1 
他 一 二 n—l 

一 》 g(r) F(zE) 一 》 g(r) F(ZK) 
k=0 下 一 1 


伺 一 工 
= g(r) F(a) + (gv) — (za) Fs). 
k=1 
由 于 对 于 一 切 rz e [a, 草 成 立 不 等 式 
Fia) & FID) < F(A), glb) > 0, 
且 函 数 g(x) 非 负 , 不 减 , 所 以 从 对 于 en 的 最 后 的 等 式 得 到 


F(a)g(b) & on & F(A)g(®). 


84， 关 于 积分 中 间 值 的 第 一 定理 和 第 二 定理 . 181 . 
令 nn 一 o6 过 渡 到 极限 ,得 


F(a)g(b) < / f(z)g(z)dz < F(A)g(D). 


由 于 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 引 上 连续 , 那么 根据 关于 中 间 值 的 柯 西 定理 ， 存 在 点 
ce [a, 可 使 得 


g(b)F(c) = / fF (2)9(w)dz. 
即 
出 四 
/ f(z)g(z)dz = g(b) / f(s)dr. 4 


定理 11 设 画 数 f(x) 和 g(x) 在 闭 区 间 [@, 上 可 积 , 还 设 台 数 g(x) 在 此 区 间 
上 非 负 且 和 非 增 . 那么 在 闭 区 间 [a, 四 上 存在 点 c 使 得 


而 启 

/ flz)g(s)dz = gla) / f(z)dz. 
pp 置 z = 一 zx, 帮 {z1) = fA( 一 2),qi(z1) 一 g( 一 7). 那么 根据 g(x) 在 闭 区 间 [a, 上 
非 增 知 函 数 gi(z1) 在 闭 区 间 [bq] 上 不 减 . 因此 , 对 函数 广 (m) 和 gn(w1) 可 使 用 
定理 10. 由 此 推出 , 在 闭 区 伺 | 如-_q] 上 存在 点 ~e 使 

/ Pbetebam =oaCo 上 f(s)dr. 
_b 一 如 

在 此 式 中 作 变 量变 换 > = -zi, 得 

加 刁 

1 Flzjg(zjdz = g(a) 1 f(r)dr. 4 


推论 设 和 台数 f(x) 和 gfz) 都 在 闭 区 闻 [a, 晶 上 可 积 , 还 设 耳 数 g(T) 在 此 区 疗 
上 单调 , 那么 在 闭 区 间 [a, 是 上 存在 点 c 司 得 


b 此 和 
1 f(z)g(r)dz = gf0) / f(x)dr + gb) / ffadz. 


、。 ” 先 设 函 数 g(z) 在 闭 区 间 fc 日 上 不 减 . 那么 函数 gi(z) = g(z) - g(a) 在 此 区 间 
上 是 不 减 的 而 且 非 负 . 因此 , 根据 定理 10 有 


b b 
/ f(r)gtr)dr = gb) / fF{z)dr. 


代入 g(x) 的 表达 式 就 得 推论 的 断言 . 
现 说 函数 在 闭 区 间 [a, 上 非 增 . 那么 , 置 gifz] = g(x) -9 加 函数 gfz) 非 负 且 
非 增 . 因此 , 对 于 函数 f(x) 和 gi(z) 定理 11 适用 . 由 此 推出 所 要 的 公式 ， 本 
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例 设 5>a>0. 那么 成 立 不 等 式 


三 型 zu 二 过 

a 了 0 

实际 上 , 函数 = 在 闭 区 间 [a, 相 上 是 正 的 且 非 增 .那么 根据 定理 11, 存在 ce fa, 可 
f sinz j _ 2 sna _ |eosc — cosal < 2 
站 Qo 本 在 


现 引 入 第 二 中 值 定理 对 于 光 清 函数 的 另 一 证 明 . 


定理 12 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 fa, 引 上 连续 , 通 数 gfz] 在 此 区 间 上 可 微 而 且 
导 遂 数 Wi(z) 在 此 区 间 上 非 负 且 连续 . 那么 在 闭 区 闻 [@, 日 上 存在 点 使 


pb c 而 
1 jejslzjdz = g(a) / f(r)ds + ob) f fa)ds. 
Pp 设 z 
过 
F(t) = / Fa 
那么 函数 F(t) 作为 积分 上 限 的 函数 是 可 微 的 , 由 于 被 积 函 数 f(z) 是 连续 的 , 因此 有 
6 b 
I= | f(z)g(r)dz = / g(e)dF(z). 
用 分 部 积分 法 计算 积分 工 得 
由 
r= gs)F(o)l ~ f Fe)dots) 


而 由 于 在 闭 区 间 f 如 上 导 函 数 g'(z) 非 仙 ,Ptz) 和 gi(z) 连续 , 所 以 根据 积分 第 一 
中 值 定理 有 


由 b 
/ Flzjg(zjdz= Po { g(r)dz = Flo)(o(d) — glo)). 
因此 


I = g(b)F(b) — g(a) F(a) — Flc)}(g(b) ~ g(o)) 
= g(a) / fz)dr + g( f f(rjdr. < 
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第 八 讲 


$85. 带 有 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 


在 下 述 定理 中 所 证 的 等 式 叫 作 带 有 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 ， 

定理 13 设 吕 30 是 整数 并 设 通 数 f[z) 在 闭 区 间 [a 站 上 有 nn 十 1 阶 连 续 导 函 
数 . 那 妈 成 立 公式 

f(D) = fn(@b) + Rano,b), 
其 中 应 (@1 是 窗 勒 多 项 式 , 即 
(rm) 
f(D) = 0) + HOG- a+ + eo)", 
而 余 项 RE,(@,8) 具有 如 下 形式 
由 
Rad = Od 
、。 用 数学 归纳 法 . 当 n = 0 时 应 成 立 等 式 
b 
f(D) = f+ Pd= f+ f FO 


这 正 是 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 因此 定理 的 结论 对 于 n ==0 成 立 . 
设 当 n= 上 是 结论 成 立 , 即 成 立 等 式 


f(D) 一 天 人 b) + Rx{a, 六 . 
我 们 来 证 明 结论 对 于 n = 上 十 1 也 成 立 , 为 此 , 对 Refa, 间 进行 分 部 积分 , 得 到 
5 [9 
Rel, 共 = 证 / fotD (ob — tat = -本 本 / ftD (dtb — et! 


f+ {t}(b — | + TI 二 if 了 了 (二 人 {ty(b — tl 


-证 1)! 


fe 他 一 二 + Rerile,b). 


将 此 表达 式 代 入 到 依 归纳 法 假设 对 于 n = 成 立 的 等 式 中 , 就 得 到 


fb) = 大 fi 全 十 瑟 EHiG 本 可 
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注 1. 作 积 分 变量 变换 1 = a 十 utb 一 ), 泰勒 公式 中 的 余 项 可 写成 
Rl(a, by = Lo / ! ft (a + wu(b — a — wau. 
LE 器 


2. 若 将 中 值 定 理 用 于 余 项 Rn(a, 中 ), 则 可 得 厚 有 一 般 形 式 余 项 的 泰勒 公式 , 然而 却 是 在 对 函 
数 赋 以 更 苛刻 的 条 件 之 下 , 实际 上 对 于 任意 的 a > 0 及 


1 b 
Rn (a, b) 一 二 上 FF (tb 有 "TI 人 加 t)* 1at 
= GO" ea)®, 


其 中 基 开 区 间 {a,b) 中 的 茶点 . 

作为 例子 , 我 们 将 对 于 某 些 初等 函数 当 a = 0,5 = x 时 得 到 带 有 积分 形式 余 项 
的 泰勒 公式 . 在 前 两 个 例子 中 我 们 使 用 上 面 所 证 的 定理 中 的 泰勒 公式 , 而 在 后 面 的 
例子 中 我 们 用 特殊 的 方法 来 简化 公式 的 推导 ， 

1. 指数 汪 数 ”由 定理 推出 


| 性 

I 

er 一 1 二 2Z 十 二 十 十 二 十 已 ， 
21 nl! 


其 中 


| 
Rn = Rn(0, 2) = © /。 eeuf1l — md 
2. 三 角 函 数 ”我们 有 


)*— 1 站 2 一 | 


sn CQ 1 + Hn， 


nn—l (—1)*zx 2 


co 之 QR 二 Tn, 

其 中 
mB (1 — wl eos urdu, 
人 人 全 人 (1 一 4) cos urdu. 


3. 对 数 函 歼 设 flz) 一 ln(1 二 x). 那么 根据 几何 级 数 的 和 的 公式 , 我 们 得 到 
nC—l1 1 
f(a) = = 歼 亏 亲 -Ye + CY 


T+ 1 —{—z A 于 十 站 


写 注 总 当 0<m<1 时 了 一 上 -1 在 [ae, 忆 上 并 不 是 带 实 可 积 的 一 一 译 者 注 . 


旺 ， 带 有 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 :185 ， 


从 0 到 x 积分 此 等 式 , 求 得 
也 _ 并 一 zk 守 入 
f(z) = In(l+7)= 2, CY 十 总:， 瑟 :一 CD at. 
k=1 0 


4,. 反 正切 设 flx) = arctanz. 那么 


-Tc 一 z2) 十 《2 


f(z) = 4x2 


从 0 到 x 积分 此 等 式 . 得 


ml (一 TJkz2k+1 


aretanz = 》 ~ + Rn m=" f se 
< 2 二 1 本 0 1T 十 妆 


出 中 值 定理 推出 , 存在 量 86 = 8(z),0 < 8 <1, 使 


(—1)"w3n+! 


fn = {1+ 0%2)(0n+ 1} 


由 此 得 知 , 对 于 |z| < 1 当 nn 一 oo 时 RE 的 极限 等 于 0, 即 对 于 |z| < 1 ,级 数 


co (—1) tz2*+1 
2 ogiri 收 敦 ， 且 等 于 ATrctan T. 


5. 二 项 式 公 式 ” 设 f(z) = {1 十 2)*. 曾经 证 明 (第 一 部 分 第 二 十 三 讲 例 5), 这 个 
函数 在 点 z = 0 的 邻 域 内 的 泰勒 多 项 式 g(z) = gn-i1(7),n 之 2， 取 如 下 形式 


afa m1}...(o— n+t+2) jo 1 Toa 


gm 二 1 十 ax 十.…' 十 mn 1) 


k=0 


而 且 泰 勒 级 数 到 on 当 lz| < 1 时 收 敏 日 等 于 (1 十 z)*. 还 有 , 萎 数 f(z) 满足 下 
列 微分 方程 : 


af(o] — (1+2)f'(2) =0 


代替 函数 f(x) 以 其 泰勒 级 数 代 人 到 此 方程 中 , 将 自 变量 x 的 知 的 系数 等 于 零 , 就 得 
到 等 式 


ka — (a 二 ar-1 二 0， 此 之 1， 


这 些 等 式 的 真确 性 可 以 直接 验证 . 
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我 们 来 求 关 于 表达 式 he] = ag(z) 一 (1 十 wx)jg'(x) 的 公式 有 


nm—1 
h(z) = orrt — (1+2) ) tone 
k=0 
所 一 隆 一 乌 性 一 工 
一 之 Ca KR — 3 (hk 二 laryize® 一 bp GPR 
R=0 R=1 
1 一季 
一 (aao 一 a)+》 (0 — har— (k+l)ar)e + (oon 1 — (nN— 1)aen_1)2"! 
二 1 


一 (Ga 一 天 十 雪 an in = nanc™™ 
因此 , 泰勒 公式 的 余 项 只 = Rn(x) = f(x) -9(2) 满足 方程 
aR— (+r = neonr" ,二 
即 成 立 等 式 
( R ) nanx™-! 
(Ll+a)e) (4+r)e+tl’ 
从 0 到 zx 积分 此 式 , 得 


t"—! 
R= Rn (x) = = nanl (1 十 wx) 人 (Tr 


于 是 , 证 得 公式 
oa (ant2) ni 
(n—1) 


oata—1)...(ae—nt1) anf!' wl 
ane 


6. 反正 蓄 ” 设 f(z) = arcsinz. 那么 f(z) = (1 一 zx?2)-. 由 此 , 根据 二 项 式 公 


{二 二 1 十 aw 十 … 十 十 了 


式 , 得 到 
Po) =1- 瑟 i ln 
入 HG J 2 -ie f 
还 有 


王 原 文 此 处 作 nw.zm-1 一 -一 译 者 注 . 
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因此 ， 
+ 
使 用 降 短 公式 得 
了 sn 一 2 fa — 12)" -lat = 2 = Ti 
由 此 得 到 2 
"< A 


积分 对 于 了 (x) 的 公式 , 对 于 其 6 = 8zy Il < 1 得 


加 本 — (2 — 11) 22K+1 
arcsinzt 二 由 十 》， (OR DRI + eR, 
k=1 


其 中 


卫 和 
m= A 
我 们 看 到 , 如果 |x| < 1 的 话 , 则 当 nm 一 ee 时 序列 {8B} 的 极限 等 于 零 . 因此 ， 
当 |z| < 1 时, 泰勒 级 数 


2k — TD)! weet 
+) a (ZE) 2k+1 


上 收 合 到 函数 arcsin zx. ， 
7. 积分 正弦 ” 设 函 数 f(x) = 户 2 则 从 例 2 得 知 


) 关 一 1 mk— 全 
Ft (z) _ sing -> Cr i +r 
Cla” 
(2n + 1)! 
从 0 到 z 积分 对 于 户 (z) 的 等 式 , 得 


7 一 Ya) = 


了 (1 一 2 cos{ur) du. 
0 


(—1)*— 1 了 2 一 1 


sint 
人 


其 中 


下 z+1 
al< | ro < rr nr nt 
由 此 推出 , 对 于 性 意 的 > e 及 , 当 n 一 oo 时 表达 式 ER 趋 于 零 . 因此 ， 对 于 任意 的 x 
都 成 立 泰 勒 展 开 式 


(—1)*~ 1 Tk 1 


* sint 
人 i Dt ‘ QR — 1)(2k — I)! 
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86. 包含 积分 的 不 等 式 


定理 14 ( 赫 尔 德 不 等 式 ) 设 p,g> 0 十 2 二 1 且 设 f{z),g(z) 在 闭 区 间 [o, 避 


上 可 积 , 那么 ,成立 不 等 式 
b 二 b t 
<( 1/ Pa U/ plan 


”> 函数 |/(z)jP, sz)l9 根据 复合 函数 的 可 积 性 的 定理 (第 七 章 89 的 定理 ), 都 在 闭 
区 间 [6 机 上 可 积 . 

考察 把 闭 区 间 [a,9] 几 等 分 的 分 法 也 : 6 = zo < zi <… < wn 一 Bb. 那么 竺 求 的 
不 等 式 从 对 于 积分 和 的 不 等 式 


b 
] / jajgtzjda 


》、F(zagtae) < (DeorS 5 己 goles) 
k=1 R=1 
或 等 价 的 不 等 式 
>》 flrn)g(rk) < ( 交 veoj 要 eeon] 
R=1 局 二 1 天 一 二 


过 渡 到 极限 而 得 到 , 最 后 的 不 等 式 是 关于 加 法 和 的 不 等 式 ( 见 第 五 章 88)， 4 
当 p=g=2 时, 上面 引 和 信 的 不 等 式 叫 作 柯 西 - 布 尼 亚 可 夫 斯 基 不 等 式 . 


定理 15 {闵可夫 斯 基 不 等 式 一 一 推广 的 三 角 不 等 式 ) 设 交 2 1 并 设 f(x), 
gfr) 在 闭 区 间 ja, 四 上 可 积 . 那么 成 立 不 等 式 


( f ve rope)” <( f Vpar) + +( f epee) 


Ww p 二 1 的 和 情 形 是 明显 的 . 如 在 定理 14 中 那样 , 取 工 , 为 [a, 可 的 5 等 分 分 法 .只 
消 证 明 对 于 相应 的 积分 和 的 不 等 起 
bp—a ? b—a ? 
) 十 得 jx 一 二 ， 


(Eu fer) 上 ge 2) < 要 |f (xe) 
中 二 1 
要 if coreeop < (Sey ) 十 所 eeop) ， 
不 一半 


或 者 


并 一 
站 一 站 


最 后 的 不 等 式 是 关于 算术 和 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 ( 见 第 五 章 88).。 有 4 
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定理 16 设 函 教 及 (7),…- ,Fn(z) 都 在 闭 区 闻 Ia, 日 上 可 积 那 么 成 立 不 等 式 


b 2 6 2 
(/ fed t+ (f fnle)de ) < f VR Bd. 


”> ”把 闭 区 间 [em 等 分 并 令 
应 该 成 立 不 等 式 


一， = 0,1,. "9, 对 于 相应 家 的 积分 和 


2 
在 一 如 
1 


CR 位 na 


2 
bt—a 
入 ) 
实际 上 , 此 不 等 式 从 下 面 的 一 串 关系 式 推 出 : 


全 位 nl) - 衬 人 位 veo] (全 reo】 


< (> 有 (zk) + + f2 (rx) 
后 一 工 


4 一 版 一 1 本 一 二 下 一 上 


= > >( (Snelem) 
Ki 二 1 kz=1 AS 一 二 


< > 1 2 天 (Ze YE 
ki=1 ka—=1 $=1 sl 


我 们 见 到 , 在 这 申 关系 式 中 的 不 等 式 是 从 柯 西 不 等 式 推出 的 ， < 
第 九 讲 


87， 函数 黎 曼 可 积 的 勒 贝 格 准则 


先前 我 们 已 经 证 明 并 且 不 只 一 次 地 使 用 了 闭 区 间 上 函数 可 积 的 歼 遇 准则 . 此 准 
则 是 这 样 的 : 闭 区 间 上 的 有 界 函 数 可 积 的 充分 必要 条 件 是 下 述 两 彼此 等 价 的 关系 式 
之 一 成 立 : 

a] lim N(T)=0, b) inf Q(T) = 


宇 了 一 0 


.196 第 八 章 歼 最 积分 理论 的 基本 定理 


其 中 w 和 的 概念 早已 定义 {第 七 章 83 引 理 介 . 

我 们 看 到 , 这 个 准则 丝毫 不 曾 直 接 说 出 什么 样 的 函数 是 黎 曼 可 积 的 而 什么 样 的 
栈 数 不 是 黎 曼 可 积 的 . 蒜 贝 格 准则 就 是 回答 这 个 问题 的 . 

为 了 叙述 勤 页 格 准则 ,我们 先 定 光 具 有 勒 页 格 零 测度 的 集合 的 概念 . 

定义 1 数 轴 上 的 点 和 集 4 具有 勒 贝 格 零 测度 ,， 如 果 对 于 性 意 的 E > 0 都 可 在 有 
限 信 或 可 数 个 开 区 间 履 盖 A 而 其 总 长 不 超过 s. 换言之 ,对 于 任意 的 e>0 都 存在 
开 区 间 卫 ,… ,1% 它们 的 长 度 相应 地 为 81,… ,6%,.… ,使 得 和 4 CC (| 且 对 于 

i 三 ] 

任意 的 自然 数 辣 有 吕 一 页 十 .十 本 之 &. 

记 作 (4) = 0. 

命题 1 数 轴 上 任何 不 多 于 可 数 个 点 的 集 含 有 勒 贝 稿 零 测 度 . 


实际 上 , 可 以 取 以 这 些 点 为 中 心 的 长 度 为 5 = 3 :6n = 的 开 区 间 , 那 
么 有 


命题 2 设 BcAHn 人 d=0, 风 jj(B)=0. 
> 结论 从 集 4 的 任何 开 帮 盖 也 是 集 B 的 开 覆 盖 这 一 事实 推出 .， 
现 叙 述 鞭 页 格 准则 . 


定理 17 为 使 在 闭 区 间 [a, 避 上 有 界 的 函数 Flz] 是 在 此 区 间 上 可 积 的 , 必要 且 
充分 的 是 此 函数 的 间断 点 所 成 的 集合 4 具有 勒 贝 格 零 测度 , 即 MA) = 0. 

在 证 明 此 准则 之 前 , 先 来 考虑 它 的 应 用 . 

定理 18 设 辑 数 g(x) 在 闭 区 间 [a, 站 上 可 积 直 m= inf, oC) M = sup g(x), 

于 忆 ， TE[a.,b] 
又 设 汤 数 fb 在 闭 区 间 jm, M] 上 连续 . 那么 函数 f(g()) 在 a, 机 上 可 积 . 
Pp 设 zo 晨 函数 g(xz} 的 连续 点 . 那么 根据 关于 复合 函数 的 连续 性 的 定理 , h{z) = 
f(g(z)) 在 点 mo 处 连续 . 因此 , 只 有 函数 gfz) 的 间断 点 才 有 可 能 是 函数 hlz} 的 间断 
点 . 设 4 是 g{z) 的 间断 点 的 集合 , 而 B 是 hlz) 的 间断 点 的 集合 . 那么 B cc A. 

由 于 函数 gfz)] 在 闭 区 间 [a, 晶 上 可 积 , 根据 勒 册 格 准 则 有 af(4) = 0, 由 此 , 根据 
命题 2, 有 ju(B) = 0. 于 是 再 根据 勤 贝 格 准则 , 耳 数 h(x) = 了 (g(x)) 是 在 闭 区 间 fa 
上 可 积 的 ， 有 4 

定理 19 证 函数 f{z) 在 闭 区 间 la, 避 上 单调 , 那么 它 在 财 区 间 fa 如 上 可 积 . 
e 我 们 来 证 明 , 函数 f(x) 的 间断 点 的 集合 是 可 数 集 , 在 第 四 章 轴 《定理 1) 中 已 
证 , f(z}) 公有 第 一 类 间断 点 ， 设 zo 是 间断 点 , 那么 在 此 点 处 存在 左 极限 和 右 极限 : 
lm fe) = hh, lim f(x) = b, 而 且 4 关 在 以 贡生 为 端点 的 开 区 加 中 可 


人 6， 勒 岁 格 准则 的 证 明 , 191 ， 


取 一 有 理 数 +, 此 有 理 数 作成 与 点 ze 的 对 应 . 这 样 选 出 的 全 体 有 理 数 * 的 集合 作为 
全 体 有 理 数 的 集合 的 一 个 子 集 是 有 限 集 或 无 限 的 可 数 集 , 对 应 的 阐 断 点 的 集合 亦 然 ， 


根据 命题 1, 此 集合 有 勒 只 格 测度 零 . 从 丽 根据 勒 员 格 准则 , 闭 区 间 上 的 单调 函数 是 
可 积 的 ， 4 


§8. 勒 贝 格 准 则 的 证 明 

设 函 数 flx) 在 闲 区 间 le, 中 上 有 界 , 用 了 = Fazo) 代表 区 间 (zo 一 和 ro 十 
$) 站 [a 可 

定 尺 23 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 振幅 是 下 面 的 量 


wxo) = wr(z0) = jaf sup (f(z) — F(W), 
>0 zerts) 
换言之 , 量 w(xo) 用 以 下 等 式 确定 
wt{z0) = inf (Ms (x0) — ms{z0)), 


其 中 


Mslxo) = sup flz), ms(z0} = inf, fl2)- 
EI rETG) 


函数 在 一 点 处 的 连续 性 的 准则 如 下 : 
引 理 1 函数 Ffz) 在 点 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 函数 在 该 点 处 的 氛 幅 
wykzo] = 0. 
»。 必要 性 设 相 反 , 即 成 立 wy(z0) 一 a>0. 令 65 = > 设 7=7 (2) 根据 下 确 
界 的 定义 , 有 
Sup, (fs) — f(D) = Mi{ro) — mi (zo) > a. 


然后 根据 上 确 界 的 定义 得 知 存在 net e (二) 使 得 f(zn) - f(yn) > 全 > 0 但 由 
于 区 间 了 (二 ) 的 长 度 随 着 n 从 于 天 而 前 于 等, 所 以 gm 一 ,isn 一 


在 不 等 式 fen) — flyn) > 本 >0 中 今 叶 一 ee ， 并 使 用 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 
连续 性 ， 得 0 > 2 一 六 人 0. 发 引 矛 盾 枉 此 wero) 一 二 

充分 性 设 wr(zo) = 0. 那么 对 于 任何 8>0 ) 部 存 在 6 二 5(el) > 0, 使 得 对 于 一 
切 zyefel 有 |Fo 一 7 < es 令 此 处 y= zo0. 得 到 函数 f(z) 在 点 zo 处 连续 的 
条 件 . 4 

设 Dla) 代表 闭 区 间 [a, 耻 上 的 使 不 等 式 wfz) > a 成 立 的 点 工 的 集合 . 
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引 理 2 点 集 D(a) 是 闭 集 . 


bp 设 zo 是 集合 Dla) 的 极限 点 . 那么 存在 点 列 {zi} 当 nn 一 oo 时 收 仑 到 zo, 而 
且 函 数 f(x) 在 点 z 处 的 扼 幅 不 小 于 a , 即 worffzn) 2 a. 我 们 发 现 , 不 管 数 5>> 0 
如 何 , 总 是 存在 点 列 的 某 项 x,, € 五 (zo). 置 


61 = min(zxn, — zo + 6, 20 + 6 — rn) 
即 5 是 点 zn 到 区 间 (zxo) 的 边界 的 距离 . 那么 得 到 15, (zn)】 C Is(z0), 由 此 
Mas(z¥0) — mslzo) 2 Me (Zn) — Mma Tn) 2 WATn) 2 a. 
因此 , 对 任何 5> 0 都 成 立 不 等 式 Ms(z0) 一 ms(z0) 2 a. 那么 
Iaf (Ms(20) ~ mealz0)) > or. 


所 以 集合 D(a) 的 任何 极限 点 都 属于 它 自己 , 即 D(a) 是 闭 集 ， 4 
» ”现在 来 证 明 勒 风格 准 则 . 

必要 性 ” 设 胃 数 f(z) 在 闭 区 间 fa, 引 上 可 积 . 应 该 证 明 函 数 f(z) 的 间断 点 的 集 
合 有 勒 贝 格 测 度 零 

假设 不 然 , 即 集合 九 不 是 零 测度 集 , 由 于 D = UD € )， 那么 存在 a 一 二 使 


得 也 [二 不 是 夫 测 度 集 于 是 存在 数 so > 0， 使 得 对 于 任何 覆盖 集合 pea) 的 一 列 


开 区 间 {Ih}; D(a) Cc vU 五, 都 存在 自然 数 no 使 而 十 … 十 65 之 50. 我 们 指出 数 no 
依赖 于 开 区 间 序 列 {LY 

现 考察 闭 区 间 a, 的 任意 一 个 分 法 十. 在 分 法 工 的 闭 区 间 [zx_1, xx] 之 中 我 们 
把 那些 其 “内 部 ”至 少 含有 D(a) 的 一 个 点 挑 出 来 , 在 每 个 这 样 的 闭 区 间 [zk zu] 
中 ， 盖 数 _f{z) 的 振幅 不 小 于 co， 这 些 闭 区 问 的 长 度 之 总 和 必 不 少 于 so, 因为 集合 
Dt{a) 包含 在 这 些 区 间 之 中 , 除了 可 能 有 有 限 个 点 与 分 法 工 的 点 zk 重合 之 外 .( 如 果 
上 述 闭 区 间 [ee _i, zx] 之 长 度 总 和 小 于 zo, 则 可 用 有 限 个 开 区 间 覆 盖 点 zk €& D(a)， 
并 使 全 部 覆盖 Dta) 的 开 区 间 之 长 度 总 和 小 于 so, 而 这 是 不 可 能 的 ,) 

于 是 对 于 闭 区 间 [6, 贡 的 任何 分 法 荆 有 


ANT) 2 CEo. 


因此 , inf9(T) > aso > 0. 根据 表 数 歼 曼 可 各 的 准则 , 这 就 表明 函数 f(z) 不 是 可 积 
的 . 发 生 政 盾 . 必要 性 获得 证 实 ， 
充分 性 对 于 任 给 的 e>0, ,我 们 来 构 作 一 个 分 法 下 使 得 nm <s, 设 M= 
a |f Cn). 令 5= 


二 


i 3 2b— a) 
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由 于 集合 D 有 蔷 贝 格 测 讶 零 , 所 以 可 用 长 度 总 和 小 于 5 的 一 组 开 区 间 栈 盖 它 . 
把 这 组 开 区 间 的 全 体 记 作 4, 4 中 的 一 切 元 的 并 集 记 作 了 工 令 玉 = [@, 避 7 那么 在 集 
合 下 的 每 点 zo 处 了 消 数 ffz) 的 振幅 都 等 于 0. 因此 存在 开 区 间 履 盖 这 个 点 m. 在 此 
开 区 间 上 一 数 的 振幅 小 于 a, 把 这 样 的 开 区 间 的 全 体 记 作 B. 那么 开 区 间 组 4L]B 
覆盖 了 闭 区 间 [a, 可 . 于 是 从 ALJB 中 可 选 出 有 限 个 开 区 闻 来 , 它们 已 履 盖 [a, 引 . 把 
这 有 限 个 开 区 间 的 落 在 a, 机 中 的 端点 与 a,8 一 道 取 作 分 法 了 的 分 点 .多 

那么 和 QT) 可 家 成 全) = 人 0 十 fa, 其 中 Qi 和 mo 为 形 如 wkaxk 的 被 其 项 
的 和 , 这 里 , 在 第 一 个 和 8 中 求 和 变 元 上 跑 遍 使 得 [zy_1, zx] CcT 的 那些 下 , 而 所 有 
其 他 的 产值 进 人 第 二 个 和 式 ma 中 . 

那么 , 对 于 9 人 7] 有 估计 式 

YT +N <2ME Halb— a) = 5 +3= 6. 

由 此 , 根据 inf 人 (人 一 推出 函数 f(x) 的 可 积 性 . 

定理 完全 证 实 . 要 

在 使 用 勒 册 烙 准 则 (特别 是 在 证 骨 函 数 不 黎 曼 可 积 ) 时 , 其 下 述 形式 有 车 更 为 
方便 . 


定理 20 为 使 在 闭 区 间 fo, 中 上 有 界 的 函数 是 歼 可 可 积 的 , 必要 且 充 分 的 是 对 
于 任何 o>0, 集 Dter) 尼 月 勒 贝 格 测 度 堆 . 


、。 必要 性 ”由 于 f(z) 黎 曼 可 积 , 根据 上 面 已 证 的 勒 风格 准则 , 其 间断 点 的 集合 DD 
的 测度 等 于 零 ，4(D) 二 0 但 对 于 任何 a > 0 内 成 立 包含 关系 : Dla) < DP， 因此 
nL{(D(a)) = 0. ， 
充分 性 显然 , D = 六 p(=). 根据 定理 的 条 件 , 对 于 任何 自然 数 n 锅 有 
1 二 1 


ph (p (=)) 0. 因此 p(D) = 0, 于 是 根据 夸 贝 格 准则 , f(z) 可 积 ， 4 


中 这 有 段 文 字 是 更 正 了 原文 的 琉 淖 而 由 译 者 写成 的 一 一 译 者 注 . 
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8$1. 第 一 类 和 第 二 类 反常 积分 的 定义 


以 下 的 目的 是 把 函数 黎 坚 可 积 的 概念 推广 到 新 的 函数 类 上 , 即 

1) 推广 到 定义 在 无 穷 区 各 上 的 函数 ; 

2) 推广 到 无 界 了 数 . 

我 们 已 具有 的 极限 概念 , 使 我 们 能 够 本 质 上 没有 困难 地 达到 目的 , 而 这 里 所 推 
广 的 黎 坚 积分 是 作 上 反常 积分 . 

对 于 第 一 种 情形 , 以 下 形式 的 积分 


/ fjd 人 lzjar， 太 yd 


叫 作 第 一 类 反常 积分 ， 而 在 第 二 种 情形 , 当 函 数 f(x) 是 在 有 限 闭 区 间 [a, 四 上 的 无 
界 函 数 的 情形 , 积分 岂 flzjdz 叫 作 第 二 类 反常 积分 . 

积分 区 间 无 界 ， 是 数 本 身 亦 无 界 的 情形 并 不 是 什么 新 间 题 ,因为 可 以 通过 简单 
地 把 积分 区 间 分 成 部 分 而 归结 为 第 一 类 种 第 二 类 反常 积分 的 情形 . 因而 我 们 不 再 单 
独 讨论 这 种 情况 , 我 们 停 下 来 比较 详细 地 讲述 第 一 类 反常 积分 的 概念 ， 并 且 只 限于 
形 如 六 Flz)az 的 积分 的 情形 . 
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定义 1 设 a 是 实数 , 并 设 对 于 任何 A > a 区 数 f(x) 都 在 闭 区 间 fa,A] 上 歼 晤 
可 积 且 


过 
F(A) = / F(z)dz. 


著 当 4 一 +oco 时 在 在 极限 二 lm F(A), 则 此 极限 叫 必 是 函数 f(x) 在 区 闻 
[a, +ec) 上 的 第 一 类 反常 积分 ， 


对 于 积分 1, 使 用 下 述 记 号 : 


=/ f(a)dr (- Ali/ Hot) 


如 果 极 限 了 存在 , 则 说 反常 积分 妆 效 . 着 此 极限 不 存在 则 表达 式 太 Flz)da 被 理解 
作 一 个 符号 , 依然 叫 作 反 常 积分 , 但 说 它 发 散 . 
类 似 地 定义 反常 积分 


a f(z)dz = lm [ f(r}dz, 
而 反常 积分 [+> f(z)dz 理解 作 两 个 反常 积分 的 和 : 
oO 如 十 ee 
f sa teath far 


注 1. 与 反常 积分 相 区 别 , 有 限 区 闻 上 的 通常 的 整 曼 积 分 吗 作 正常 的 ， 
2, 从 正常 积分 的 性 质 和 反常 积分 的 定义 , 对 于 任何 实数 a 和 5b, 平庸 地 得 到 


三 Flar 十 f° Friaz 一 f° fw)dz. 


例 1. 当 a>0 时 成 立 等 式 


1i—e 
lim (mA—-Inag) 车 a=1. 
成一 二 oc 


-一 -一 


Cr 
a ~ 


+: 1 1 一 圭一 全 
2 {4 FT—& ), 革 a1， 


由 此 推出 , 此 积分 当 a > 1 时 收 敏 且 等 于 一 -a!l-*, 而 当 a < 1 时 发 散 


oo—1 


2. 对 于 自然 数 n, 用 分 部 积分 法 得 到 


十 oo 
te tdt=n! 
心 
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82. 反常 积分 收敛 的 柯 西 准则 和 收 钱 的 充分 条 件 


从 当 4 一 oo 时 函数 的 极限 存在 的 柯 西 准 则 直接 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 1 (第 一 类 反常 积分 收 敏 的 准则 ) 为 使 积分 让 ”f(zjdx 收效， 必要 且 充 
分 的 是 满足 柯 西 条 件 , 即 对 于 任 给 的 >0 , 存在 数 电 二 Bfe) > oa, 使 得 对 于 一 切 比 
B 大 的 A1 和 As 成 立 不 等 式 
Aa 
| {f(a 
站 1 


殷 巳 。 


此 柯 西 条 件 用 符号 可 写成 : 


4a 
ve>0 dB= Ble)> ae:vA>B va >B=|| f(r}dr 
Al 


定理 2 (一 般 的 比较 判别 法 ) 设 对 于 所 有 的 z E [a, +eo) 成 立 不 等 式 |f(z)| < 
gfz) 且 设 积分 万”g(z)dz 收 襄 . 那么 积分 三 ”2 f(z)jdzr 也 收 笋 . 


> 我 们 来 证 有 明 , 对 于 函数 f(x) 的 反常 积分 的 收敛 性 的 柯 西 条 件 满足 根据 函数 
gfz) 的 积分 的 收 人 证 性 , 对 于 任意 的 > 0, 存在 B = B(s) > o, 使 得 对 于 任何 A1 > 
42 > B 成 立 不 等 式 [yw gt{x)dz < ,但 由 于 


] [ | flz)dz 


所 以 柯 西 条 件 对 于 阴 数 f(z) 的 积分 成 立 ， 4 
例 设 对 于 某 > 1 当 一 00 时 成 立 不 等 式 


EE. 


总 1 怠 1 
< / f(D)ldz < / gtzjdz < &, 
本 A 


1 
| < 吉 ， 


即 存在 c>>0 和 wo = wole) > 使 当 了 > wo 时 |fz)| 志 cw-*, 那么 积分 三 (zyar 
收 病 . 
实际 上 ， 


fo yoi= fast plo). 
和 式 中 的 第 一 个 积分 是 正常 的 ,而 第 二 个 积分 +” f(z)dz 根据 比较 判别 法 , 是 收 全 
的 , 因为 /rm 灾 当 a > 1 时 收 全 
83， 反常 积分 的 绝对 收敛 和 条 件 收敛, 阿 贝尔 判别 法 和 狄 利克 需 判 别 法 
首先 我 们 给 出 反常 积分 绝对 收敛 的 定义 和 条 件 收敛 的 定义 . 


83- 反常 积分 的 绝对 收 敲 和 条 御 政 敏 . 阿 员 尔 判别 法 和 狱 利克 雷 判 别 法 197 - 


定义 2 反常 积分 让” ffz)dz 巴 作 是 绝对 收效 的 ， 如 果 积 分 六 so ffzjlaz 
收 北 ， 


定义 3 反常 积分 门 flzjdz 叫 作 是 条 件 收 化 的 , 如 果 积 分 太 "2 1fzjde 收 敦 
而 积分 夏 ”|f{z)ldz 发 散 . 

从 一 般 的 比较 判别 法 直接 推出 ， 积分 的 绾 对 收 全 性 蕴 合 着 它 的 条 件 收 第 性 , 反 
之 不 真 . 

和 前 面 一 样 , 我 们 认为 对 于 任意 的 4 > a 函数 f(z) 都 在 闭 区 间 [a, 4] 上 可 积 . 

定理 3 ( 狄 利 克 雷 判别 法 ) 设 函 数 记 (z) = 六 fl(wjdu 在 [w+eol 上 有 界 , 且 设 


函数 gfz) 非 负 、 非 增 , 并 当 z 一 ee 对 直下 家 那么 积分 了 = 三” flz)g(zydr 
收 笋 . 


by ”由 于 函数 ytz) 在 正 无 穷 处 不 增 且 赵 于 二 , 所 以 对 于 任意 的 sg > 0 存在 B = 
Bls) > a, 使 当 zx > B 时 有 不 等 式 0< gz)<a1. 设 = sup|F'(2)|. 那么 根据 第 二 


中 值 定 理 , 对 于 任意 的 4 > A > B, 存在 数 4a, 4; < 4a < Az, 使 得 


a2 
| / f(z)o(n)drl = 
区 1 


El 


间 3 A 
g(A1) 人 jejdz [ f(z)de 


f rer- f° fae 


若 现 在 给 定 任 意 的 <E > 0, 则 取 si = pyr 就 得 到 对 于 任意 的 A1, As, Az > Al > 
后 
B (577) 成 立 不 等 式 
人 FTJDUTEJGE| <e 


柯 西 条 件 满足 , 因此 积分 工 收 般 ， 4 


定理 4《 阿 贝尔 判别 法 ) 设 积 分 片 ” flzjdz 收 仇 ， 又 设 函 数 gl(z) 在 区 间 
[a, +o0) 上 非 负 ,单调 且 有 上 界 , 那么 积分 了 一 几 ” ffz)g(zjd 收效 . 


> ”由 于 积分 三 ”f(z)dz 收 伍 , 所 以 根据 柯 西 准 则 : 对 于 任意 的 s: > 0 ， 存在 
BB = Blei) > &, 使 得 对 于 任意 的 A1, 42, 42 > 和 刀 > 8B, 成 立 不 等 式 


] 人 Hzja 


接着 , 按 第 二 中 值 定理 , 存在 这 样 的 数 4s, A1 < As < 42 使 得 


< el. 


lL: 


A As A 
frostnae =aa) feet on), foe 


* 19g ， 第 力 章 反常 积分 


令 时 = supg(z). 则 因 


本 3 A 
/ fx)dr| < a, / fwdr| < ei, 

总 1 成 3 

所 以 得 到 
人 Faglode| < 2Mei. 
因此 , 取 <; = 3517; 就 得 到 , 对 于 任意 的 数 41, 42, 4s > 41 > B (27) ,成 立 不 等 式 
人 (aygfedz < E- 
各 i 


所 以 , 根据 柯 西 准则 , 积分 工 收 敏 ， 本 


例 1. 根据 狄 利克 震 判别 法 , 当 a > 0 时 积分 广 ” 汪 dx 收 敏 , 因为 对 于 任 
意 的 4 > 1, 函数 (4) = fsinzdz 有 界 , 而 对 于 a > 0, 当 > 一 +oc 时 函数 ~“ 
单调 减 趋 于 零 . 

2. 设 ffz) 是 高 于 一 次 的 多 项 式 , 那么 积分 让 ”sin ffz)dz 收 伍 . 

不 失 一 般 性 , 可 认为 多 项 式 f(z) 的 最 高 次 项 的 系数 是 正 的 . 那么 从 某 4 > 0 始 ， 
其 导数 (x) 将 是 正 的 且 单 调 增 至 正 无 穷 , 只 消 证 明 积分 1” sin 了 (zjdz 收 皱 , 对 于 
任意 的 B > 4, 在 积分 [4 sin f(z)dz 中 作 积分 变量 变换 y = f(z),z = 广 !( 妇 .得 到 


一 -一 一 一 一 -局 ， 
hs PO) 


根据 第 二 中 值 定理 , 此 积分 的 绝对 值 以 量 二 二 P FH py 为 上 界 且 当 4 一 +oo 时 赵 于 零 . 这 
就 证 明了 原来 的 积分 的 收 钱 性 . 


第 十 一 讲 


84. 第 二 类 反常 积分 


定义 4 设 
1) 函数 f(zm) 定义 在 区 闻 [a,b) 上 且 在 此 区 间 上 无 界 ; 
2) 对 于 任意 的 oa 所 a <<bb 鹿 数 flx) 在 闭 区 间 fa,al 上 有 界 且 可 积 | 
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3) 存在 极限 T= im [2 flz)dz 
那么 这 信 概 限 工 叫 作 是 函数 f{z) 在 闭 区 间 fa, 引 上 的 第 二 类 反常 积分 ， 且 对 于 
模 限 1 使 用 记号 ， 
= /ra 


注 1. 点 也 叫 作 是 积分 工 的 奇 点 . 

2. 若 极 限 Te 及 存在 , 则 说 反常 积分 上 * (zw)dz 收 伍 , 在 相反 的 情形 下 说 此 积分 发 散 . 
3. 若 积 分 户 flz)az 的 奇 点 是 积分 下 跟 , 则 第 二 类 反常 积分 类 伏地 定义 . 

4. 若 奇 点 c 位 于 闭 区 间 la, 电 内 部 , 则 反常 积分 定义 作 两 个 反常 积分 的 和 : 


三 flz)dr 一 人 Hat 三 flz}dz. 


例 成 立 以 下 等 式 


1 一 站 
lade _ ji 人 ), 若 1l, 


0 Ean0t Jo TY lim (— lna), 若 aa=1. 
二 


由 此 得 知 ， 积分 记名 当 = < 1 时 收 全 等 于 [一 ,而 当 a > 1 时 发 向、 

以 具有 唯一 奇 点 5 的 积分 大 flz)dz 为 例 我 们 来 考察 第 二 类 反常 积分 的 基本 
性 质 , 这 些 性 质 与 第 一 类 反常 积分 的 性 质 是 类 似 的 . 

1% 第 二 类 反常 积分 收 化 的 柯 西 准则 . 

为 使 积分 户 f(r)dz 收 敏 , 必须 且 只 第 柯 西 条 件 成 立 : 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 
5 二 6le) > 0 使 得 只 要 ol, ow 满足 条 件 a,o2 E 他 一 二 中 就 成 立 不 等 式 


所. 


2 一 般 的 比较 判别 法 . 

设 对 于 一 切 ze [a, 中 成 立 不 等 式 |f(z)| < g(z) 且 反 常 积分 让 glz)dz 收 伊 . 那 
么 积分 户 flz)az 收敛 . 

3。 第 二 类 反常 积分 族 f(z)dz 叫 作 是 绝对 收 化 的 , 如 果 积 分 及 |F(z]lazr 收 冀 ; 
官 叫 作 是 条 件 收 禾 的 , 如 果 它 收 化 但 不 绝对 收效 , 即 让 |f(x)|dz 发 散 . 

可 以 叙述 与 关于 第 一 类 反常 积分 的 阿 贝尔 判别 法 和 铬 利克 雷 羯 别 法 类 似 的 判 
别 法 . 

最 后 , 任何 具有 两 个 无 穷 积 分 限 (或 一 个 无 穷 积 分 限 ) 的 积分 以 及 具有 有 限 个 奇 
点 的 积分 , 都 可 看 作 是 一 些 反 常 积分 的 和 , 其 中 每 个 只 有 一 个 奇 点 而 且 是 积分 区 间 
的 边界 {也 可 以 认为 点 +oo 和 点 -oo 是 奇 点 }. 也 就 是 说 任何 反常 积分 的 研究 都 归 
结 为 第 一 类 和 第 二 类 反常 积分 . 
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85. 反常 积分 的 变量 变换 及 分 部 积分 


定理 5 设 导 通 数 yy/(t) 在 闭 区 间 [a, 8] 上 连续 且 在 开 区 间 {a, 8) 上 异 于 零 ,又 
设 函 数 ffz)] 在 开 区 间 (efoa),elB)) 上 连续 . 那么 成 立 公式 
(BY) a 
ff)ar= f f(y at 
pa) a 
不 管 积分 是 正常 的 还 是 反常 的 . 
bp ” 先 设 点 a 和 和 是 有 限 的 . 那么 函数 f(z) 和 f(yp(#)) 的 奇 点 可 能 是 相应 的 闭 区 


间 的 端点 . 根据 落 数 x = p(t) 的 单调 性 , 当 变 量 t 在 开 区 间 (a, 8) 中 变化 时 每 个 = 
值 仅 被 取 到 一 次 . 那么 , 对 于 任意 的 sl > 0 和 sa > 0, 根据 对 于 正常 积分 的 变量 变 


换 定理 , 有 
pli ey) 
/ f(z)de — /站 f (pte (tdt. 


plater) 
在 此 等 式 中 令 sl 一 小 sz 一 0 而 过 渡 到 极限 ， 就 得 到 待 求 的 公 式 ， 二 
定理 6 设 : 
1) 函数 f'(z) 和 g'(z) 在 区 间 (a, 十 0) 上 连续 ; 
2) 反常 积分 


+oo 十 oo 
f rave 和 人 Yisaz 
之 中 至 少 有 一 个 收 雍 ; 
3) 存在 极限 外 = slim, f(z)g(), 而 交口 是 青 点 时 亦 存 在 极限 lo = lim 7(z)g(z)， 
那么 , 两 个 积分 都 存在 且 戌 立 等 式 


十 ea te 
1 fy (zd = Fas  - 


十 om 
/ Flzjgtzjdz. 
考察 在 闭 区 间 [a 二 6, 上 的 正常 积分 , 根据 关于 正常 积分 的 分 部 积分 的 定理 , 有 


bb 

- / f(s)g(r)dr. 
三 十 后 

在 此 等 式 中 让 < -，0.5 -， +oo, 就 得 待 求 的 公式 ， 有 < 
下 述 关于 反常 积分 的 特殊 定义 有 时 有 用 . 


定义 5 实数 = lim as jzjyaz 叫 作 是 积分 三 FUz)dz 的 ( 柯 西 ) 主 值 ， 
记 作 


b 
/ fs) (ds = f(r)gl®) 


{= P.V. 广 flr)adr.D 
中 原文 用 员 . p."” 表示 主 值 , 而 大 写 的 中 . V,”(Principal Value) 轩 常 用 一 一 译 者 注 . 
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定义 6 落 e 有 是 函数 f(x) 的 第 二 糯 反 常 积分 的 青 点 且 ee [a,b), 则 主 值 积分 定 


义 作 ti] b 
1 = im, ( / f(g)dz + | ,fdr) 
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第 十 二 讲 
§1、 多 维 空间 中 的 曲线 


定 光 1 该 向量 函数 zi = pi 让 ,Em 一 em 人 自由 定 头 在 某 区 间 了 己 了 到 并 在 了 
上 连续 的 函数 gp1( 由 ,… ,pm() 给 出 . 把 全 体 值 (后 的 ,em 的) 的 集合 M C 了 R™ 
叫 作 是 空间 月 m 中 的 曲线 L(m 维 空间 中 的 空间 曲线 ). 


我 们 把 区 间 理 解 成 或 是 有 限 的 闭 区 间 , 有 限 的 开 多 间 , 有 限 的 半 开 区 间或 是 无 
穷 开 区 间 和 无 穷 半 开 区 癌 . 

为 简单 起 见 , 下 面 考察 了 = [a, 引 的 情形 . 我 们 记得 在 闭 区 间 的 端点 处 , 连续 指 
的 是 单 侧 连 续 . ， 


定 兴 半点 = fc Cm) EE 工 叫 作 是 易 线 工 的 重点 , 如 果 区 间 了 中 有 至 少 两 
个 不 同 的 点 磋 关 ta 司 得 pi1(t1) = pi(t2) = C1 ;Pm(1) 二 Pm(t2) = cm 

曲线 的 点 , 如 果 不 是 重点 , 就 叫 作 是 曲线 的 简单 点 ， 

仅 有 有 限 个 重点 的 曲线 工 , 叫 作 是 参数 化 西 线 . 

除 区 间 工 的 端 可 外 , 无 重点 的 遇 线 上 叫 作 是 简章 出 线 . 

如 果 仅 在 区 间 了 的 端点 刀 和 妃 处 削 数 gi( 由 ,--. ,pmtlt} 的 慎重 合 , 那么 简单 曲 
线 叫 必 是 简单 闭 曲 线 ， 
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引 理 1 任何 套数 化 曲线 辟 可 表示 或 有 限 条 简单 晶 线 的 并 ， 

为 证 此 事 , 只 需 把 于 区 间 I 划分 成 有 限 条 以 原始 曲线 的 重点 为 端点 的 闭 区 间 . 

定义 3 设 通 数 和 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 如 果 在 在 四 ,目的 一 个 分 法 : t0 = 
a 之 tn = 二 妃 使 在 每 个 开 区 间 (1th 二 1 Rn) 上 f(t) 等 于 常数 ， 则 称 
函数 f(x) 在 [a, 四 上 是 逐 段 线性 的 .也 就 是 说 , 在 每 个 闭 区 间 [1,tk] 上 f( 相 = 
Qkt + bes ke = 工 ,nN. 

定义 4 简单 册 线 工 叫 作 折线 , 如 果 gpi1( 引 ,… ,pmlt) 都 是 逐 段 线性 函数 

显然 , 每 条 折线 都 由 个 别 的 线段 组 成 , 这 些 线 自 叫 作 折 线 的 节 , 而 它们 的 端点 
Ao, ,全 叫 作 折线 的 结 点 . 对 应 于 这 些 结 点 的 点 tp; *- “ ) 构成 闭 区 间 (a, 如 的 一 
个 分 法 . 


我 们 来 考察 折线 的 从 始点 A1(21,… ,zm) 到 终点 4A2( 胃 ,… ,ym) 的 一 节 . 根据 
毕 达 哥 拉 斯 定理 , 它 的 长 度 |i| 等 于 量 


(= vn £1) + (Wn — Lm) 


而 关 点 AnlTi,0, “~ 1 Trm0), 机 ;An(T1lns “0? ;Crm ) 是 折线 ! 的 结 点 序列 ， 那么 此 折线 
的 长 度 |i| 显然 等 于 


AE 


| = (FLk — Tk1} 二 + (Tr,k — Trmk—1)?. 


Ee 
| 


1 


定义 5 对 应 于 闭 区 间 [a, 可 的 一 个 分 法 工 的 折线 1 叫 作 是 内 接 于 由 方程 mi 一 
p10 gm 二 pm( 引 te [a 机 给 出 的 曲线 工 的 , 如 果 折 线 1 的 结 点 都 在 曲线 工 上 ， 
且 折 线 的 结 点 与 曲线 的 相应 的 点 对 应 着 同样 的 参数 值 . 

定义 6 简单 曲线 上 叫 作 是 可 求 长 的 , 如 果 它 的 一 切 内 接 折 线 的 长 度 构成 一 个 
有 上 界 的 集合 . 

定义 7 可 求 长 曲线 天 的 长 度 是 它 的 一 切 内 接 折线 的 长 度 所 成 的 集合 的 上 
确 界 . 


注 1. 显然 , 如 果 我 们 想 可 正确 地 定义 曲线 的 长 廊 , 我 们 必须 要 求 内 接 折线 不 比 曲线 本 身长 ， 
这 是 由 于 两 点 之 闻 的 最 短 距离 , 如 所 周知 , 是 由 联结 这 两 点 的 直线 段 达到 的 . 


2. 存在 不 可 求 长 的 曲线 , 但 这 样 的 曲线 的 构造 很 复杂 , 因此 我 们 不 引入 这 样 的 曲线 的 例子 ， 


8$2。 关 于 曲线 长 度 的 定理 


定理 1 设 函 数 pi( 中 ,… ,pm( 由 给 出 空间 曲线 L， 且 这 些 函 数 在 闭 区 间 [a 站 
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上 有 连续 的 导 函 数 . 那么 曲线 了 是 可 求 长 的 , 且 其 长 度 | 由 下 式 给 出 : 
6 
= f Vo) tt Caml). 
* 。 先 证 明 任何 内 接 折线 区 长 度 都 不 超过 量 


让 
A= / VP 4 Cp dt 


设 折 线 的 结 点 对 应 于 闭 区 间 [a, 引 的 分 法 工 移 点 tot 0 二 如 之 三 之 下- 之 
tn 二 8. 那么 


= Vo) — ps) t+ (pm bs) ~ pm (ts—1))? 


#1 
n ts 2 ts 2 
= > LU Pie) + ple) . 


接 下 去 , 根据 不 等 式 ( 见 第 八 章 86 定理 16) 


3 2 b 2 2 
(/ Ad) + (f Ad < / 下 (十 :十 有 的 星 


我 们 得 到 


< VY / Vp) tt phn ld)) dt = A. 


于 是 证 得 4 是 内 接 于 曲线 工 的 一 切 折线 ! 的 长 度 的 上 界 , 从 而 曲线 工 是 可 求 
长 的 . 

现 证 明 4 是 这 样 的 折线 的 长 度 的 上 确 界 , 即 曲线 工 的 长 度 等 于 A. 

由 于 函数 pt) 在 闭 区 间 [a, 相 上 连续 ,k = 1,… ,m 所 以 根据 海 涅 - 康 托 尔 定理 ， 
它们 都 在 此 闵 区 间 上 一 致 连续 . 

网 此 , 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 数 6 = le) > 0, 使 得 对 于 一 切 t,t* E [a 机， 只 要 
一 阔 | < 6 就 成 立 


AD yr et 


任 取 闭 区 间 [a, 引 的 分 法 工 ,使 AT <5T:&== 如 << 刀 之 -… < 机 一 并 设 对 应 
于 此 分 法 的 内 接 折线 为 1. 
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现 给 出 差 A 一 目 宪 0 的 上 方 估 计 , 有 


a-M= fv We 


一 】 上 一] 


nt 2 PR 人 ts] — pelts_1) 
-二 人 之 0) 2 (ee pee ) |。 


接着 ， 仿 用 以 下 拱 式 的 三 旬 形 不 等 式 设 三 角形 OA4B 的 顶点 为 O(0,… 
有 (a1 0m) 电 (bi,… ,bm)， 那么 成 立 三 角形 不 等 式 (p = 2 时 的 交 可 天 其 革 不 


等 式 ): 
3 (an 一 Pre)e. 
友 二 1 \ R=1 

因此 ， 


4— 咱 < > > (w@- Le Pri) ] a 


一 2 Dot) — Ph (tks))2dt < > elvmat 


=svmB— a)=s, 
其 中 we,s 是 区 间 [ts_1,ts] 中 的 某 点 ， 二 


推论 设 3= s(w) 是 由 方程 zi 一 2 人 内 ,Ym 二 Xm( 引 ,0 所 所 给 定 的 曲线 
瑟 的 长 . 那么 对 于 曲线 长 度 的 徽 分 ds 成 立 公 式 .: - 


{ds}: = (人 da) 十 :十 fm) 
、 ”从 关于 上 曲线 长 度 的 定理 得 
= VIP 二 Gd 


微分 此 式 , 求 得 
dei = VD + + (Tm (Wo, 
或 者 
(dri 二 :十 {drm ， 司 
于 是 平面 曲线 (m = 2) 的 长 度 在 极 坐 标 (x, yp) 之 下 的 微分 等 于 


ds 一 dr + ridep’, 
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其 中 坐标 ” 和 e 由 下 面 的 公式 确定 
T=reoosp, y=rSsinp, rr20, Op < 27. 


实际 .上 ， 
dT = Cop Pdr — Tain pdp, dy = sin pdr reos wr. 


二 此 
ds2 = dr? + dy = dr? 十 r2dp2， 
特别 地 , 若 以 参数 形式 给 定 椭圆 方程 
F=F(p) = (acosp,bsingp), a>b>0, 
且 夹 于 Ow 轴 和 和 向 径 之 间 的 角度 p 从 零 变 到 27, 那么 对 于 椭圆 长 讼 的 微分 有 
ds = Va? sin? p+ b? cos? pdip. 


例 求 曲线 ( 旋 轮 线 ) 
r= R(t ~ sint), 
y = R{l — cost), 


其 中 0 & t 专 2 的 长 麻 , 我 们 有 da2 = dx? + dy*,ds? = 4 下 sin? 5 (dt)?, ds = 
2Rsin sd. 因此 
s=s(0)—4R (1— co0s5). 


此 曲线 给 出 了 半径 为 R 的 轮子 滚动 时 , 轮 缘 处 的 点 的 运动 轨迹 . 


第 十 一 章 ”者 尔 当 测度 


第 十 三 讲 


§1. 平面 图 形 的 面积 和 立体 的 体积 . 若 尔 当 测度 的 定义 


在 引入 定 积分 的 概念 时 , 已 经 谈 到 过 曲 边 梯形 这 种 平面 图 形 的 面积 . 而 且 在 给 
出 这 个 概念 的 精确 定义 时 , 我 们 是 从 对 于 最 简单 的 图 形 的 面积 成 立 的 图 形 面积 的 基 
本 性 质 出 发 的 , 所 说 的 最 简单 的 图 形 是 指 有 限 个 年 形 和 三 角形 的 并 . 

我 们 来 叙述 这 些 性 质 . 用 u(P) 代表 图 形 P 的 面积 

ls 对 于 得 个 有 面积 的 图 形 P, 函数 js(P) 是 菲 负 的 且 是 单 值 确定 的 . 

25 这 长 为 工 的 正方 形 的 面积 等 于 1 

3” 通 数 MP) 是 可 加 的 , 即 著 图 形 PP 分 成 两 个 不 相交 的 图 形 用 和 已,P 一 
PURRNB= 8, 则 

aCP) = (RB) 十 号 


42 和 远 教 MP) 是 关于 平面 的 任何 运动 都 不 变 的 . 
也 就 是 说 , 如 果 图 形 只 和 有 可 借助 平面 绕 一 园 定 点 的 旋转 , 或 经 平面 的 平移 , 而 彼 
此 重合 , 那么 jp) = p( 忆 )- 

5° 函 教 J(P) 是 单调 的 , 即 车 户 CB 则 p(B) p(B). 

这 些 性 质 不 仅 对 于 简单 图 形 的 面积 成 立 , 而 且 也 对 于 简单 立体 的 性 积 成 立 , 同 
样 也 对 于 直线 上 最 简单 的 集合 , 即 岂 有 限 个 区 间 和 有 有限 个 个 别 的 点 组 成 的 集合 的 总 
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长 度 成 立 . 

下 面 , 我 们 把 有 限 个 其 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 的 并 集 叫 作 是 最 简单 的 图 形 . 这 
样 的 矩形 叫 作 是 标准 矩形. 

标准 矩形 可 以 不 含 位 于 它 的 边 上 的 任何 一 个 点 的 子 集 . 如 所 周知 , 每 个 标准 年 
形 者 有 面积 , 等 于 它 的 相 邻 两 边 的 长 度 的 莱 积 ， 

在 一 般 情形 下 定义 图 形 的 面积 , 毫 像 在 曲 边 梯形 的 情形 一 样 ， 可 以 类 似 于 定 积 
分 存在 的 黎 芝 准则 那样 去 实施 . 

为 此 ,对 于 平面 有 界 图 形 已 , 月 然 要 引信 图 形 的 上 面积 的 概念 (类 似 于 达 布 上 
和 ), 它 万 是 一 切 包含 P 的 最 简单 的 平面 图 形 PP 的 面积 A( 已 ) 的 下 确 界 ; 同时 也 引 
入 此 图 形 的 下 面积 的 概念 , 它 态 是 一 切 包含 在 P 内 的 最 简单 图 形 吾 的 面积 A[ 忆 ) 
的 上 确 界 . 

记 土 面积 为 py*(P), 下 面积 为 p, (PY). 

我 们 发 现 , 对 于 最 简单 图 形 P 


ur(P) = A(P) = p*(P). 


若 对 于 图 形 上 成 立 等 式 py(P) = (PP 则 此 量 叫 作 图 形 P 的 面积 , 并 记 作 
4 了). 对 于 三 维 立体 图 形 的 体积 , 情况 完全 一 样 , 即 类 似 地 定义 三 维 图 形 的 上 体积 和 
下 体积 . 同样 使 用 记号 uy(P),p*(CP) 和 (PY, 其中, 作为 定义 , 对 于 可 测 图 形 P 楼 求 
A(P) = pr(P) = p*(P). 

所 引入 的 图 形 和 面积 的 概念 叫 作 若 尔 当 测 度 , 面 借助 此 定义 赋予 其 面积 值 的 图 形 
本 身 叫 作 是 可 求 面 积 的 (或 者 在 立体 的 情形 岂 作 可 求 体积 的 ), 或 者 车 尔 当 可 测 的 . 对 
于 这 样 的 图 形 , 计算 面积 { 或 体积 ) 归结 为 计算 黎 曼 定 积分 . 

例 .与 一 条 坐标 轴 平 行 的 线段 1 的 平面 若 尔 当 测度 等 于 零 . 此 线段 包含 在 一 
个 其 一 边 长 度 为 零 的 矩形 中 . 

2. 任何 线段 ! 的 若 尔 当 测度 (二 维 ) 等 于 零 , 因为 它 可 氛 包含 在 面积 任意 小 的 最 
简单 图 形 之 中 . 

3. 设 P 是 最 简单 图 形 . 那么 它 的 边界 8P 的 若 尔 当 测 度 等 于 零 . P 的 边界 由 构 
成 图 形 P 的 矩形 的 边 组 成 . 这 些 边 共有 有 限 条 , 每 条 终 合 在 一 个 其 一 边 长 为 零 的 矩 
形 之 中 ， 

4. 最 简单 图 形 的 并 、 交 、 差 都 是 最 简单 图 形 . 

实际 上 , 两 个 标准 矩形 的 交 是 标准 气 形 .因此 对 于 由 标准 矩形 Pi 组 砍 的 图 形 
4 = UF 和 由 标准 矩形 Q@! 组 成 的 图 形 B = Ue 它们 的 交 4 门 B = UPRN ED 
是 最 简单 图 形 . 我 们 来 证 明 两 个 最 简单 图 形 4 和 B 的 差 A\B 是 最 简单 图 形 . 设 
P 是 包含 4|]B 的 矩形 , 那么 A4\ B= AN 门 (P \B). 
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82. 集合 的 若 尔 当 可 测 准 则 


和 在 黎 章 积分 的 情形 一 样 , 可 以 叙述 图 珍 可 求 面 积 的 准则 , 类 似 于 借助 w 积 的 
黎 曼 准则 (形式 上 此 准则 很 像 勤 幢 格 准则 ). 为 此 我 们 引入 图 形 P 的 边界 8P 的 概念 
此 概念 本 身 还 用 到 下 述 袜 念 . 

1. 设 5 > 0, 称 位 于 以 点 zo 为 中 心 , 6 为 半径 的 轩 的 内 部 的 点 的 集合 为 平面 上 
点 zo 的 5 邻 域 . 

2. 点 ze 时 作乐 合 PP 的 内 点 , 如 果 存 在 点 xo 的 一 个 5 邻 域 EB(zo, 太 , 整个 包含 
在 集合 中 , 即 B(xo0,5) CP 

3. 点 zl 叫 作 集 合 P 的 外 点 ,如果 存在 邻 域 E(x1, 信 使 得 Ex, 和 站 P= 名 . 

4. 车 点 x 径 不 是 集合 P 的 内 点 也 不 是 它 的 外 点 , 那么 点 xz 叫 作 是 集合 PP 的 边 
界 点 . 

5. 图 形 P 的 全 部 边界 点 的 集合 叫 作 它 的 边界 并 记 作 8P. 若 38P cP 则 称 图 形 
P 是 闭 的 , 若 8P 门 P = & 则 称 图 形 P 是 开 的 , 集会 3P UP 用 记号 请 代表 , 叫 作 
PP 的 闭 包 . 


定理 1 (图 形 可 求 面积 的 准则 ) 图 形 PP 可 求 面积 近 要 且 充 分 的 条 件 是 它 的 边 
界 的 测度 等 于 替 , 即 ADP) = 0. 


p ”必要 性 ”必须 证 明 的 是 , 若 PP 是 可 求 面积 图 形 , 则 j(8P) = 0. 为 此 只 需 对 于 任 
意 的 = > 0, 指出 一 个 最 往 单 的 图 形 FH, 使 得 8PCH 有 Bw(H)}<e. 

由 于 图 形 已 是 可 求 面积 的 , 所 以 AP = jl(P) = p*( 忆 . 因此 对 于 任 给 的 8 > 0 
存在 开 的 最 简单 的 图 形 PP 和 闭 的 最 简单 的 图 形 B, 使 已 CPcR 有 目 此 外 还 成 立 
不 等 式 


下 下 一直 (下 & MP) < uP) 十 El 
HP}— ei < p(B) & A(P) = pe(P)- 


考察 图 形 马 = Pi\P. 它 是 最 简单 的 . 令 志 = Pa， 则 在 此 图 形 五 之 外 , 仅 食 有 图 
形 的 外 点 或 内 点 ， 因 此 8P c H. 由 于 只 = BURB,BNB = %, 所 以 jj) = 
APa) 十 A). 由 此 


HAB)=uP)— uP) < uP)+e— HP) 十 EL = 2e1. 


我 们 注意 到 由 于 景 简单 的 图 形 的 边界 有 零 测度 , 所 以 jy(PP) = pl 闻 ). 

取 &1= 5 得 jy(H) < ,8P CH. 因此 jy(8P) = 0. 必要 性 获 证 . 

充分 性 已 知道 的 是 图 形 P 的 边界 BP 有 零 测度 . 要 证 的 是 留 形 P 是 若 尔 当 
可 测 的 , 即 成 立 等 式 jy*(P) = jp(P). 为 此 需要 下 述 引 理 . 此 引 理 自身 也 是 有 用 的 . 
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引 理 1 (平面 上 线段 的 连通 性 ) 设 在 平面 上 给 定 线段 1 以 A 和 As 为 端点 , 且 
给 定 一 个 集合 邮 . 车 Al E M,A» Mf, 则 奇 在 点 Ao ET 使 得 40 Ee BM. 


我 们 来 证 明 这 个 引 理 . 对 于 每 点 a e 1, 考虑 果 数 pla), 其 值 等 于 从 点 a 到 点 A1 
的 距离 . 显然 , 对 于 任何 点 a e i 皆 成 立 不 等 式 p(a) 所 人 设 B= 1[1M. 那么 集合 
互 不 空 , 因为 4 既 属 十 1 又 属于 MM. 设 po = supplo). 考虑 在 ! 上 与 41 距离 po 的 


点 ao. 在 i 上 , 任何 与 41 里 离 pla) > po 的 上 a 家 不 属于 B, 从 而 不 属于 M4. 因 
起, oo 不 可 能 是 集合 M 的 内 点 . 另 一 方面 , 在 线 妇 上 上 点 an 的 任何 邻 域内 , 都 存在 
属于 BC MM 的 点 . 因此 ,点 ao 不 是 集合 时 的 外 点 . 所 以 ao E BM. 引 理 获 证 . 

于 是 , 设 k(BP) = 0. 这 表明 , 对 于 任意 的 > 0, 存在 开 的 最 简单 的 图 形 户 使 得 
BaPcC 丁 且 凡 内) < es. 边界 8 由 有 限 条 平行 于 坐标 轴 的 线段 组 成 . 把 图 形 已 和 有 瑟 
一 并 包含 在 一 个 其 边 与 坐标 轴 平 行 的 正方 形 K 之 中 , 接着 , 把 边界 BP 上 的 线段 几 
平行 于 Oz 轴 的 , 都 延长 到 与 正方 形 K 的 边界 相交 为 止 .于 是 正方 形 K 以 及 图 形 机 
都 被 分 成 一 些 单独 的 标准 和 矩形, 设 这 些 标 准 手 形 是 hi,--. ,hm (把 它们 中 的 每 个 都 看 
作 是 没有 边界 的 ). 那么 矩形 h 或 者 整个 含 在 饭 中 ,或 者 站 BB 二 @,8 二 1 ,1m. 

我 们 来 证 明 , 如 果 Ri 不 是 马 的 于 集 , 面 又 与 图 形 P 至 少 有 一 个 公共 点 , 则 
hs CC PP 实际 上 , 如 果 在 这 个 矩形 中 rz < Px2 # 忆 那么 联结 这 两 点 的 线段 所 它 整 
个 属于 矩形 hs) 上 , 某 些 点 属于 P 而 某 些 点 不 属于 Pp . 根据 引 理 , 线段 1 含有 点 
zo EBP 于 是 点 wo E hs, 30 EPC 马 , 而 这 表明 hs c 己 , 这 与 算 形 有 h, 不 是 包 的 
子 集 这 个 条 件 相 耶 上 盾 . 

于 是 , 车 hs 门 P 关 名, 则 矩形 h 整个 包含 在 PP 中 , 把 所 有 这 样 的 矩形 hs 并 在 
一 起 作成 轧 , 显然 已 cCP 

我 们 还 要 考察 最 简单 的 图 形 PP = 庐山 访 . 我 们 来 证 明 PC 上 只. 实际 上 , 图 形 
PP 与 任何 图 形 一 样 , 是 由 它 的 内 点 , 这 些 内 点 构成 集合 PB8P, 以 及 边界 点 的 全 体 所 
成 的 集 8P 的 某 个 子 集 荆 C8P 合成 的 . 所 以 只 消 证 明 8P C P,P\8P cP. 

包含 关系 BP CC 从 8P cc 推出 .而 集 P 的 任何 内 点 zx, 根据 前 边 所 做 

之 事 , 都 1) 或 属于 马 ; 2) 或 属于 某 开 和 矩形 hs; 3) 或 属于 某 开 惩 形 的 边界 Bh。. 在 第 
一 种 情形 x E 户 CP, 从 而 x e 也 ;在 第 二 种 情形 x eh,,z EP 而 这 表 半 所 CC 妃 
(根据 集合 瑟 的 构造 特征 )， 于 是 x Ee hs C BC PD; 在 第 二 种 情形 , 集训 的 肉 点 了 
属于 开 矩 形 hs 的 边界 . 而 此 点 的 某 s 邻 域 全 由 集 P 的 点 组 成 , 从 而 其 中 含有 矩形 
hs 的 点 . 那么 hs c 忆 , 由 此 9hs C Pz. 所 以 EB8hs CcC Pz cP 由 此 ,PCP. 

我 们 还 有 马 站 马 六 2, 此 外 ,PP, 己 和 马 都 是 最 简单 的 图 形 . 所 以 


MHP) = (Pa) + iu(P) < APz) + &, 


HB) ES 有 (下 EP) & EP) < p(P2)+e 
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于 是 我 们 得 到 
OS (PP) pAP) < pn(Po) +e ~ HF) =, 
而 由 于 = > 0 是 任意 的 , 所 以 
HP) = pa(P), 
即 图 形 P 是 者 尔 当 可 测 的 .4 


第 十 四 讲 


§3. 若 尔 当 测度 的 性 质 


我 们 来 验证 对 于 平面 上 的 可 测 图 形 定义 的 非 负 函 数 y(P), 具有 那些 最 简单 的 图 
形 所 具有 的 单调 性 , 关于 平面 运动 的 不 变性 , 以 及 加 性 . 

首先 我 们 证 明 , 可 测 图 形 的 集合 关于 集合 论 的 运算 : 集合 的 并 、 交 、 差 , 是 封闭 
的 . 换言之 , 若 图 形 户 和 孔 皆 可 测 , 则 图 形 马 [ 妃 ,PBN 故 访 , 吕 \ 户 缘 大 尔 当 可 测 . 

先 证 明 两 个 集合 的 并 的 可 测 性 . 根据 集合 千 尔 当 可 测 的 准则 , 只 需 诈 明 jn8( 马 
UP = 二 0. 我 们 证 明 


(PI )B) c on en. 


任 取 x E 8 下 BPo .假设 zcDPzea3Pm 那么 点 工 或 是 已 的 内 点 ,或 是 己 
的 内 点 , 或 者 既是 户 的 外 点 又 是 刀 的 外 点 . 由 此 推出 , 点 x 相对 于 集合 马 马 而 
言 , 或 是 内 点, 或 是 外 点 , 面 这 与 点 * 属于 集合 已 LU 马 的 边界 相 了 矛盾 . 因此 , 两 集合 
之 并 的 边界 是 这 两 个 集合 的 边界 之 并 的 子 集合 . 

把 可 测 集 户 和 孔 放 在 一 个 标准 正方 形 KK 之 中 , 那么 集合 KK \ 忆 和 KK\ 已 都 
是 若 尔 当 可 测 的 , 因为 它们 的 边界 包含 在 集合 KK，P 和 已 的 边界 的 并 集 之 中 . 由 
此 推出 集合 

P\B, Pf|B= EK\E\P) Em) 

都 是 可 测 集 . 

更 考察 函数 u{P) 的 单调 性 . 车 PP CC 乌 , 则 任何 包含 集合 饭 的 最 简单 图 形 也 
都 包含 互 , 因此 jy*( 记 ) < px*( 户 ). 但 因 图 形 瑟 和 于 都 可 测 , 所 以 


uP)= DD) < x) = (DD). 


这 表明 , 函数 AP) 是 单调 的 . 
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车 尔 当 测度 的 平移 不 变性 从 最 简单 图 形 在 平移 之 下 面积 不 变 , 从 而 在 平移 之 下 
量 pj*(P) 和 jy.{P) 不 变 这 一 事实 推出 . 

进而 , 根据 沙 勒 (Chasles) 定理 , 平面 的 任何 运动 都 归结 为 对 称 , 平移 , 以 及 绕 一 
固定 点 的 旋转 . 所 以 , 为 了 完成 若 尔 当 测度 关于 平面 运动 的 不 变性 的 证 明 , 只 需 证 骨 
它 关 于 平面 绕 一 定点 旋转 的 不 变性 . 我 们 党 察 到 , 在 平面 的 旋转 之 下 , 最 简单 的 图 形 
的 面积 不 变 , 然而 它 已 不 再 是 最 简单 的 图 形 了 . 

于 是 , 设 给 定 车 尔 当 可 测 图 形 P. 那么 存在 最 简单 的 图 形 互 , 玉 使 得 Pl CPc 
己 , 且 


AP) EAP) <pP) te PB)—e < (PP) < p(B), 
而 PB 和 马上 丝 可 表示 成 有 限 个 标准 秆 形 的 并 集 , 在 平 曾 绕 革 不 动 点 的 旋转 之 下 , 图 
形 PP 民 和 忆 分 别 变 成 可 测 图 形 @,Q1 和 外 as 且 Qi Qc Qo. 显然 , 内 消 证 明 ， 
如 果 标 准 妹 形 在 旋转 之 下 变 成 了 结 形 开 , 那么 可 将 它 含 在 一 个 开 的 最 简单 的 图 形 ID 
中 且 让 它 包 含 一 个 闭 的 最 简单 图 形 Ha, 使 得 Ha CI cI 日 羔 AH - AI 可 以 
做 得 任意 小 . 为 此 我 们 把 上 矩形 II 框 在 一 个 矩形 In 中 , TIo 的 边 分 别 与 I 平行 日 相 
虹 其 小 . 然后 在 Tio 内 作 最 简单 的 图 形 , 使 之 包含 I. 它 就 是 要 找 的 TL. 类 做 地 构 作 
图 形 ;. 
现 证 若 尔 当 测度 的 加 性 . 我 们 首先 看 到 , 对 于 最 简单 的 图 形成 立 不 等 式 


p(AL)B) < (A) + nlB). 
其 次 , 设 图 形 百 和 已 是 若 尔 当 可 测 的 且 设 P= 响 己 , 吕 门 驴 = 2. 那么 , 根据 
集合 的 可 测 准 则 , 图 形 P 是 可 测 的 , 因为 两 个 集合 的 并 集 的 边界 包含 在 它们 的 边界 
的 并 集 之 中 . 我 们 来 证 明成 立 等 式 . 
AP) = (PDP) + p(s). 

根据 图 形 和 瑟 的 可 测 性 , 对 于 任意 的 < > 0, 存在 最 简单 的 图 形 @1 和 Qs, 了 RI 和 
吕 ,使 得 QCPCAQ RcCchc Ro 且 

HQ ELAP) < 1 十 E， 所 图 3] ~ Ee < HP) gp(W2), 

a(R) < Po) < uBRi) te LR2) —e < nD) < p(BR2). 
此 外 , 对 于 满足 条 件 Qi 门 R1 = 2 的 最 简单 图 形 Qi 和 Ri, 我 们 有 p(BQi WR) = 
HQ1) + KUR1), 上 且 同 样 ,AQzURa) < AQa) + p(R2). 因此 , 考虑 到 集合 论 的 包含 
关系 

(Qi J Ri) © (PIE)= Pc (QB), 

我 们 得 到 


AMQDJT+TRABR) = AQ RD < A(P) < nu(Q2l Fo) 
< AQ2) + HAP) < HW) + A(R) + de. 
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同样 显然 有 


HD) FR) SP) + pa) < HQ) + (R11) + 2e. 
由 此 求 得 
aAP) 一 上 OP) — p(B)| < 4e. 
而 根据 = > 0 的 选取 的 任意 性 , 有 


HHP) = EB)}+ nb). 


这 就 证 明了 志 尔 当 调 庆 的 加 性 . 


8§4， 可 求 长 曲线 的 可 测 性 


我 们 将 证 明 , 如 果 大 是 可 求 长 曲线 , 那么 它 的 平面 者 尔 当 测度 等 于 零 ， 这 表明 ， 
根据 图 形 的 若 尔 当 可 测 准 则 , 被 可 求 长 曲线 界定 的 图 形 是 可 测 的 . 
关于 可 求 长 曲线 的 下 述 引 理 以 后 有 用 |. 


引 理 2 设 曲 线 上 由 方程 z= 二 p(t),y 一 咏 (t),t E [四 本 给 定 ， 且 是 可 来 长 砷 钱 . 
那么 此 曲线 对 应 于 闭 区 间 ja, 引 的 那 一 段 的 长 度 s(#), 其 中 te [@ 是 参数 上 的 连续 
的 单调 增 的 函数 ， 


> ”函数 s(t) 的 增 性 从 曲线 长 度 的 如 性 推出 . 实际 上 , 当 妇 < 二 时 有 s(t2) = 3 全) 十 
s0, 其 中 so 是 曲线 上 位 于 点 A = (pf 9 人)) 和 Az = (eP( 轨 ),%t2)) 之 间 的 那 段 曲 
线 的 长 度 , 它 是 正 的 , 因此 s(to) > s(t1). 

我 们 来 证 明 函 数 s(t#) 没有 间断 点 . 其 实 , 假设 在 点 如 处 函数 st#) 间断 . 那么 根 
据 s(#) 的 单调 性 , 点 to 是 第 二 类 间断 点 , 函数 在 此 点 处 有 号 既 h > 0. 这 表明 , 对 于 
任何 含有 此 点 如 的 闭 区 间 [本 ,taj, 对 应 于 此 闭 区 间 [ti, to] 的 曲线 的 长 度 都 超过 hh. 

还 有 , 由 于 所 给 的 曲线 L 是 可 求 长 的 , 所 以 对 于 任意 的 < > 0, 存在 内 接 折线 
1 使 得 0 所 s(L) 一 s(i) < e. 这 条 折线 生成 闭 区 间 ia, 入 的 一 个 非 标 码 分 法 全 : a = 
to < 之 ty = 共和 每 点 Ak = (gp( 奈 ), 葬 (86) 对 应 于 折线 [的 某 个 结 节 . 显然 对 于 任 
意 的 预先 给 定 的 正 数 4 可 以 认为 Ar < 5. 很 清楚 , 折线 的 具 肢 标的 一 节 的 长 度 四 
满足 条 件 


i SE ottr) — sltr1). 


设 点 如 属于 某 开 区 间 (te_1tx+1). 根据 晴 数 ef 的 和 W(t) 在 团 区 间 la, 要 上 的 一 弄 
连续 性 , 存在 正 数 5, 使 得 对 于 一 切 满足 一 上 | < 二 的 疡 志 , 成 立 不 等 式 


[elt) — oN < E,W) — le) < EB. 
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因此 有 


by = VE) — oD BE) — PE < ltr < 
由 此 , 根据 曲线 可 求 长 的 条 件 , 我 们 得 到 


h 


2 
一 下 一 本 < 中 不 一 中 不 ) — (s+ ti) SL) — sD < Ee. 


此 不 等 式 对 于 任何 < > 0 成 立 , 但 对 于 < = 2 > 0 它 是 矛盾 的 . 所 以 , 关于 函数 s( 
的 间断 性 的 假定 不 成 立 ， < 

定理 2 设 工 是 可 求 其 曲线 . 那么 它 有 平面 车 尔 当 测度 替 ， 
> ”把 曲线 5 划分 成 段 , 使 每 段 的 长 度 都 是 a = 2 这 是 办 得 到 的 , 因为 函数 
sl6) 是 单调 的 且 连 续 的 . 那么 曲线 工 上 的 第 上 段 完全 落 在 一 个 边 平行 于 坐标 轴 且 长 


度 汶 2a 的 并 以 曲线 工 的 第 上 个 分 点 为 中 心 的 正方 形 之 中 , 天 三 和 ,n. 所 有 的 这 
些 正方 形 的 并 集 构成 一 个 最 简单 的 图 形 P, 它 整个 覆 次 了 二, 而 且 


HP) < nt20)? = 4n (四 ) -和 


nn nn 


令 n 一 0 得 ji( 如 二 0, 从 而 六 站 ==0， 4 
推论 设 图 形 PP 的 边界 是 可 求 长 曲线 . 那么 书 是 若 示 当 可 测 的 ， 
bp ”根据 可 测 准 则 及 上 述 定理 , 得 到 图 形 P 的 可 测 性 4 


$5， 乞 数 的 黎 曼 可 积 性 与 它 所 成 的 曲 边 梯 形 的 若 尔 当 可 测 性 之 闫 的 关系 


我 们 来 考察 由 曲线 y = f(x),y = 0,z = a,x =b 界定 的 曲 边 梯形 P， 函 数 黎 曼 
可 积 的 下 述 准 则 成 立 . 


定理 3 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 fa, 可 上 有 界 且 非 负 . 那么 ; 为 使 函数 f(z) 柳村 
可 积 , 儿 要 且 充 分 的 条 件 是 对 应 于 曲线 1 = f(r) 的 曲 边 梯形 P 是 车 尔 当 可 测 的 . 


p ”必要 性 已 知 沙 数 f(z) 黎 曼 可 积 . 那么 根据 可 积 准 则 , 对 于 任意 的 es > 存在 
闭 区 间 fa, 丰 的 分 法 工 , 使 得 S(TY -ss(T) < ,其 中 S(T), s{T) 分 别 是 对 应 于 分 法 了 
的 达 布 上 和 和 达 布 下 和 . 

对 应 于 达 布 上 和 的 闭 的 最 简单 图 形 号 包含 了 整个 曲 边 梯形 P, 而 对 应 于 达 布 
下 和 的 闭 的 最 简单 图 形 六 容 钢 在 曲 边 实 形 P 当中 . 即 成 立 集 合 论 的 包含 关系 户 C 
PC hi. 对 应 于 此 关系 式 有 不 等 式 


ST) = p(P2) & plP) & pAP) & pAP} = S(T). 


835， 函数 的 黎明 可 积 性 与 它 所 三 和 的 乔 边 梯形 的 若 尔 当 可 测 性 之 尚 芍 关系 2315 - 


由 于 成 立 不 等 式 5{T) 一 s(TY = jy(PY 一 0B) < E 所 以 pr(P) 一 jlP) <E 内 
此 , 很 据 数 = > 0 的 取 法 的 任意 性 , 推出 je*(P) = x,{P), 妈 有 曲 边 梯形 P 是 若 尔 当 可 
测 的 . 必要 性 证 毕 . 

充分 性 ”根据 可 积 准则 , 曲 边 梯形 P 的 边界 BP 有 若 尔 当 测 度 零 . 结果 , 它 的 一 
部 分 : 由 y= flz),a 所 所， 给 出 的 曲线 工 有 平面 若 尔 当 测度 零 . 因此 , 对 于 任意 
的 s > 0. 存在 最 简单 图 形 9, 使 得 上 9,4(Q@) < ss. 把 构成 Q 的 标准 矩形 的 坚 直 边 
向 下 延长 至 与 Ox 轴 相 交 . 这 样 交 点 给 出 了 闭 区 间 [a, 的 一 个 分 法 工 用 @i 代表 
位 于 @ 之 下 在 y 之 0 的 范围 内 的 景 简单 图 形 , 而 用 Qs 代表 图 形 QU Qi. 那么 


HCPCR, FV) ~ HM) = HW) < 


我 们 发 现 , 图 形 @i 对 应 于 达 布 下 和 , 而 图 形 Qs 对 应 于 达 布 上 和 . 结果 , S(T) -gs( 了 T) < 
E. 从 而 


inf( S(T) -3(T)) = 0, 
它 表 上 明 , 根据 可 积 准 则 , 函数 flz) 是 可 积 的 ， 二 
例 1. 在 证 明 上 述 定 理 的 第 一 部 分 时 所 作 的 论述 表明 曲 边 梯形 
Piy= f(r)20, y=0 T=a, 了 = 一 
前 面积 等 于 ， 
a(P) = fo)ar 
2, 由 极 坐 标 方程 = f (9p),p = a,8 二 8 给 出 边界 的 曲 边 扇形 P 的 面积 由 下 面 
的 公式 确定 : 
1 /8 ， 
atP) = 了 矿 Polde 
此 公式 之 证 明 依 使 于 车 尔 当 测 度 的 单调 性 . 把 闭 区 间 [a, 有 分 成 二 等 分 , 分 点 


为 a == po 过 之 … < pn = 6B. 曲线 7 = f{p) 用 点 Ak (rr, Pr),rk 二 了 (pk) 划分 成 
了 zn 段 , 而 扇形 相应 地 划分 成 了 nn 个 而 形 及 . 设 


fr = fF), Fi= max fp). 


min 
PE[PE LPR] PELPk Lr] 


那么 第 上 个 盟 边 扇形 包 合 着 半径 为 大 的 圆 饥 形 且 包含 于 半径 为 及 的 加 而 形 中 . 使 
用 俩 扇形 欧 面 积 公式 以 及 面积 的 单调 性 , 有 


1 1 
3 人 AP: < 1(Pk) < 3 Pe APk, APpk = Pk 一 Ph-L, 
由 此 得 到 
1 性 1 nn 
sa = 52 ffApe < HP) < 5 2 FEAPk = Sn 
k=1 kk 二 1 
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和 s 和 握 , 是 积分 
=- 了/ “Prlpjae 
2 Ja 
的 达 布 下 和 与 上 和 , 由 于 基数 Fe)] 连续 , 产 (p) 亦 连续 从 而 可 积 , 故 当 m 一 oo 时 有 
sn 一 了 ,Sn 一 了 由 此 得 到 AP) = 工 结论 获得 证 实 . 

类 似 地 也 可 以 计算 各 种 图 形 的 体积 , 把 依赖 于 某 参 数 n 的 最 简单 图 形 包 含 在 所 
考虑 的 图 形 中 , 亦 把 同样 依赖 于 n 的 最 简单 图 形 包 住 所 考虑 的 图 形 . 算出 这 些 最 简 
单 的 图 形 的 体积 , 然后 令 n 趋 于 无 穷 , 使 这 两 类 量 趋 于 同一 极限 , 即 待 求 的 体积 . 阿 
基 米 德 就 已 用 类 似 的 方法 来 求 面积 和 体积 . 也 就 是 说 , 我 们 使 用 了 腐 于 阿 基 米 德 的 
穷 竟 法 . 

于 是 , 者 尔 当 可 测 的 概念 在 很 大 程度 上 可 以 决定 怎样 一 类 图 形 P 在 平面 上 和 在 
空间 中 具有 面积 或 体积 p{P). 不 过 , 可 以 容易 地 引信 非 若 尔 当 可 测 的 平面 集合 PP 的 
例 于 . 例如 , 我 们 考察 闭 区 间 |0,1] 上 的 狭 利 克 雷 晴 数 x(x): 


x (zx) 1, 若 站 是 有 理 数 ， 
0, 车 x 是 无 理 数 . 


设 P 是 对 应 于 这 个 函数 的 曲 边 梯形 , 即 对 于 一 切 ze [0,1], 由 条 件 0 < yy < x(z) 确 
定 的 平面 zOy 上 的 点 (zx, 的 集合 . 

显然 , 任何 包含 的 简单 图 形 都 必须 包含 单位 正方 形 , 因此 了 的 上 测度 jp*{P) = 
1 但 同时 , 包含 在 P 中 的 简单 图 形 显然 只 能 由 有 限 条 线段 组 成 , 因此 它们 只 能 有 和 专 
面积 . 所 以 图 形 P 的 下 测度 等 于 零 . 这 表明 图 形 P 不 是 车 尔 当 可 测 的 . 根据 下 面 的 
理由 , 正确 的 思考 表明 , 赋予 图 形 P 以 测度 零 是 更 为 理智 的 . 

如 所 周知 ， 闭 区 间 上 的 有 理 点 可 以 编 上 守 码 ， 因此 , 图 形 P 实 由 可 数 个 线 妖 组 
成 . 任 取 < > 0, 用 面积 为 = 3 < 的 标准 矩形 盖 住 第 -一 条 线段 , 用 面积 为 二 均 5 的 标准 答 形 
盖 住 第 二 条 线段 , 依 此 类 推 , 那么 整个 图 形 PP 就 被 可 数 多 个 标准 矩形 所 覆盖 , 而 这 些 
标准 矩形 的 总 面积 中 不 起 过 量 


35+ 将 ++… 


由 于 图 形 PP 被 总 面积 不 超过 s 的 无 穷 可 数 多 个 矩形 所 覆盖 , 所 以 自然 地 认为 图 
形 PP 的 面积 也 不 超过 s, 而 这 只 有 当 P 的 面积 等 于 零 时 才 可 能 做 到 . 

用 这 种 方式 , 现在 可 以 甚至 定义 非 若 尔 当 可 测 的 图 形 的 面积 . 沿 着 这 一 思路 发 
展 , 就 导致 邯 贝 格 测度 的 概念 , 勒 贝 格 测度 的 概念 可 以 建立 在 任何 确定 维 数 的 室 间 
中 , 其 中 也 包括 直线 及 在 内 . 


@ 这 个 “总 面积 " 在 歼 曼 积分 (或 若 尔 当 测度 ) 理论 中 是 无 定义 的 , 这 正 是 问题 的 要 害 . 由 此 可 
说 歼 概 积分 (或 若 尔 当 测度 ) 的 本 质 合 陷 是 不 承认 “o 可 加 性 * (或 无 穷 可 数 可 加 人 性) 一 一 详 者 注 , 
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第 十 五 讲 


81. 勒 贝 格 测度 的 定义 和 性 质 


我 们 考察 平面 勒 贝 格 测度 的 情形 ， 


定 沁 1 设 有 界 的 平面 图 形 PP 被 有 限 个 误 可 数 个 标准 开 姓 形 hn 所 徐 盖 , 7 一 
1,2,.…. 这 些 星 形 的 集合 五 = {hn} 叫 作 平面 集合 (或 图 形 ) PP 的 禾 盖 . 量 


HH = limn @ 四 
号 一 
叫 作 禾 盖 万 的 测度 . 把 开 的 最 简单 图 形 四 百 叫 作 最 简单 集合 ， 
我 们 看 到 , 景 py 总 是 非 负 的 . 
定义 2 数 j*(P) = infpn 叫 必 图 形 叫 的 勒 贝 格 上 测度 四 ,其 中 if 取 裔 被 盖 
P 的 一 切 可 能 的 最 简单 集会 H. 


中 这 种 说 法 似 不 爱 , 应 把 H 前 的 “最 简单 图 形 * 一 语 去 掉 一 一 译 者 注 . 
久 通 用 的 说 法 是 外 测度 一 一 译 者 注 , 
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显然 有 0 所 jw*(P) < oo, 因为 根据 图 形 P 的 有 界 性 , 存在 以 上 为 边 长 的 标准 下 
方形 天 使 PcK. 由 此 jx(PY 12. 
定 汉 3 设 CP=K\P, 其 中 开 是 履 盖 忆 的 标准 正方 形 . 把 数 
(P= pF) — (CP) 
叫 必 集合 疡 的 勒 贝 格 下 测度 中. 
定 4 平面 集合 PP 叫 必 是 勒 足 烙 可 测 的 , 如 果 


HM (P)= pa(P) = 4(P), 
而 数 p(P) 叫 作 平面 勒 中 格 测度 . 
我 们 来 证 明 集 合 勒 贝 格 可 测 的 下 述 准 则 . 
定理 1 设 4 是 有 界 集 ,为 使 集 4 是 勒 贝 格 可 测 的 , 必要 且 充 分 的 条 件 是 , 对 
于 任意 的 = > 0, 存在 最 简单 的 集合 日 = Ble), 使 得 成 立 
wn"(AAB) < e. 


这 表明 , 任 一 勒 风格 可 测 集 可 被 最 简单 集合 近似 到 任意 的 精确 度 . 
pp ” 居 要 性 根据 集 4 的 有 界 性 , 存在 标准 正方 形 天 覆盖 4, 即 4 CK. 给 定 的 是 
集合 4 可 测 , 即 (4 = 有 (4 亦 即 jCA) 二 (KE \ A) = p(K). 

由 勒 岁 格 上 测度 的 定义 推出 , 对 于 任意 的 es > 0, 看 在 开标 准 矩 形 序列 {C%}, 它 
覆盖 4 , 即 4cC= U cn 并 且 


A) < YD p(s) < (A) + 


ni 二 1 


类 似 地 , 存在 标准 矩形 序列 {D,}, 使 得 


K\ACUPD=D, WE\A SD HADs) < (KN A+S. 


1 二 1 他 一 十 
我 们 指出 , 集合 C 和 D 组 成 正方 形 K 的 要 普 . 由 于 级 数 2 p(Co) 收敛 , 所 以 存在 
[a 并 Do 所 
号 码 k= 上 (5), 使 得 ,Cn) < 3 
置 


B= jcu P= U On， a-aN (Up.). 


n=] 抽 二 炽 十 4 n=1 


是 通常 叫 作 内 测度 一 一 译 者 注 . 
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我 们 发 现 , 集合 B 和 PP 构成 集合 4 的 覆盖 , 即 如 UP 2 4. 从 而 集合 已 包含 4 8. 
同样 有 , 集合 Q 包含 B\ 4. 其 实 

Q=B{]DSOB{NKE\A)=B\A. 
于 是 

PlJQ> (4\ BN JB\ DD = AAB. 


我 们 从 上 方 估 计量 pn(PUQ)， 由 于 对 于 任何 两 个 最 简单 集合 已 和 G 都 成 立 
等 式 


pFLU)O) = pF) + (0G) -AGE 们 G@)， 
我 们 得 到 
aPLja) ACT 1 =ACI+ACD-ACUD) 
< AAA 十 + ner — HK)= ED 
结果 , 对 于 任意 的 = > 0, 找 得 到 最 简单 的 集合 BB = B{e) 使 得 
Ar(4AB)S REPLG) <e 
充分 性 ” 设 成 立 着 条 件 : 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 最 简单 的 集合 B = B (5) 使 

得 jx*(4AB) < 由 于 BN 站 (4\ B) = ,ANM(B = ,所 以 成 立 不 等 式 

unB) + AVB ZA, BATABN\ A 2 p(B). 
由 此 , 根据 条 件 A\ BC 4AAB,B\ACc AAB, 得 


(A) AB) < (AN B) < 1 (AAB) < 5, 
p(B)— (A) < HB\A) Sp (AAB) < 3. 

从 而 Ip (4) 一 1(B)| < ef2. 

接 下 来 , 由 于 集合 4 是 有 界 的 , 故 存在 标准 正方 形 KK, 使 得 KK 了 A 且 K2DB. 
显然 

(K \ AA(K \ B) = AAB. 
因此 , 如 前 一 样 ， , 
A (K\A)— AKN\ BI < 3. 

使 用 等 式 p(B) + py(K\ B) = plK), 得 


CAFE EN\ AD -AES (A -ABN + A (EK \ A -un(E\B)|<e. 
外 此 式 有 误 , 实际 上 PLUG ={C\BLUKB 科 驴 C CNBU(CN 门 D) 一 一 译 者 注 . 


220 . 第 十 二 章 惑 贝 格 测 度 论 与 勒 贝 粘 积 分 论 初步 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


根据 数 s > 0 的 任意 性 , 得 
WAtH EKE — A)— aA(K)=0, 


好 Ar(4) 一 一 (KA) = L(A). 这 表示 集 4 可 测 . 有 4 
殷 据 已 证 的 维 则 , 显然 有 , 对 于 任意 的 可 测 集 4 和 B, 它们 的 并 交差 以 及 对 
称 差 都 是 可 测 集 . 而 且 还 有 , 如 果 两 可 测 集 4 和 B 不 相交 , 则 


uA JB) = Ad + p(B). 


我 们 不 再 过 细 好 研究 勒 贝 格 可 测 集 的 性 质 , 不 过 下 指出 , 此 事 并 不 比 研究 若 尔 当 
可 测 集 的 性 质 复杂 杀 少 . 但 是 , 勤 贝 格 测度 却 具 有 比 若 尔 当 测度 本 质 上 的 优越 之 处 ， 
因为 除了 关于 平面 运动 的 不 变性 及 单调 性 之 外 , 它 取 代 若 尔 当 测度 所 具有 的 有 限 可 
加 性 而 具有 可 数 可 加 性 . 


定理 2 设 4 ,4 -是 一 列 两 两 不 变 的 勒 贝 格 可 测 全 ， 设 它们 的 并 集 
4= U An 是 有 界 集 . 那么 集合 4 是 勒 贝 格 可 测 的 , 且 
n=] 


HAA) = lim (a(A1) + + pAn) = 2 H(An). 


n=1 


p ”出 于 集 4 有 界 , 故 存在 标准 正方 形 KK 包含 4. 据 此 以 及 有 限 可 加 性 , 对 于 任意 
的 固定 的 数 到 > 1, 有 关系 式 


Rk 大 
3》 AAn)=8 (UL 和 < pu(E). 


ni=1 


由 此 推出 , 级 数 器 j(4%) 收敛, 因此 , 对 于 任意 的 。> 0 存在 lw = kole) 使 得 对 于 
二 1 
任意 的 数 > ko, 成 立 不 等 式 区 ,H(An) < ef2. 


固定 某 个 比 加 大 的 数 天 那么 集 合 0 3 An 是 可 测 集 . 结果 , 根据 可 测 准 则 
(定理 1) , 存在 最 简单 的 集合 B= B (3)， 使 得 jzr(CAB) < ef2 
下 面 的 关系 式 明 量 成立 : 


4ABC (CAB)U) U 4 


入 二 上 十 1 


使 用 不 等 式 


红 1. 勒 贝 格 测度 的 定义 和 性 质 "321. 


得 到 ju*(AAB) < 6. 因此 集合 4 可 测 . 于 是 集 0% = U 4A。 也 都 可 测 . 
二 虑 十 1 
接着 , 根据 有 限 可 加 性 ， 


-> P(An) + pH(CR)- 


二 1 


此 外 , 前 面 已 证 明 lim A(Cs) = 0. 所 以 


ad0= Ah 4 
经 一 二 


上 面 所 证 的 勘 员 格 测度 的 可 数 可 加 性 的 重要 推论 是 , 可 数 多 个 可 测 集 的 交集 是 
可 测 的 , 可 数 多 个 可 测 集 的 并 集 如 果 是 有 界 的 则 也 是 可 测 的 . 

特别 地 , 由 此 得 知 , 任何 有 界 开 集 , 作为 不 多 于 可 数 多 个 的 开 的 标准 矩形 的 并 集 ， 
是 可 测 集 . 那么 , 任何 闭 集 , 作为 开 集 的 余 集 也 可 测 . 结果 , 任意 不 多 于 可 数 多 个 的 
开 集 和 闭 集 的 并 集 和 交集 , 都 是 勒 员 烙 可 测 的 . 

我 们 还 要 证 明 勒 贝 格 测度 的 一 条 性 质 : 连续 性 . 


定理 3 设 41,.…, Aw,… 都 是 可 测 集 , 并 设 六 = [LU A 是 有 界 集 ， 此 外 设 
区 二 1 
A CC AC 人 CA,C.... 那 必 Ad) = lim pA,) 
， ”我 们 有 


An = A (Az\ AD J(As \ A 1), 4=41|) (Ua \ en) ， 
3 一 全 
同时 , 对 于 任意 的 s,t 之 2 天 所 成 立 关 系 式 


4i 门 CN\4。 1) = 8, (As\ A KAr\ Ai) = 8. 
根据 测度 的 可 数 可 加 性 , 得 


lim (An) = p(A1) + Dina s\ ds1) = H(A) 
身 二 此 

我 们 指出 , 并 非 平 面 上 的 任何 集合 都 是 勒 只 格 可 测 的 , 但 是 不 可 测 的 集合 具有 
“怪异 的 ”形状 . 

我 们 来 回答 这 样 一 个 问题 , 在 不 同 维 数 的 可 测 集 概念 之 间 有 何 种 联系 . 壁 如 说 ， 
如 果 有 一 个 可 测 的 平面 图 形 P, 面 我 们 用 平行 于 一 个 坐标 轴 的 直线 去 与 此 图 形 相交 ， 
这 时 , 交集 是 一 个 位 于 一 条 直线 上 的 有 界 集 ， 这 样 的 线 状 有 界 集 是 不 是 勤 贝 格 可 测 
集 , 这 个 问题 具有 原则 性 的 重要 意义 . 这 些 交 集 , 除了 所 在 的 直线 与 男 一 坐标 轴 的 交 
点 属于 某 个 直线 上 的 零 测度 集 的 那些 以 外 , 都 是 可 测 的 . 


222 ， 第 十 二 章 翰 贝 格 测 度 论 与 勒 贝 格 积分 论 初 步 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


一 般 而 计 , 如 果 某 个 条 件 对 于 集合 Mc RR 的 除去 一 个 测度 为 零 的 集 M' 外 的 
所 有 的 点 都 成 立 , 则 说 此 条 件 对 于 集合 My 的 几乎 所 有 的 点 者 成立、 几乎 所 有 的 , 在 
勒 员 格 测度 的 意义 下 , 指 的 是 某 个 性 质 在 整个 集合 上 除去 一 个 测度 为 零 的 集合 外 的 
每 点 处 都 成 立 . 

现在 来 考察 直线 勤 贝 格调 度 , 即 在 数 轴 及 二 的 有 界 集 的 测度 , 显然 , 可 数 集 具有 
测度 零 . 可 能 会 问 , 是 否 存在 测度 为 零 的 不 可 数 集 ? 是 的 , 例如 康 托 尔 完全 集 24 就 
是 这 样 的 集合 . 康 托 尔 完全 集 是 闭 区 间 [0, 1 的 一 个 这 样 的 子 集 , 它 由 写成 三 进 制 小 
数 时 , 用 不 着 数字 1 的 那些 数 . 例如 , 数 0.2;0.200202,0.222... 二 1 等 等 组 成 . 

显然 , 集合 M 具有 连续 统 的 势 , 同时 它 可 以 这 样 得 到 : 把 闭 区 间 [0,1] 分 成 三 等 
分 并 除去 中 间 的 开 区 间 【 =, 3 ) , 然后 对 第 一 次 划分 后 剩 下 的 两 个 闭 区 间 重复 这 一 步 
又 , 依 此 类 推 

设 西 是 原始 的 闭 区 间 [0, 1], Es 是 在 第 一 步 之 后 剩 下 的 那个 集合 , Bs 是 第 二 步 
之 后 剩 下 的 集合 , 依 此 类 推 . 

显然 BD 了 BD 了 DB,D. . 日 集 合 af 等 于 站 En. 那么 , 对 于 任意 的 
n 之 1 关于 集合 M 的 上 测度 成 立 估计 式 p*(M) < PE “显然 有 

En) = (2) p(B0) = (2) 一 0 no0. 

所 以 集 M 的 测度 等 于 零 

在 结束 对 勒 贝 格 测度 理论 的 基础 的 考察 时 , 我 们 指出 , 定理 1 使 得 可 以 给 勒 由 
格 积分 以 另 一 个 定义 , 它 不 需 引 人 下 测度 的 概念 , 并 且 把 可 测 集 的 类 扩大 到 无 界 集 . 
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82， 勒 贝 格 积分 


直线 上 的 勒 贝 格 测度 的 概念 使 得 可 异 助 于 引 人 勒 贝 格 积分 的 概念 而 扩大 可 积 孙 
数 的 类 , 为 说 清楚 这 件 事 , 先 引 入 可 测 函 数 的 概念 . 

定 光 5 给 定 在 闭 区 间 [a, 中 上 的 函数 ffzy 叫 作 是 在 此 区 间 上 可 测 的 ,如 果 对 
于 尾 何 YE 了 ,使 得 ffzl) <y 的 点 了 Ela 避 的 集合 瑟 都 是 区 间 [a, 有 是 上 的 依 直 线 上 
的 勒 贝 格 测度 的 意义 可 测 的 集会 . 


从 上 节 中 已 证 明 的 勒 贝 格 测度 的 性 质 可 知 , 代替 集合 EB, 分 别 使 关系 式 Ffzy > 
yf 二 yz 之 了 (zr) 二 y 成 立 的 点 ze fa, 的 集合 都 是 可 测 的 . 


经 、 勒 忠 格 积分 * 223 ， 


特别 地 , 任何 在 闭 区 间 [ea 如 上 连续 的 函数 f(x) 都 是 可 测 的 , 因为 集合 五 = 
{xz Ee [a, 晶 |f (wx) 2 yj) 是 闭 集 , 而 性 何 闭 集 都 是 可 测 集 . 

作为 在 闭 区 间 了 = [e, 蛋 上 可 测 的 丽 数 f(x) 的 第 二 个 例子 我 们 来 考察 其 间断 点 
的 全 体 是 一 个 勒 贝 格 测度 为 零 的 集合 的 有 界 函 数 . 根据 勒 贝 格 准则 , 这 个 函数 是 区 
曼 可 积 的 . 我 们 来 证 明 , 这 个 函数 是 可 测 的 . 

任 取 数 y E 亚 ， 只 要 证 明 集 合 也 = {x ETF(z) > 让 是 可 测 的 . 集合 五 的 极限 
点 zo 可 能 有 两 种 : 函数 ffz) 的 连续 点 以 及 它 的 间断 点 ， 如 果 这 样 的 点 ro 是 连续 
点 , 那么 它 必 属于 五 . 实际 上 , 由 于 zo 是 集合 总 的 极限 点 , 所 以 存在 一 列 点 zn E 而 
使 得 

Mim Tn =xo, f(rn) yy. 
由 此 , 根据 f{x) 在 点 zo 处 的 连续 性 , 得 
y < lm flzn) = Flim zn) = fo), 

朗 点 zo 属于 态 ， 

而 若 集 ,的 极限 点 zo 不 属于 五 , 则 它 必 是 画 数 了 (zx) 的 间断 点 用 FF 表示 一 切 
这 样 的 点 xo 的 集合 . 集 下 作为 一 个 勒 贝 格 测度 为 零 的 集合 的 子 集 , 有 测度 零 

由 于 集合 4 = 蕊 UF 是 闭 集 , 所 以 是 可 测 集 - 结果 集合 五 作为 一 个 可 测 集 与 
一 个 零 测度 集 的 差 , 是 可 测 集 . 这 就 确立 了 间断 点 的 全 体 是 勤 员 格 零 测度 集 的 函数 
的 可 测 性 . 

下 面 我 们 来 考察 在 全 区 间 fa, 必 上 有 界 且 可 测 的 函数 f(z). 那么 ,对 于 某 M > 由 
对 于 一 切 x e la, 日 成 立 不 等 式 | 了 (zx) < M. 把 坐标 轴 上 的 闭 区 间 [一 对, 4] 划分 成 
nn 等 分 : -MM= 各 之 加 达 < = MM. 满足 条 件 ys < f(z?) < ystl 的 成 工 的 集合 
记 作 百 ,s = 0,… ,n 一 1. 我 们 见 到 , 集合 E, 是 可 测 的 . 令 js = (Es). 


定义 6 代数 和 5, = 守 jays 叫 作 勒 幢 格 积分 和 


可 以 证 明 , 永远 存在 极限 工 一 im Sn. 这 个 极限 叫 作 钵 数 f(z) 沿 着 闭 区 间 ia, 如 
的 勒 页 烙 积分 , 并 记 作 ( 工 ) fy 了 (zjdz. 出 于 对 于 任何 一 个 黎 曼 可 积 的 函数 , 间断 点 的 
集合 都 有 测度 零 ( 惑 贝 格 准 则 }), 故 由 上 所 证 , 知 其 勒 贝 格 可 测 . 此 外 , 此 函数 之 朝 贝 
格 积分 等 于 其 黎 曙 积分 . 实际 上 , 设 了 :a = so < 之 … 之 zn 二 上 是 团 区 间 [a, 引 
的 一 个 任意 的 分 法 ,Ai = [zi_1, Pi]; Ari = Xi 一 2i_1,Thi 一 nf Fr), Mt 二 sup fz). 


那么 对 于 勒 风格 积分 成 立 不 等 式 
NA: 去 (5) 及 f(x)adr < NiATi. 


i—1 


因此 , 根据 勒 贝 格 积分 的 可 加 性 , 对 于 达 布 上 和 与 达 布下 和 , 得 到 不 等 式 
s(T) < (DD) / ‘fla)de < S(T). 
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由 此 , 当 分 法 了 的 直径 Ar 趋 于 零 时 过 渡 到 极限 , 得 
alim oT) 一 sim, S(T -四 人 Far 


这 样 我 们 就 证 明了 勒 贝 格 积分 等 于 歼 曼 积分 , 如 果 后 者 存在 的 话 . 我 们 看 到 , 由 于 这 
个 缘故 , 对 于 勒 员 格 积分 使 用 与 黎 曼 积分 同样 的 记号 . 

我 们 现在 转向 研究 在 闭 区 间 jo, 外 上 的 无 界 可 测 函 数 , 先 考虑 非 负 图 数 f(z) 的 
情形 . 对 于 任意 的 实数 gy, 如 下 定义 晒 数 f(x) : 


me) 着 Fe & oy, 
和 (! 车 f(x) > y. 


此 函数 可 测 . 那么 , 称 极限 


[rar = so, fra 


为 函数 fx) 在 闭 区 间 [a, 相 上 的 积分 . 若 此 极限 是 有 限 的 , 则 函数 ftz) 叫 必 是 可 和 
的 . 显然 , 可 和 的 函数 仅 可 以 在 一 个 邯 帆 格 测 度 为 零 的 集 台 上 变 为 无 穿 . 
现 设 函 数 ffzy 取 任 意 符号 的 值 . 那么 我 们 定 立 冰 数 


f+ (5) = max(f (5),0), f(r) = max(—f{7),0). 


我 们 说 一 个 函数 flz) 是 可 和 的 , 指 的 是 两 函数 fj{z) 和 f_(x) 皆 可 和 , 此 时 函数 
f(z) 的 积分 定义 为 函数 f(x) 的 积分 与 函数 广 (z)} 的 积分 的 差 . 

我 们 指出 , 在 闭 区 间 [a, 丰 上 的 有 界 晴 数 的 情形 , 可 和 函数 的 概念 与 可 测 函 数 的 
概念 重合 . 从 可 和 函数 的 定义 直接 推出 : 

1) 函数 |f(z)| 同 ftx) 一 道 可 和 , 而 且 被 积 函 数 f(x) 的 积分 的 绝对 值 不 超过 此 
函数 的 绝对 值 的 积分 ; 

2) 车 f(z) 可 测 而 |f(z)| 可 和 , 则 函数 f(x) 可 利 ; 

3) 车 f(x) 可 测 且 其 绝对 值 不 超过 可 和 函数 g(x), 则 函数 f(x) 可 和 |; 

4) 车 f(z) 可 和 上 g(x) 是 有 界 可 测 函 数 , 则 它们 的 乘积 是 可 和 函数 . 

5 车 flz) 是 可 和 画 数 而 g(z) 仅 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 与 它 不 同 , 那么 函数 
gz 可 和 , 且 这 商 个 函数 的 积分 彼此 相等 . 

我 们 送 手 出 , 对 于 可 和 函数 的 勒 贝 格 积分 , 那些 关于 黎 曼 积分 的 性 质 都 成 立 , 而 
且 还 有 一 条 重要 的 性 质 : 勘 贝 格 积分 的 可 数 可 加 性 . 此 性 质 可 叙述 如 下 : 

设 在 闭 区 间 [e, 避 上 给 定 了 可 数 个 单位 分 解 , 即 可 数 个 可 测 孙 数 gy{z), gn(x) 总 
共 只 取 0 和 1 两 个 值 , 而 且 对 于 任何 x e [a, 日 ,有 且 仅 有 一 个 函数 gn(z) 异 于 零 . 那 
么 对 于 任何 在 闭 区 间 [a&, 引 上 可 和 的 函数 f(xw), 有 


oO 
| siar = 9 f fe)gnle)de. 


52. 勒 风格 积分 .225 . 


此 性 质 亦 可 用 另 一 方式 来 表述 . 设 闭 区 间 [中 第 划 分 成 互 不 相交 的 一 族 可 调 
集 豆 .. 那么 请 数 f(z) 沿 着 集合 EE 的 积分 存在 而 且 成 立 等 式 


f [za = > FTJGT， 


1 


沿 着 集合 包 , 的 积分 可 写成 这 样 : 


b 
/ fxdr = | f(r}on{z) dx, 
En, [re 
其 中 g(xz) 是 集合 吾 . 的 特征 函数 , 即 


四 = 1 = 
i 0 = 


作为 结束 语 我 们 指出 , 在 勒 员 格 积分 的 情形 , 与 黎 曼 积分 相 比 较 , 积分 号 下 的 极 
限 过 程 被 大 大 简化 了 , 我 们 给 出 这 个 断 语 的 精确 叙述 . 

定理 4 ( 勒 贝 格 定理 ) 设 在 闭 区 间 la, 如 上 可 测 函 教 f(x) 的 序列 收效 到 函数 
f(z), 并 设 对 于 某 个 可 和 的 函数 g(x) 在 闭 区 间 [6, 晶 上 成 立 不 等 式 |f.(z)| < 9g(z). 那 
么 极限 函数 f(z) 可 和 上 且 成 立 等 式 


im / ‘fas)ds — / ad 


mw 根据 定理 的 条 件 , 落 数 所 (zx) 的 绝对 值 不 超过 可 和 函数 g(z),n > 1. 因此 , 极限 
函数 f(z) 的 绝对 值 也 不 超过 g(z). 而 这 就 表明 , flx) 是 可 和 函数 . 

应 当 证 明 的 是 lim na 有 gn(xjdr = 0, 其 中 加 人 2) 一 7 - 所 (2). 任 给 < > 0. 对 
于 每 个 n> 1， 定义 集合 An 由 使 得 |gn(z)| 之 a1 一 了 a) 的 点 z 组 成 . 那么 根据 
上 面 提 到 的 勒 风格 测度 的 可 数 可 加 性 , 成 立 等 式 ,lim H(An) = 0. 不 然 的 话 将 会 找 出 
点 z, 使 得 对 于 无 穷 儿 个 n 值 , 成 立 不 等 式 |gn(x)| > &1, 而 这 与 


gn) = 0 
相 巴 盾 , 把 积分 了 = f° gn{z)dr 表示 成 
了 一 邦 十 四 


其 中 闪 = [na gn 人 zjar, 天 一 fa gn(x)adr,T = [a dl. 
根据 中 值 定 理 , 有 
< edo) = 
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而 对 于 积分 .h 成 立 居 计 式 
< 上 lar <2 上 glo)de 
设 Bm 一 {x € 4nlg(lx) > m}. 那么 根据 积分 更 = [gt{z)dzx 的 收 伊 性 , 有 
lim g(rz)dar = 0. 
H+ Bm, 


因此 , 让 在 mo e N, 使 得 对 于 一 切 m > mo 成 立 不 等 式 


] 上 jd 


往 下 , 我 们 把 积分 机 写成 中 = 重 ; 十 更 2, 其 中 
下 1 一 周 8(TZJGr， 二 > 一 有 g{wydr., 


< 
3 


根据 中 值 定理 , 有 

| 更 2| < malAn \ Bn) & mat An). 
由 于 集合 4。 的 测度 当 % 一 oo 时 趋 于 零 ， 对 于 任意 固定 的 m > mo, 可 以 指出 
no € N, 使 得 对 于 一 切 rn > no 成 立 不 等 式 


[3 
| 于 2| mpt aA) < 3 


因此 , 对 于 任 给 的 。 > 0, 我 们 找到 了 no < N, 使 得 对 于 一 切 n > no 成 立 不 等 式 


bE . 
/ gn (zx)ds 
所 以 im fo gn(z)dr 二 0. 可 
我 们 还 要 指出 一 个 事实 , 对 于 有 界 的 非 鳞 的 消 数 , 其 勒 贝 格 可 积 性 等 和 价 于 它 的 
有 曲 边 梯形 的 勒 贝 格 可 测 性 


所 后， 
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83. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


歼 曼 积分 概念 还 有 一 种 推广 , 即 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 它 反映 了 黎 曼 积分 与 勒 贝 格 
积分 相 比较 的 另 一 种 特性 .如 果 说 , 勒 贝 格 测度 和 和 勤 贝 格 积分 的 引 人 是 为 了 扩大 可 


$3、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 * 227 ， 


测 集 的 类 和 可 积 函 数 的 类 , 那么 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 引入 则 是 为 了 解决 另外 的 问题 . 问 
题 的 本 质 如 下 : 在 一 个 国定 的 闭 区 间 [a, 引 上 , 积分 


r= f f(a 


是 一 个 数 , 它 作成 了 与 每 个 可 积 函 数 的 对 应 . 黎 曼 积分 以 此 种 方式 给 出 了 定义 在 全 
体 在 闭 区 则 a, 站 上 可 积 的 函数 的 集合 1 上 的 一 个 数值 函数 ,我们 缩小 这 个 画 数 
类 而 只 考虑 定义 在 闭 区 间 fa, 引 上 的 连续 函数 .一切 这 样 的 函数 的 集合 通常 用 符号 

Cla, 忆 表示 , 并 且 对 于 每 个 函数 fe Ce 可 定 头 一 个 量 fl = ey | (zj, 叫 作 在 
空间 Clc, 身 中 函数 f(x) 的 范 数 . 设 fe Cla, 有 1, 那么 ， 如 我 们 已 知 的 | 函数 了 在 闭 区 
间 fa 站 上 黎 曼 可 积 , 且 


10)= far 


1{f) 是 一 个 线性 的 数值 函数 , 即 对 于 任意 的 f,g < Clo, 恬 和 任意 的 a & 了 可, 成 立 
等 式 
Taf + B89) = al(f) + BI(g9)- 

我 们 记得 , 定义 在 一 个 由 耳 数 为 元 素 的 集合 上 的 数值 秀 数 , 为 避免 混淆 起 多 , 叫 
作 泛 函数 . 此 外 , 把 每 个 函数 Je Cla, 引 对 应 到 数 I(f7) 的 汉 函 数 工 电 作 线性 泛 函 
( 数 ), 如 果 下 述 性 质 成 立 : 

1 加 性 

T+ fa) = TF) + Tf), Yh fa € Cha, dl. 
2° 齐 性 
I(ef)} =cI{f}), vee R, vf eCla,dl. 

3 有 界 性 :@ 存在 M > 0 使 得 对 于 任意 的 了 E Cla, 引 成 立 不 等 式 II(f)| 所 
MF. 这 样 的 数 M 的 最 小 值 叫 作 线 性 泛 函 了 的 范 数 , 并 记 作 1 如. 

于 是 , 黎 曼 积分 I(f) 给 出 了 空间 Cla, 症 上 的 一 个 线性 泛 活 . 借助 于 黎 曼 积分 ， 
在 空间 Cla, 臣 上 可 以 构 作 许多 其 他 的 线性 汉 函 . 例如 ， 对 于 尾 一 固定 的 歼 坚 可 积 的 
前 数 gfz), 在 空间 Cia, 引 上 可 以 给 出 线性 泛 峭 


= f (eae 


我 们 发 现 , 如 时 天数 GQ(z) 使 得 对 于 任何 x & fa,9] 都 成 立 GZ) = g(z), 则 (了 f) 可 
表示 成 如 下 形状 ， 
n= f fdc 


甸 在 深 隧 分 析 的 一 般 理 论 中 , 并 不 把 有 界 性 包括 在 线性 泛 函 的 定义 中 -一 译 者 注 . 
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为 了 积分 理论 的 发 展 及 其 某 些 应 用 , 例如 对 于 概率 论 , 对 于 变 分 法 , 对 于 理论 力 
学 等 的 应 用 , 重要 的 是 知识 对 这 样 的 问题 的 答案 : 是 否 空 间 Cia, 日 上 的 任何 一 个 线 
竹 泛 画 wtf} 都 可 以 表示 成 这 样 的 形状 , 也 就 是 说 , 是 不 是 总 能 找到 这 样 的 函数 te ) 
使 得 

e( 月 二 无 (有 =/ | adz= 人 FoaGta， 


容易 明白 ,如果 我 们 只 限于 通常 的 黎 坚 积分 的 话 , 管 案 是 否定 的 ， 因为 , 例如 谤 琐 
ef 让 = f(zo) ,其 中 zo 是 闭 区 间 [a,4 的 一 个 国定 的 点 (特别 地 ro = 2 十)， 就 不 能 
表示 成 这 种 形状 , 然而 可 以 推广 歼 曼 积分 的 概念 而 使 得 室 间 Cfa, 引 上 的 任何 线性 泛 
函 glf) 都 可 以 表示 成 ， 
?0) = f f(a 

的 形状 ， 

黎 曼 积分 概念 沿 所 述 方 向 的 推广 就 导致 斯 蓄 尔 切 斯 积分 概念 的 引 人 . 此 需要 
定义 一 个 新 的 函数 类 . 

定义 7 函数 wlz) 叫 作 是 在 阔 区间 fa, 遇 上 有 界 变化 的 , 或 者 说 是 有 界 变 差 的 ， 
如 果 奉 在 实数 M > 0, 使 得 对 于 任意 的 分 法 


T:aoa=to < < :<b 


都 成 立 不 等 式 ， 
VIET)= huts) — ute < M. 


#3=1 
量 Ww( 有 = supV {fT) 叫 作 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,9| 上 的 全 变化 或 者 全 变 差 . 
我 们 指出 在 闭 区 间 上 有 界 变 差 的 图 数 的 下 述 性 质 . 
ts 两 个 有 界 亦 差 洱 数 的 和 是 有 界 变 盖 汪 数 . 
实际 上 , 设 Mz) = f(z) 十 9(z). 那么 对 于 闭 区 间 [a, 引 的 任意 的 分 法 了 成 立 不 
等 式 
VRT) sg Vf;T) + Vg: TD). 
出 此 推出 , 函数 hz) 的 全 变 差 加 (h) 不 超过 函数 f(z) 和 g(x) 的 全 变 差 之 和 . 
2。 在 闭 区 间 [a, 避 上 的 有 界 的 单调 函数 是 有 界 变 差 函数 
我 们 仅 考 虑 郴 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,4 上 不 减 的 情形 . 我 们 有 


Ve(f) = FDI — Flo). 
3 设 a<ec<5 且 函数 Fz) 在 闭 区 闻 Ila, 是 上 有 了 寞 变 差 . 那么 , 威 立 等 式 
1 本 (月 = 三 (用 十 从 (月 . 
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任 取 闭 区 间 [oa,e] 的 分 法 了 和 闭 区 间 [ec 的 分 法 屯 , 并 令 工 = 姥山 县 . 那么 
VF;T) = Vf; 卫 ) 十 V(f;T2). 由 于 


sup Vf T1) = VE(F), supV(f;T2) = Ve(f), 
那么 在 前 面 的 等 式 中 关于 分 法 五 各 TD 取 上 确 界 , 得 
Vf) + Vf)= sup Vf:T) & Ve(f). 
T=T1UTs 


现任 取 闭 区 间 [a, 相 的 分 法 T, 并 对 其 增添 分 点 c. 得 到 闭 区 间 [a,4] 的 分 法 全 
和 闭 区 间 [c, 的 分 法 Tz. 那么 


VT) SE VFT) + VD). 
在 这 个 不 等 式 中 , 关于 一 切 分 法 工 取 上 确 界 就 得 到 
VN) & sup(V fT) + VF;T3)) < Valf) + Volf). 
与 前 已 证 明 的 反方 向 的 不 等 式 一 道 , 这 就 给 出 
VEN) = Ve) + VO). 


4 每 个 在 闭 区 间 la,9 上 有 界 变 差 的 函数 都 可 以 表示 成 两 个 有 界 的 单调 增 函 
数 的 差 ， 

置 gp{z) = VY2( 访 . 那么 函数 efz) 在 闭 区 间 [ec, 可 上 不 减 且 非 负 , 又 置 (zx) = 
P(r) 一 fe) . 当 zi > zz 时 ， 有 


pr) — P(r2) = T — VE — fm) + fla) = Vez — (f(r1) ~ fz2)) 2 0, 
这 是 因为 


Vaz = sup Vf;T) 2 sup $ (fra) ~ Fre-i))| = {f(z2) = flr). 
a 二 ] 
5e 在 闭 区 间 la, 避 上 具有 有 有 限 个 局 部 最 大 和 局 部 最 小 的 函数 是 有 界 变 差 函 教 ， 
设 闭 区 间 [zs_1,zoj,s = 1,… ,n, 给 出 了 隔 数 f(z) 在 闭 区 间 [6,8] 上 的 单调 区 
段 . 那么 


性 


Ve < Ve (hf), Ve, (Ff) = (0) — Fz). 


s=] 


例 求 函 数 f(x) = sinz 在 [0,27] 上 的 全 变 差 . 
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把 闭 区 间 [0,27] 划分 成 函数 sin 的 单调 区 段 : [0 2]， | 到 | [至 ,2r| 屠 
么 根据 性 质 5° 和 性 质 3, 有 


。 人 
sjn z， 车 0< sg 


Ye sin 一 4 2 一 ginz, 若 < 工人 态 滤 ， 


3 
4+sinzg, 若 <2<27. 


设 f(x) 是 闭 区 间 [ae,4] 上 的 连续 函数 , 而 wz) 是 闭 区 间 [a, 引 上 的 有 界 变 差 销 
数 ， 并 设 Y= {a 一 加 < 1 0 tn 一 ,51 tn} 是 闭 区 间 [a 本 的 一 个 标 码 分 
法 且 T= TI(V) 蚌 对 应 于 它 的 非 标 码 分 法 , 另外 还 设 


Asu = uts) — ults_ 1), ofV) = ou(V) = p> flés) Ast. 


那么 olV) 叫 作 斯 蒂 尔 切 斯 积分 和 . 如 果 存在 极限 
im o(V) = 了 (有 


则 函数 ffz) 叫 作 是 在 闭 区 间 [le, 届 上 关于 郴 数 w(z) 可 积 的 , 而 量 总 (六 叫 作 函数 
Flz)] 美 于 函数 u(x) 的 斯 英 尔 切 斯 积分 并 记 作 


b 
1= 1) = f frat) 


此 极限 可 着 作 是 沿 着 基 B 的 极限 , 基 B 由 终端 b= bs 组 成 , bs 代表 全 体 直径 
小 于 5 的 标 码 分 法 的 集合 . 因此 极限 了 是 唯一 的 
我 们 现在 来 证 明 使 斯 带 尔 切 斯 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 5 (可 积 的 充分 条 件 ) 设 函 数 u(x) 在 闭 区 间 [a, 四 上 有 界 变 差 . 那么 使 斯 
带 泵 其 斯 积分 上 f(z)dulz) 春 在 的 一 个 充分 条 件 是 ,函数 f(T) 在 [a, 晶 上 连续 . 


> ”根据 柯 西 准则 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 和 的 极限 im o(U) 存在 等 价 于 成 立 柯 西 条 件 : 
对 于 任何 s > 0 都 找 得 到 数 5 二 fe) > 0, 使 得 对 于 任意 的 标 码 分 法 态 和 Us, 只 要 
满足 条 件 A 所 6, Ar, < 就 有 不等式 let ) 一 oa)| 忆捷 成 立 . 

用 代表 示 数 u(xz) 在 闭 区 间 fa, 上 的 爹 变 差 .， 任 给 = > 0. 那么 根据 函数 
f(x) 的 连续 性 , 存在 数 5 = (le) > 0, 使 得 对 于 任何 z1, xa, 只 要 |x1 一 za| < 就 有 
f(z} — flz2)l < sl = 现在 任 取 两 个 标 码 分 法 下 和 Uso, 使 其 直径 Am 和 Am 
丝 小 于 5. 令 五 = TO 本 = T(U2) 是 对 应 于 它们 的 闲 区 间 lo, 的 非 标 码 分 法 . 
分 法 机 = 有 品 殖 是 分 法 五 和 有 歼 的 如山. 


和 斯 蒂 尔 奶 斯 积分 . 231 ， 


设 Us 是 任意 的 满足 条 件 TB = 工 (03) 的 标 码 分 法 . 那么 


让 各 证 一 DD j 


4 一 1 4 一 | 


le ~ olUs)| = 


= y、 (ra — fre) A 


i—1 j=1 


类 似 地 有 lo(U2) 一 gtU0s)| < st, 因此 


ELDY, 


Io(U) -olUD < oD) ov + oD) alti) <200 = 4 


我 们 引 和 人 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 基本 性 质 . 
1 车 范 数 u(x) 可 微 , 则 成 立 等 式 


f flv)dulz )= f(a)u (edz, 


其 中 后 一 个 积分 理解 作 黎 杰 积分 . 
2°? 线性 性 质 : 


f tn + poyautn) = f ay f° ayaate) 
/ co 和 全 一 aaa va eR. 
3? 可 加 性 : 对 于 a<c<5 有 
/ ‘f(s)du(s) = / f(s)du(z) + / ?pla)duls). 
4 分 部 积分 法 : 若 (2) 和 ulz) 入 歼 曼 可 积 , 则 


» 
- { Flu)ae 
其 中 后 一 外 积分 理解 作 黎 要 积分 . 
5% 车 w(xz) 在 闭 区 间 [a, 引 上 单调 增 , 且 在 此 区 间 上 f(z) > g(x), 则 


/ data) > / gs)du(z). 


我 们 来 看 计算 斯 带 尔 切 斯 积分 的 例子 . 


例 1. 设 {x} 是 数 z 的 分 数 部 分 , 即 {z} =Y 一 四 ,其 中 国 =meZ 是 数 z 的 
整 部, m 扩 z< mm 二 1. 求 积分 广 zadfz 的 值 . 


p 办 
/ f(z)du(z) = fle)uls) 
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我 们 有 


总 六 
f sas}= 上 zds + 1 (1) +2. (1)+3. (DD) = -1.5. 
心 DD 


2, 设 
sinzw, 若 0 志 x < 
WT] = 4 cosx, 若 TE, 
0, 车 工 = 237. 中 


计算 积分 了 = "zdu(zx}. 
我 们 有 


了 一 上 rdsins+ 广 了 Cecos 了 十 (一 1)27 = —2—“. 

最 后 , 我 们 引信 一 个 关于 空间 Cla, 引 上 的 线性 泛 函 的 一 般 形 式 的 定理 . 
定理 6 1) 设 函 教 wufz) 在 闭 区 间 (a, 日 上 有 界 变 差 . 那么 斯 各 泵 其 斯 积分 
pb 
TD = f feyaule) 


是 室 间 Cla, 上 的 线性 泛 盈 . 
2) 设 I(f) 是 室 间 Clay 相 上 的 任意 的 一 个 线性 泛 函 ， 那 么 存在 一 个 在 闭 区 间 
[a, 可 上 有 界 变 差 的 函数 tfz), 使 得 I(f) 表示 成 如 下 形式 : 
pb 
rn) = f fodule). 


”我 们 奴 进 行 到 给 出 此 定理 的 证 明 的 基本 点 为 上 上. 
1) 开户 的 加 性 和 齐 性 从 对 应 于 闭 区 间 [e, 的 标 码 分 法 VV 的 斯 带 尔 切 斯 积分 和 
olU) 的 线性 性 质 推 出 . 对 于 这 个 和 及 工 = 工 (UV) 成 立 不 等 式 


oO < FV GD) < NV (en). 


在 此 不 等 式 中 过 渡 到 极限 Ar 一 0 就 得 


[i 
/ Feldataj| < FNV?G). 


这 就 证 湖 了 I(f) 的 有 界 性 ， 
中 原文 中 没有 定义 ut2r), 生 结 果 是 71 = -2 一 一 译 者 注 . 
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2) 设 I(f) 是 空间 Ce, 身上 的 线性 泛 函 , 此 汉 函 可 以 延 本 到 阶梯 函数 空间 上 . 设 
闭 区 加 f, 且 包含 在 闭 区 和 间 [a, 丰 之 中 , 那么 令 


(2) = D0, 荐 z 一 ug<z 人 bh 
8 1, 若 as<z 近 月 


接着 定义 阿 数 I(xg) = w( 且 . 此 函数 在 闭 区 间 [e, 电 上 有 界 变 差 . 

给 定 任意 的 。 > 0. 那么 根据 函数 F(x) 在 闭 区 间 [a, 本 上 的 一 致 连续 性 , 存在 数 
5 二 6(e) > 0, 使 得 对 于 一 切 xi;ra 只 要 |rl -zal < 就 有 不 等 式 |f(z1) 一 (xo) <e 
成 立 ， 现 取 标 得 分 法 :fa = 各 过 寻 二 < Th 二 态 生 -加 ,使 直径 和 Ar 
小 于 5. 

考察 函数 


op(z] = FE Xs {x) + 2 FER) (Xos(z) 一 Xze az)) . 


那么 , 
Tp) = f(é1)u(e) + 2 Fér) Gry) 一 ax- 


而 且 , 根据 函数 p(x} 的 定义 , 我 们 得 到 , 对 于 任意 的 x € [o 引 ,成立 不 等 式 | 了 {2}) 一 
w(x)| < <. 结果 
I Tp) = Nf — Ps sli. 
这 表明 , 当 Ar 一 0 时 , 量 1{f) 是 量 I(y) 的 极限 . 然而 I(y) 的 极限 恰 是 斯 蒂 尔 切 
斯 积分 
/ Fridu(tr)}. 可 
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空间 


第 十 八 讲 


81. 空间 的 定义 及 基本 性 质 


在 第 十 二 章 中 曾 谈 到 , 借助 于 斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 可 以 表示 定义 在 连续 函数 空间 
cfa ,下 上 的 线性 泛 函 . 以 空间 Cla, 酉 为 例 , 我 们 已 知道 了 函数 空间 . 可 能 会 问 ; 为 什 
么 在 闭 区 间 [w, 吕 上 连续 的 函数 的 集合 叫 作 空间 ? 答案 很 简单 . 其 实 , “空间 ”一 语 ， 
本 质 上 与 术语 集合 " 是 等 价 的 . 不 同 之 处 在 于 , 空间 这 一 术语 极 少 以 “单独 的 形式 
使 用 , 而 是 较 常 与 其 他 术语 组 合 起 来 , 例如 : 拓扑 空间 , 度量 空间 , 线性 空间 , 赋 范 空 
间 等 等 . 全 部 这 些 概念 在 整个 数学 中 都 起 着 重要 作用 , 特别 地 在 数学 分 析 中 也 是 如 
此 . 我 们 来 了 解 其 中 的 某 些 概念 . 


下 图 中 标 出 了 数学 中 所 研究 的 某 些 空间 ， 其 定义 将 在 下 面 给 出 . 图 中 的 箭头 的 
含义 如 下 : 箭头 指向 的 空间 是 它 “ 出 发 ”的 空间 的 特殊 情形 名， 


中 所 涉及 人 名 的 原文 分 别 是 ; 豪 斯 才 夫 一 Hausdorff, 巴 拿 赫 一 Banach, 希 尔 怕 特 -一 Hilbert, 欧 
几 里 得 -一 Euclid 译 者 注 ， 
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空 疗 
括 失 空间 线性 空间 《向量 空 间 ) 
jt 
泰 斯 儿 天 空间 线性 折 外 空间 
上 度量 空间 一 一 一 一 一 赋 范 空间 


* | 
完备 的 空间 一 巴 拿 赫 空 间 一 希 尔 伯 特 空间 一 殉 北 里 得 宅 间 


我 们 来 定义 图 中 所 示 的 空间 . 

设 X 是 某 个 集合 , 开 = 2x 是 由 集合 到 的 某 些 子 集 组 成 的 集合 , 即 王 cc QC)， 
其 中 N(X) 是 X 的 全 体 子 集 所 成 的 集 人 台 . 设 于 具有 下 述 性 质 : 

1? 六 EDGED, 

2 车 AEe5,BeZ, 则 ANMBEer. 

b) 了 中 任意 多 个 元 素 的 并 集 属于 了 

为 了 指明 台 的 元 素 是 集合 X 的 某 些 子 集 , 说 过 是 菜 个 子 集 族 . 


定 兴 1 每 个 满 是 条 忻 1° 和 2° 的 子 集 访 都 叫 必 集合 入 上 的 拓 间 
定 光 2 集合 对 (玉环 ) 叫 作 拓扑 空间， 


常常 简单 地 说 到 是 拓扑 空间 , 如 果 在 XxX 上 给 定 了 拓扑 号 . 每 个 元 素 zo & 台 , 即 
每 个 属于 族 工 的 子 集 a c 蕊 , 叫 作 开 集 ( 依 拓扑 三 ). 

任何 子 集 AcCX 使 基 \ 4A E 区 省, 叫 作 闭 集 ( 依 拓 扑 习 ). 

设 x 是 属于 部 的 某 点 . 若 ec E 卫 且 z Eco 则 称 og 为 点 的 邻 域 , 即 任何 含有 
点 z 的 开 集 都 是 作 点 z 的 邻 域 点 z 的 确定 的 广 域 常用 符号 ez 表示 . 


定义 3 拓扑 室 间 下 = (区 了) 叫 作 是 豪 斯 多 夫 空 间 , 如 果 此 空间 的 任何 两 个 不 
同 的 点 工 和 4 引 总 有 不 相 变 的 鲜 域 ce 和 oy EDoz 人 ay = 多. 


例 我 们 来 考察 豪 斯 多 夫 空间 (月 ,2) 的 例子 , 设 集合 2 是 实数 轴 及 上 的 一 切 
结构 如 下 的 子 集 所 成 的 集合 : 这 些 子 集 由 有 限 个 或 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 开 区 间 组 
成 . 那么 空间 ( 限 , 史 是 豪 斯 多 夫 空 间 中， 因为 任意 两 个 不 同 的 点 x 和 yy 都 可 被 不 相 
交 的 开 6 邻 域 所 包含 . 

研究 各 种 各 样 的 拓扑 空间 是 点 集 拓 扑 学 的 课题 . 

定义 4 设 给 定 了 茶 集 合 区 的 笛 卡 儿 材 积 XY2 一 多 x 六 ,并 设 在 集合 入? 上 定 
义 了 具有 下 述 性 质 的 十 数 p{x1, 工 2): 

1} 对 子 任意 的 (21,I2) € 久 ? 有 plz1,x2) 宛 0, 且 当 71 一 32 时 plxz1;X2) = 0, 而 
当 zl 关 za 时 plzl'za) > 0( 非 负 ' 性 ); 

中 这 里 应 约定 , 空 集 也 被 看 作 是 开 区 间 一 一 译 者 注 . 
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2) 对 于 任意 的 (2, 切 EX2 有 p(w,9) = p(y 人 2)( 对 称 性 ); 

3) 对 于 任意 的 Xx,y,2z E 9 臣 营 成 立 不 等 式 pz 有 拉 pz 的 十 pf2 久 (三 前 有 形 不 等 
或 ], 叫 

那么 有 序 对 { 瑟 ,站 ) 或 集合 大 本 身 叫 必 度 量 空间 , 而 和 函数 p 叫 作 此 空间 的 度 
量 ,pfT, 及 叫 作 从 点 z 到 点 引 的 距离 , p 叫 必 号 离 函数 ， 


例 1. 设 久 是 任意 的 不 空 的 集合 且 


pT,Y) = {2 


那么 (X,p) 是 距离 空间 . 
2. 设 在 实数 集 有 上 按 公式 pz 妇 = |z 一 训 给 定 距 离 , 那么 (区 ,p) 是 距离 空间 . 
在 同一 个 集合 上 可 以 按 不 同 的 方式 给 定 距 离队 而 得 到 不 同 的 距离 空间 , 例如， 
在 平面 RR? 上 可 以 按 下 面 的 公式 规定 点 £ 二 {zi1, zx2) 和 下 = (W192) 间 的 距离: 


pol3, 8) = max(|z1 一 |, zz 一 加 起 


也 可 以 按 公 式 
pF = V(r1 — + (v2 — yo) 

来 规定 点 z 和 之 间 的 距离 . 

在 度量 空间 (XX, p) 中 , 对 于 任意 的 数 。 > 0,， 定义 点 z e 的 开 的 = 邻 域 为 售 
在 臣 中 的 由 全 体 满 足 条 件 ptz, 切 < < 的 点 9 组 成 的 集合 { 记 之 为 oz(e)). 一 个 集合 
a, 如 果 它 的 每 点 都 联 同 一 个 s 邻 域 (不 同 的 点 可 有 不 同 的 = 值 ) 全 含 在 og 之 中 , 则 
叫 作 是 开 集 . 空 集 也 叫 作 开 集 . 那么 , 全 体 开 集 毛 成 的 族 卫 给 出 了 集合 蕊 上 的 拓扑 ， 
是 使 之 成 为 豪 斯 多 夫 拓 扑 空间 . 所 给 的 拓扑 岂 作 是 由 度量 p 生成 的 拓扑. 

定义 度量 空间 (X,p) 中 的 点 列 T1172,… ,Zn 叫 作 是 柯 西 列 , 或 基本 列 ， 
如 果 它 满足 梧 西 条 件 : 对 于 任何 数 = > 0, 都 找 得 到 号 码 no = nols)， 性 得 对 于 一 茹 也 
三 mi >nrno 和 ma>pn 有 plznaizna)<E， 

定义 6 点 列 {zn EX} 思 作 是 收 雍 到 点 a EX 的 , 如果 数值 序列 pn = plzn, 人 
随 着 吕 趣 于 无 穷 而 收效 到 堆 . 

此 事 记 作 Un nr 一 忆 . 

从 三 角形 不 等 式 训 容易 地 证 明 , 这 样 的 点 a & 半 是 唯一 的 

定 光 7 度量 空间 (XX,p) 叫 作 是 完备 的 ， 如 果 任 何 柯 西 列 都 收 雍 到 空间 的 茶点 . 


现 转 向 在 高 等 代数 课程 中 讨论 的 线性 空间 . 
«三 角形 不 等 式 " 一 语 为 译 者 所 可 一 一 译 者 注 , 


$1 空间 的 定义 及 基本 性 版 . 237 . 


定 必 8 集合 天 叫 作 是 线性 空间 , 如 果 下 述 条 忻 成 评 : 

1) 对 于 尾 意 两 个 元 zt EE 看 ,y E 天 | 半 值 地 确定 一 个 元 z E 克 , 叫 作 是 与 yy 的 
和 , 记 作 = 一 工 十 纺 满足 : 

aj TT 十 时 十 2 二 (TT 十 扫 十 加 

bj 十 区 一 站 十 了 

C 站 在 一 个 元 叫 作 零 元 , 记 为 日 E 瑟 ,满足 : 对 于 任意 的 TT EW,x 直 二 人 x: 

中 对 于 任何 x E 不, 都 站 在 一 个 元 叫 作 民 的 弟 元 , 记 作 一 z, 司 工 十 (x2) = 人 

2) 对 于 任何 实数 a 和 任何 了 E 六 , 单 值 地 确定 一 个 元 , 叫 作 元 素 ww 记 交 与 实 娄 
ca 的 来 积 , 记 作 crx, 满足 : 

a) az) = (af): 

b) 17 一 卫 ; 

3) 加 法 运算 与 数 来 运算 满足 如 下 结合 律 : 

a) (a+ A = or + Pz; 

bj atz t+ oy} = a oy. 


nn 维 向 量 空 间 , 连续 函数 空间 Cla, 量 都 是 线性 室 间 和 约 例子 . 

线性 空间 的 元 素 叫 作 疝 量 . 

定 凡 9 线性 空间 不 叫 作 是 赋 范 的 , 如 果 对 于 每 小 向 量 都 确定 有 一 个 实数 , 也 
作 4 的 范 数 , 记 作 | 满足 : 

1D) 18|| = 0; 

2) 对 于 任何 了 天 及 壮 有 |x| > 吕 

3) 对 于 任何 实数 a 都 有 liaz|| = |allzll 

4)] 对 于 任何 元 素 x,y Ee 下 ,或 立 不 等 式 十 所 x 十. 


我 们 见 到 , 在 闭 区 间 [a, 可 上 连续 的 函数 的 空间 Cla, 引 是 赋 范 空间 , 具有 范 数 
IF = me (ol, 


命题 1 设 蕊 是 赋 范 室 间 . 定义 在 荔 卡 儿 乘 积 久 2 上 的 函数 p(x,y) = 有一 名 
是 空间 入 上 的 度量 . 
we 我 们 来 证 函数 p 是 一 个 度量 . 为 此 必须 验证 函数 p 

1) 是 非 负 的 ; 2) 是 对 称 的 ; 3) 满足 三 角形 不 等 式 . 

实际 上 我 们 有 

1) p(x = fr yl 有 8 pW = 让 =0 当 且 移 当 z= gy; 

2) plz,) = 2 = yo = py); 

3)a=zT-zb=z— 则 p(s =la+t 人 all+ =z 下 + lz 一 2|= 
p(x, 2) + PlZ,Y). 

定 党 10 完备 的 赋 范 空间 叫 作 已 拿 赫 空间 . 
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我 们 转向 希 尔 伯 特 空间 的 定义 . 为 此 需要 定义 数量 积 . 设 在 集合 多 上 给 定 了 线 
性 空间 结 梅 . 在 笛 卡 儿 葬 积 X? 上 定义 柄 数 f, 即 在 元 素 对 (a,5),a € XX,be XX 的 集 
合 上 定义 函数 f. 并 设 函 数 具有 下 述 性 质 . 

1* 正 性 : 对 于 任何 元 素 a EX, f(a,0) >0 只 要 a 

2° 对称 性 : 对 于 任何 元 素 a,b EX f(a, 一 天 (Ba 

3° 其 性 : 对 于 任何 元 素 a,b ce RX, fla,bt+e) = fab + fla,c. 
4 齐 性 : 对 于 任何 元 素 a,5eE 久 和 任何 实数 入 辟 威 立 等 式 f (Aa, = fa, 和 9) = 
Af{a, bd). 

具有 性 质 1° 一 4° 的 函数 f 叫 作 标 量 积 {或 内 积 一 一 译 者 注 ). 把 fa, 及 记 作 
{a,b). 

事情 是 这 样 的 , 函数 Vta,a) = lo 是 范 数 , 具有 此 范 数 的 空间 X 本 身 则 是 赋 
范 空间 . 的 确 , 隆 数 ta,o] 的 非 负 性 和 和 齐 性 是 显然 的 . 剩 下 只 需 验证 三 角形 不 等 式 ， 

我 们 先 证 明 柯 西 不 等 式 . 

柯 西 不 等 式 : 


{x, y)2 & {2, Zz) (y, #)- 


pp 置 xi= je = eT: 那么 上 面 的 不 等 式 从 |(z1,)| < 1 推出 , 实际 上 , 不 伤 


一 般 性 , 可 以 试 为 (21, 护 ) 宕 0. 那么 
0 & x3 — ;m1 1) = 21) 21) + (Hn) — 2{81, 1) = 2 — 2(81, 1), 


由 此 得 到 : (zi, 护 ) 所 4, 即 所 欲 证 者 .。 二 
三 角形 不 等 式 : 


位 十 及 了 十 区 (rr) + YY yD): 
pp ”使 用 柯 西 不 等 式 , 有 


上 二 = 十 和 区 十 擅 == (IY; 人) 十 ( 久 殷 十 27; 和 
|x + lyl + 2lzclllyl = (zl + yd)?. 4 


具有 范 数 plz, 太 = llz 一 中 的 完备 的 度量 空间 X 叫 作 希 尔 怕 特 空间 . 因此 , 和 希 
尔 伯 特 空间 是 具有 范 数 jizl| = Viz;z) 的 巴 拿 赫 定 间 的 特殊 情形 ， 有限 维 希 尔 伯 特 
室 闻 吗 作 欧 玫 里 得 空间 我们 仅 限于 考察 这 样 的 空间 , 而 县 后 面 将 更 详细 地 研究 度 
量 空间 . 


8 经、 度量 空间 在 自持 拓 特 之 下 的 春 斯 多 去 性 质 239 ， 


第 十 九 讲 


82. 度量 空间 在 自然 拓扑 之 下 的 豪 斯 多 夫 性 质 


首先 引入 度量 空间 中 的 开 集 的 概念 


定 11 对 于 任意 的 5 > 0, 把 度量 空间 (X,p) 中 , 由 全 体 满足 条 件 ple,2] < 
的 点 XE 无 组 成 的 集合 叫 必 碎 点 a 为 中 心 , 直径 为 < 的 开 球 , 记 必 Of(a,e). 


定 兴 12 球 Ofaya) 也 加 作 点 0 的 5 全 域 . 

定 尖 13 以 条 件 pfla;z] 区 8 确定 的 点 集 再 人 as] 叫 作 以 a 为 中 心 , 半径 为 的 

我 们 看 到 , 对 于 si < sa 有 

O(a,e) COla,s2), Kla,e} 二 下 (asa)， 

定义 14 点 aeEJM CC 无 串 作 集合 MM 的 内 点 ,如果 它 有 一 个 < 部 域 整个 由 集 
合 癌 的 点 组 成 ， 

定义 15 集合 M4 叫 必 开 集 , 如 果 它 的 每 点 都 是 内 点 ， 

例 对 于 任意 的 点 a e 五 , 它 的 任何 < 邻 域 都 是 开 集 . 


实际 土 , 如 果 点 y EE Ole,e, 那么 po = pla 芒 二 习 取 旺 王 5 人 Ce 一 po), 那么 
点 y 的 a1 邻 域 整个 包含 在 O(a,e) 中 ， 这 是 因为 , 对 于 任何 点 z < Oly,s1), 从 三 
角形 不 等 式 推出 p(a,z) < plw 切 To 可 < po + 了 (e 一 po) = 3 二 apo < se 所 以 
p(tayz) 之 ez E O(a,e). 这 就 是 所 要 证 的 . 

我 们 来 证 明 开 集 和 闭 集 的 某 些 性 质 . 

命题 2 所 中 两 开 集 a4 和 M2 的 变 全 是 开 集 . 


| 设 we Mi 站 Mo, 那么 EMI, € M2. 由 于 MM 和 Mz 都 是 开 集 , 存在 点 = 的 
=) 邻 域 包 售 在 Mi 中 , 也 存在 点 x 的 ez 邻 域 包 含 在 Ma 中 . 取 = = min(ei,e2). 则 
点 w 的 8 邻 域 同时 包含 在 Mi 中 和 M2 中 , 从 而 包含 在 Mt 门 M2 中 ， 二 

命题 3 任意 多 个 开 集 的 并 集 了 是 开 集 . 


pp 枉 取 点 z e V. 则 存在 开 集 M CV 使 得 r < M. 从 而 点 zx 是 集合 M 的 内 点 . 结 
果 , 存在 点 x 的 = 邻 域 整个 包含 在 M 中 , 当然 也 整个 包含 在 六 中 .4 
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于 是 , 所 引信 的 开 集 构成 了 拓扑 , 称 之 为 度量 空间 的 自然 拓扑 . 这 个 空间 是 豪 斯 
针 夫 空间 . 实际 上 , 设 *,y 是 度量 空间 V 的 任意 两 点 且 zz 天 刀 pla 几 =mm>0 那 
么 这 两 个 点 的 邻 域 CO(z,po73) 和 Ofy, po/3), 根据 二 角形 不 等 式 , 是 不 相交 的 . 如 果 
存在 元 素 xz E O(z,pof 引 门 Ot, po73) 的 话 , 那么 po = plzx,y) 所 ptr,z) + ply,2) < 
pof3 十 po/3 = 2po/3, 而 这 有 是 不 可 能 的 . 


83. 度量 空间 中 集合 的 内 点 . 外 点 和 边界 点 


定义 16 会 有 点 z 的 尾 何 开业 都 叫 作 点 工 的 叙 域 . 
定 光 17 设 旬 有 是 度量 空间 六 的 子 集 . 若 o 一 氏 \ tm 是 开 集 , 则 a 叫 作 团 集 . 
定义 18 集 4 的 余 集 的 内 点 叫 必 是 4 的 外 点 . 


定 况 19 点 2 刚 必 是 集 4 的 边界 点 , 如果 它 肠 不 是 此 集 的 内 上 岂 也 不 是 此 集 的 
外 点 ， 


集 4 的 一 切 边界 点 所 成 的 集合 叶 作 4 的 边界, 记 作 84. 


命题 4 设 忆 = 天 \ 4 那么 84 = 8B, 也 就 是 说 集 4 与 集 妃 有 公共 的 边界 
此 外 B04) C 84. 


实际 上 , 若 > 是 集 4 的 边界 点 则 它 的 任何 邻 域内 都 既 含 4 的 点 亦 含 B 的 点 . 
于 是 x 也 是 B 的 边界 点 . 反 过 来 , 车 z & 8B, 出 z & 9.4. 因此 , 集 A 和 集 B 的 边界 
重合 , 即 84 = 88. 至 于 关系 式 8(84} C 84, 风 从 下 述 事实 推出 : 若 x e 8(84) 则 点 
z 的 任何 邻 域 中 都 含有 84 的 一 个 点 y 以 及 y 的 某 个 邻 域 . 于 是 在 此 邻 域 中 既 会 4 
的 点 亦 含 B 的 点 , 从 而 x e D4. 那么 DB4) C84. 


命题 5 若 集 4 是 闭 的 , 到 94 CC A, 而 若 64C4 则 集 4 是 闭 的 . 
> ”实际 上 , 在 第 一 种 情形 , 由 于 和 集 B= 闫 \A 是 开 的 ,所 以 8B 站 B=&, 即 8Bc 4. 
然而 84 = 8B, 所 以 84 CcC 4. 另 一 方面 , 如 果 84 = 8B c 4, 那么 88B 门 B= 儿 . 因 
此 和 集 B 是 开 集 , 从 而 集 4 = 久 \B 是 闭 集 .， 4 

定义 20 a) 点 a 叫 作 是 集合 4 的 板 限 点 , 如 有 果 在 点 a 的 性 何 分 域 中 都 有 笃 少 
一 上 志和 和 4 使 开关 本 


b) 上 志 & 叫 必 是 集合 4 的 极限 志 ,， 如果 在 和 点 a 的 任何 叙 域 中 都 含有 无 穷 多 个 点 
rEA; 


cj 点 a 叫 必 是 集合 A 的 极限 点 ， 如果 存 在 一 个 序列 fxn} C Arn 天 加 = 
1,2, ,使 lim rn 一 4 


命题 6 定义 aj,b),c) 两 两 等 价 . 


5§3， 度 量 空间 中 集合 的 内 点 、 外 点 和 边界 点 :241 - 


by 显然 , 从 pb) 推出 a). 我 们 来 证 明 从 a) 推出 c). 为 此 应 该 构 作 一 个 收 合 到 a 的 
序列 {zw}, 使 zn #* a. 我 们 以 下 述 方式 来 构 作 这 个 序列 ， 在 点 a 的 1- 邻 域 中 任 取 
x1 关 0, 在 点 上 的 了 令 域 中 取 点 ra 关 a, 依 此 类 推 . 那么 , 对 于 任意 的 s > 0, 在 点 a 
的 = 邻 城 之 外 含有 序列 {zn} 的 不 多 于 no = nole) = [Lel+ 1 个 点 . 所 以 点 ea 是 序 
列 {zs} 的 极限 点 . 

现 证 明 从 c) 推出 b). 由 于 序列 {z,} 是 无 穷 序 列 , 且 在 点 a 的 任何 邻 域 之 外 仅 
会 此 序列 的 有 限 个 点 , 所 以 在 此 邻 域内 必 会 有 序列 的 无 穷 多 点 ， 二 


定 导 21 基点 ze 4 组 下 不 是 4 的 极限 点 , 则 此 点 了 叫 必 是 集合 A 章节 立 


现在 我 们 发 现 , 在 序列 {zx} 收 化 到 点 a 的 定义 中 , 不 必要 求 {zn} 是 基本 列 , 因 
为 这 是 收 伍 的 必然 结果 . 


我 们 再 证 明 一 个 简单 的 命题 , 
命题 7 若 序 列 {zi} 有 极限 a, 则 a 是 它 的 唯一 的 极限 . 


bp ”实际 上 , 设 上 是 它 的 另 一 个 极限 . 那么 pla, 站 一 po > 0. 取 点 4 的 po/2 邻 域 . 在 
此 邻 域 之 外 , 仅 售 序列 {zn} 的 有 限 多 项 . 那么 在 点 的 po/2 邻 域 中 仅 含 此 序列 的 
有 限 多 项 , 甚或 一 项 都 没有 . 这 就 产生 了 牙 盾 . 因此 , 有 极限 的 序列 , 有 唯一 的 极限 . 


现在 来 证 明 集合 的 闭 性 准则 . 


定理 1 8) 集合 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 念 育 自己 的 全 部 极限 点 - 
b) 集 4 是 闭 的 当 且 仅 当 它 的 边界 84 含 在 4 中 , 即 4Cc 4 


2 ”我 们 来 证 明 命 题 a). 

必要 性 说 zu E 有 4， im rr == a 应 该 证 明 a € 4. 点 a 不 可 能 是 集 4 的 外 点 ， 
因为 在 它 的 任何 邻 域 中 都 合集 合 4 的 点 . 这 表明 , 点 a 或 为 内 点 , 或 为 边界 点 . 因 
此 , 或 有 ae 4, 或 有 ae 84 c 4. 于 是 在 两 种 情形 下 皆 有 ae 4. 必要 性 获 证 . 

充分 性 ” 设 集合 4 含有 自己 的 全 部 极限 点 . 要 证 的 是 4 的 余 集 了 =X\4 是 
开 集 , 即 任何 点 < B 都 是 B 的 内 点 . 车 z E B, 则 点 z 或 为 集 B 的 内 点 ， 或 为 
集 B 的 边界 点 ， 在 第 一 种 情形 , 已 没 得 说 的 ， 考 虑 第 二 种 情形 , x < B 且 zz €& 8B 
即 x 是 B 的 边界 点 ， 然 而 , 一 方面 , 这 个 点 z 不 属于 4 因为 它 属于 B, 另 一 方面 
点 x Ee 8B = 84, 即 在 点 x 的 任何 邻 域 中 都 存在 集 4 的 点 , 因此 根据 定理 的 条 件 应 
有 x ce 4. 面 这 是 木 可 能 的 , 因为 ze B. 根据 所 作 的 假定 , 有 4 门 B = 2. 因此 点 
zx # 98. 也 就 是 说 第 二 种 情形 木 存 在 . 所 以 只 有 一 种 情形 : x 是 集合 BP 的 内 点 . 面 这 
就 是 所 要 证 的 . 

定理 的 b) 款 已 在 命题 5 中 证 实 . 4 
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84. 关于 收编 球 序列 的 引 理 . 压缩 映射 原理 


我 们 来 考察 完备 诬 量 空间 的 两 个 性 质 . 第 一 个 是 关于 收编 球 序 列 的 引 理 . 

引 理 1 设 芒 是 完备 的 度量 空间 . Klxri,r1) DD Ki{r2,r2) 已 是 和 中 的 一 个 
谋 套 闭 球 序列 满足 lim rn =0. 那么 存在 唯一 的 点 zo 属于 所 有 这 些 球 ， 
pm ”首先 我 们 看 到 , 球 的 中 心 的 序列 {zn} 是 基本 的 .实际 于, 任 给 s > 0, 存在 
no 一 ?iofs) 使 得 对 于 任何 n > no 皆 有 ra < ae, 因此 对 于 任意 的 ns > mi > no, 根据 
包含 关系 于 (za rn ) 了 了 攻 (2ro ;pTrng) 有 plz Tnz) 三 ?ni <E 所 以 序列 {zn} 满足 
基本 列 的 定义 . 

由 于 {x。} 是 基本 的 , 所 以 根据 空间 六 的 完备 性 , 存在 极限 lim zn = Zo € X. 
对 于 每 个 球 来 说 ,ro 都 是 极限 点 , 而 由 于 这 些 球 都 是 闭 的 , 所 以 对 于 任何 自然 数 n 都 
有 xo E K(xn, Th) 

我 们 来 证 明 , xo 蚌 唯 一 的 间 时 属于 一 切 球 的 点 . 假设 并 非 如 此 , 即 存 在 点 yo < 
Kzny Ta) p(lzo, go) = p>0. 显然 ,存在 n 使 7, < pj2. 从 三 角形 不 等 式 得 


P= plxo, Yo) & plrn, Lo) + pwn, Yo) < Pp/2 + p/2= p.- 
发 生 蔬 盾 . 因此 , ro 是 所 有 的 球 的 唯一 的 公共 点 二 
定义 22 设 矿 是 完备 的 度量 空间 . 证 了 ;于 一 大 是 此 空间 到 自身 的 映射 ， 并 
且 存 在 实数 a 满足 0< a< 1 使 得 对 于 任意 的 a,6E 不 蕴 有 
plf la), FD)) & apla, b). 
那么 , 映射 了 叫 作 是 压缩 的 . 
现 证 明 压 缩 映射 原理 . 


定理 2 若 /: 廊 一 革 是 压缩 映射 , 则 存在 唯一 的 点 如 三 天 使 得 ffzo) = zo. 
点 zo 叫 作 压缩 映射 了 的 不 动 点 . 


bp 设 zi 是 下 的 任意 一 点 , za = 了 Tp),… ,zol 一 za. 我 们 来 证 明 序 列 {x,} 
是 基本 的 , 实际 上 , 设 pn = plzn, znti). 那么 


pn 一 Pl, Wnt1) 一 p(f {rn_1), f(rn)) 委 oplLEn_1; Tn) 一 pn—l1: 
因此 , pn < a*-1p1. 由 此 , 使 用 三 角形 不 等 式 , 得 
plirn, Tntm) pn 二 pntlit + pnpm-l 


n—1 


Al: 
[1 


(antl+ort-. .+oartm 2)p < 


合 ， 度 量 空间 的 连续 瑞 射 ' 243 . 


由 于 0<a<l, 当 nn 00 时 有 a7-! 一 0. 因此 , 对 于 任意 的 > 0, 找 得 到 mo = 
nofs) 舍得 对 于 任意 的 nn > no 和 任意 的 m > 1 成 立 不 等 式 pflznznml < 5, 这 就 表 
明 序 询 {xz,} 是 基本 的 . 由 于 芭 是 完备 的 度量 空间 , 所 专 存 在 点 zo 使 im zn = 20. 
现 证 f(xo) = zo. 用 反 证 法 . 设 flz0) = wp 关 zo 且 plxo,go0) = 天 > 0. 取 数 
no = no(h/2) 使 得 对 于 任意 的 n > no 都 有 plzn, xo) < /2. 那么 
p(ntts 90) = p(f (2n), f(z0)) < p(ns 20) < 3. 
因此 ， 


ho= P(Z0;,80) < PEo;Yn+1i) + Blzntl;30) < hi2+ R12= b= plroa, yo), 


此 式 是 不 可 能 的 . 于 是 zo 是 映射 了 的 不 动 点 . 它 是 唯一 的 不 动 点 , 因为 如 果 a 入 
都 是 不 动 点 , 即 f(a) = ef 加 = 及 那么 pla,8) = p(f(9), 了 了 (站) & ap(a, 冲 , 此 式 蕴 合 


人 一 站 ， 二 
第 一 十 讲 


85. 度量 空间 的 连续 映射 


定 光 23 设 给 定 两 个 度量 空间 ( ,px) 和 (Yipr) 并 假设 定义 了 上 映射 忆 : 让 一 
YY 映射 让 叫 作 是 在 点 zo E 区 处 连续 的 , 如 果 对 于 任何 5 > 0 都 存在 5 一 6(e) >>0 使 
得 只 要 pxgtz,zol < 就 有 py (F(X), F(z0)) < 6 也 就 是 说 在 空间 站 中 , 卜 F(zo) E 
Y 的 6 邻 域 Oy(B(zoj,s) 整个 地 含有 点 zo 的 某 5 邻 域 在 映射 下 之 下 的 像 ， 即 
FlOx (x0;6)) C Or (F(z0), e). . : 

定义 24 度量 空间 贸 到 Y 的 映射 下 巴 必 是 连续 的 , 如果 它 在 下 的 每 点 工 处 
都 连续 ， 

例 压缩 映射 F: 义 -， X 是 连续 的 . 在 这 种 情况 下 , 只 需 取 5(s) =e 出 可 . 

对 于 度量 空间 的 点 , 我 们 定义 x 一 xo 的 集合 基 为 点 zo 的 全 部 开 6 邻 域 的 集合 . 
那么 连续 的 定义 表述 如 下 : 

lim F(x) 一 F(zo), 其 中 EE ,To XX, FIT) 安 YF(ro) E 了 . 


节 一 守门 


我 们 还 改 现 , 度量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 映射 玉 : 关 一 了 沿 着 集合 基 B 的 极 
限 的 定义 有 如 下 形式 : 点 yo EY 叫 作 映射 户 : 和 革 一 YY 治 着 基 B 的 极限 , 如 果 对 于 
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任何 s > 0 都 存在 终端 b = ble) E B, 使 得 对 于 任何 点 x eb 都 有 pr(P(z), 如 ] < < 
对 于 数值 函数 , 先前 已 定义 过 的 一 数 f : 藉 一 下 沿 着 基 B 的 极限 连 则 先前 全 部 已 证 
过 的 极限 的 性 质 仍 保持 有 效 . 

定理 3 和 定理 4 是 先前 已 建立 的 函数 沿 集合 基 的 依 柯 西 意义 和 海 涅 意义 的 极 
限 的 一 般 性 质 的 推论 . 不 过 我 们 还 是 宁愿 引入 它们 的 直接 的 证 明 . 


定理 3 设 映 射 户 : 荐 一 站 和 局 :YY 一 有 如 下 性 质 : 映射 已 在 点 so 天 处 
连续 ,而 映射 口 在 点 go = 下 (zo) 处 连续 , 那么 玉 与 如 的 复合 映射 百 :天 一 2 其 
中 H(z) = G{F(z)), 在 点 zo 处 连续 . 


ee 置 z0 = Go) 那么 成 立 等 式 (x0) = (Bf(zo)) = G(g0) = 20. 由 于 上 映射 GG 
在 点 go 处 连续 , 所 以 对 于 任意 的 数 e > 0, 存在 5 = 5(e) > 0, 使 得 对 于 任意 的 
YEOyv(yo,0) 者 有 Gty) € Oz(z0, 6). 

接着 , 根据 映射 严 在 点 zo 处 的 连续 性 , 存在 六 = 5 (5(e)) > 0, 使 得 对 于 任何 
ZEOxfzo 人 0) 骨 有 下 (zy E Or (po;d) = Oy (yo, (a)). 由 此 推出 , 对 于 任何 s > 0, 找到 
了 $1] 一 {0{e)) > 0, 使 得 对 于 尾 意 的 水 它 Ox (zo 561) 有 HI(x) 一 GFP{Y)) 忌 全 3{20，E)， 
于 是 映射 HH 在 点 xo 处 连续 4 


定 迁 4 设 在 度量 室 间 不 中 序列 {zn} 收 证 到 点 oo， 而 映射 下: 光一 YY 在 点 


lim F(zn) = F(z0), BP lim F(zn) =F (lim zn) . 


p ”根据 映射 下 的 连续 性 , 对 于 任何 。 > 0 都 存在 5 = dle) > 0 使 得 对 于 任意 的 
TEOQx 有 Flr) E Ov(F(ro),e). 

接着 , 由 于 ,lim zn = To, 那么 可 以 指出 no = no(5) = mofife)) 使 得 对 于 尾 意 的 
n> no 有 zn EOxl(zo0, 介 . 由 此 推出 定理 的 结论 ， 4 

我 们 指出 , 度量 空间 的 映射 连续 的 概念 的 定义 24 等 价 于 说 ,了 中 的 任何 开 集 的 
道 像 在 七 中 是 开 集 . 通常 以 这 样 的 方式 来 引 人 对 于 豪 斯 多 夫 空 间 的 映射 的 连续 的 
概念 


86，、 紧 集 的 概念 . R” 中 的 赂 集 及 空间 及 ”的 完备 性 ， 紧 集 上 的 连续 函数 
的 性 质 


定 兴 中 度量 空间 发 中 的 集合 所 品 作 营 集 ,如 果 从 下 的 任何 开 琢 盖 中 各 可 扫 
取出 有 限 的 于 改 差 ， 


定义 26 度量 空间 中 的 集合 BB 叫 必 是 有 界 的 , 如 果 它 包含 在 某 个 以 点 zo 为 中 
心态 下 为 半径 的 球 O(zo,7) 之 中 ， 


86， 紧 集 的 概念 . Rn 中 的 紧 集 及 空间 Rn 的 完 务 性. 紧 集 上 的 连续 西数 的 性 质 .245 . 


引 理 2 紧 集 是 有 春 集 . 


和 设 KK 是 紧 集 ， 任 取 点 zo < K. 那么 球 O。= D(zo,n) 的 全 体 杜 盖 整 个 空间 
蔷 , 从 而 亦 覆 盖 皮 . 根据 天 的 紧 性 , 从 这 些 球 中 可 抽取 出 有 限 的 子 覆 羡 {Ot， <c OO, 
CcCO0tl ty j,k C Or. 这 表明 K 是 有 界 集 .， 4 


引 理 3 该 并 是 紧 集 , 那么 性 何 无 穷 序 列 {zwn} CK 都 至 少 有 一 个 极限 点 属于 
K. 


> ”我 们 从 反面 来 论证 . 设 序列 {zn} 没有 属于 K 的 极限 点 . 那么 , KK 的 每 点 x 都 
可 被 某 = 邻 域 Ofz,s) 包 住 而 使 O{z,e) 中 不 含 {zn} 的 与 = 不 同 的 点 , 于 是 得 到 一 
个 EK 的 开 覆 盖 . 从 此 覆盖 中 取 一 个 有 限 子 覆盖 . 只 有 这 有 限 个 球 的 中 心 可 能 是 {zx,,} 
中 的 点 , 面 它们 总 共 只 有 有 限 个 . 结果 , 序列 {x,,} 的 点 的 全 体 只 有 有 限 多 个 . 这 与 
{zn} 是 无 穷 序 列 的 假定 相 了 矛盾 4 


引 理 4 紧 集 下 是 闭 集 . 


p ”只 需 证 明 , 紧 集 K 含有 全 部 极限 点 . 实际 上 , 设 zo 是 K 的 任意 一 个 极限 点 , 那 
么 可 以 找 出 序列 {zn} C EK, 使 当 n 关 m 时 有 zn 关 zm, 且 当 n 一 oo 时 zn 一 zo. 由 
此 , 根据 引 理 3 推出 xo EK. 二 


引 理 5 紧 集 的 任何 闭 子 集 A 本 身 是 党 集 . 


>» 集 B= 久 \ MM 是 开 集 . 车 对 集 34 的 任何 一 个 开 和 覆盖 添加 上 开 集 BB, 则 构成 到 
的 开 和 覆盖 , 从 这 个 覆盖 中 可 取出 KK 的 有 限 子 覆盖 . 抛 掉 集 B, 就 得 到 jM 的 有 根 覆 
着 ， 二 

我 们 现在 来 描述 ” 维 空间 的 紧 集 并 证 明 空 间 Rn 的 完备 性 . 


定理 5 欧 几 里 得 空间 有” 中 的 任何 用 方 体 , 即 满足 条 件 ae 所 0s 十 bs 一 
1 ,Rn 的 点 不 = {zl…- ,Tn) 的 集合 , 是 紧 集 . 


» ”只 考虑 R? 的 情形 , 因为 Rn" 的 一 般 情形 并 无 原则 上 的 不 同 . 邦人 么 , 设 h 是 闭 的 
正方 形 , 被 开 集 的 无 穷 的 族 {UD} 所 覆盖 . 要 证 的 是 可 从 此 覆盖 中 抽取 出 有 限 子 覆盖 ， 
我 们 从 反面 来 证 明 这 个 结论 . 把 h 用 通过 它 的 边 的 中 点 与 坐标 轴 平 行 的 直线 划分 成 
四 个 相等 的 闭 正 方形 . 由 于 不 被 {U} 中 的 有 限 个 集 所 和 禄 盖 , 所 以 这 四 个 新 的 闭 正 
方形 中 , 至 少 有 一 个 不 被 {U0} 中 的 有 限 个 集 所 覆盖 . 再 把 这 个 闭 正 方形 四 等 分 , 并 依 
此 类 推 . 

我 们 得 到 一 个 嵌 套 闭 正 方形 序列 ， 这 列 正方 形 在 两 坐标 轴 上 的 投影 分 别 构成 
嵌 套 闭 区 闻 序 列 . 它们 分 别 在 两 坐标 轴 上 有 唯一 的 公共 点 zo 和 wn， 那么 点 4 = 
(xo, Yo 属于 所 有 的 正方 形 . 此 外 ， 它 被 {Uy 中 的 基 开 集 Uo 所 覆盖 . 因此 存在 < 邻 
域 O(A,s) Cc Uo, 它 完全 盖 住 所 构 作 的 嵌 套 正方 形 序列 中 的 某 一 个 . 特别 地 , 边 长 小 
于 ef/V3 的 正方 形 Ko 就 被 0 这 一 个 开 集 覆盖 . 这 就 产生 了 也 古 . 4 
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我 们 记得 ,Ra" 中 的 度量 pla,5) 对 于 任意 两 点 a,b & 及" 是 借助 于 标量 积 , 用 等 式 
pfa 有 = Vi{a 一 b,a 一 日 来 确定 的 . 


定理 6 度量 空间 及" 是 完备 的 . 


> ”只 需 证 明 , 任何 基本 列 {fzn] 尼 收 敏 到 此 空间 的 元 素 . 显然 , {x%,} 是 有 界 的 , 故 可 
镀 某 堵 方 体 K 所 性 普 , 由 于 K 是 紧 集 , 故 根据 引 理 3, 序列 {z} 有 极限 点 zo E K. 
由 于 基本 列 不 可 能 有 多 于 一 个 的 极限 点 , 所 以 {zw} 收 敏 到 zo， 有 4 


定理 7 集 开 CR 是 紧 集 的 这 要 充分 条 性 是 下 是 有 界 闭 集 . 


p> ”必要 性 若是 紧 集 , 则 根据 直 理 2 和 引 理 4,K 是 有 界 闲 集 . 

充分 性 根据 有 界 性 , 集 到 可 被 包含 在 某 个 闭 方 体 疡 中， 由 于 上 六 是 紧 的 而 
K Ch 是 闭 的 , 根据 引 理 5, 集合 下 也 蚌 紧 的 .4 

我 们 记得 , 映射 三 :4 一 及 叫 作 是 集合 4 上 的 数值 函数 ， 以 后 我 们 把 “函数 ” 
一 语 反 理解 为 数值 孙 数 . 我 们 来 证 明 紧 集 上 的 连续 函数 的 一 些 性 质 . 


定理 8 设 函 数 f 在 紧 集 玉 CR" 上 和 连续, 那么 
1 在 下 上 有 界 ; 
2) 存在 zl E 太 ,z2 EK, 司 得 flim 二 MM 一 sup f(T), flr2) 一 93 一 jn Fe) 


bp 1) 对 于 每 点 ze K, 存在 邻 域 O{x,6(z)), 使 函数 f 在 此 邻 域 中 有 界定. 这 些 邻 
域 构 万 及 的 开赛 盖 . 从 中 取出 有 限 子 覆盖 , 就 得 到 , f 在 整个 紧 集 KK 上 有 界 . 

2) 用 反 证 法 来 证 . 设 丽 数 f 取 不 到 最 大 值 . 那么 函数 g(x) = 1/(M 一 f(z)) 是 紧 
集 KK 上 的 连续 函数 . 根据 此 定理 的 结论 1), 函数 9 在 KK 上 有 和 界 . 由 此 得 


< HF < Mi 或 者 f(s) <M 一 二 
那么 , 数 M -一 37- 是 函数 f 的 值 的 上 界 , 而 它 比 虹 小 . 这 与 数 时 的 定 尽 相 了 矛盾 ， 
在 贤 数 了 的 值 的 寺 界 的 情形 ， 证 明 是 类 似 的 ， 4 

最 后 我 们 指出 在 度量 空间 中 紧 集 的 连续 映射 的 下 述 重要 性 质 . 

le 紧 集 的 连续 像 是 紧 集 ， 

2 设 著 和 了 都 是 度量 空间 , 芒 是 紧 的 且 所 是 站 到 YY 的 双方 单 值 连续 映射 . 
如 时 日 己 太 是 任意 的 开 集 , 则 它 的 像 F(B) 是 了 中 的 开 集 . 同时 , 边界 9B 映 成 边 
界 , 内 点 映 成 内 点 , 外 点 映 成 外 点 , 而 且 送 映射 是 和 连续 的 . 
> ”我 们 来 证 明 这 个 命题 . 1°. 考察 紧 集 KK 的 像 F(K) 的 任意 的 开 覆 盖 . 根据 FF 的 
连续 性 , 此 覆盖 的 每 个 元 素 的 赣 像 都 是 开 集 . 这 些 和 集合 的 全 体 构成 了 紧 集 太 的 开 覆 
盖 . 从 这 个 覆盖 中 可 抽取 出 五 的 有 限 子 覆盖 . 那么 该 子 科 益 的 像 构 成 了 F(K) 的 有 
限 子 覆盖 . 


中 确切 地 说 , 是 在 O(zx, 5(z)) NK 中 有 界 一 一 译 者 注 . 


$7。， 连通 集 及 连续 性 - 247 。 


2°. 令 KBUBB. 那么 和 8B 都 是 紧 集 , 因为 它们 都 是 闭 集 而 蕊 是 紧 集 . 
K 和 和 88 的 像 同样 是 紧 集 ， 因 此 集合 FLKY) 的 边界 含 在 F(K) 中 , 这 表明 , KK 的 外 
点 yg 的 像 不 在 F{K) 内 所 及 FLK) 的 边界 之 中 , 于 是 点 F(y) 是 F(K) 的 外 点 . 对 
于 闭 集 所 = 久 \ B 重复 这 一 论证 , 得 知 , 集 B 的 内 点 5 映射 成 集 FB) 的 内 点 . 现 
设 点 x 是 B 的 边界 点 且 y= F(z) 是 它 在 Y 中 的 像 . 考虑 点 9 的 任意 一 个 邻 域 cy- 
根据 下 的 连续 性 ,oy 包含 点 z 的 某 个 邻 域 cx 的 像 . 但 由 于 zr e 6, 那么 在 os 中 
既 含 有 B 的 点 , 亦 含 有 B 的 余 集 瑟 \ 的 点 . 因此 , oy 既 舍 有 FCBY) 的 点 , 亦 含 有 
F(X B) = F(X)\ F(B) 的 点 , 这 表明 y e 8F{B), 县 FPF(8B) Cc 8F(B). 

现 考察 遂 映 射 下 -1, 它 是 室 间 YY 到 XX 的 映射 ,那么 ,任何 开 集 B 的 像 F(B} CTY 
都 是 Y 中 的 开 集 , 这 是 因为 F(B) 全 由 内 点 组 成 . 因此 映射 F~! 是 连续 的 . 

结论 1* 和 2° 全 部 著 证 ， 4 


87， 连 通 集 太 连续 性 


定 巡 27 度量 空间 六 中 的 集合 4 叫 作 是 连通 的 , 如 果 不 管 怎样 把 它 划 分 成 两 
个 互 不 相交 的 不 空子 集 Al 和 A2 时 , 4 和 4， 都 有 属于 4 的 公共 的 边界 点 ， 即 满 
足下 途 亲 件 的 点 a: 

1)aE di 

2} 在 点 a 的 任意 的 & 硫 域 中 都 既 存 在 集合 A1 中 的 异 于 ea 的 点 . 也 存在 集合 
4a 中 的 异 于 a 的 点 . 

在 平面 上 , 线段 , 矩形 , 辆 等 都 是 连通 集 的 例子 ， 

连通 的 开 集 叫 作 区 域 , 面 连通 的 紧 集 叫 作 连 续 统 . 

定理 9 设 4 是 及 ”中 的 连通 集 ， 函数 已 在 4 上 连续 ， 及 证 柯 在 点 XZ1、 2 后 
A, F(t1) = 0, F(z2) = ba < b. 那么 对 于 任意 的 数 c € [a,b), 疮 在 点 xr3 E 4 使 得 
Fra}=e. 
考虑 集合 MM = {ze 4|F(z) <c 和 Ma = {xz € 4A|F(z) > co). 根据 集合 4 的 
连通 性 , 存在 点 za < 4, 既是 Mi 的 边界 点 又 是 Ma 的 边界 点 . 在 每 个 邻 域 0. = 
0 (as, 二 ) 中 存在 点 on E Mi 和 点 姑 < Ma. 序列 fen} 和 {bn} 稍 收 伍 到 zs 那么 
根据 函数 F 的 连续 性 , 有 


Floa) = P( lim an) = lim, Flan) < 0 
Flxa) = PF( lm pn ) = Jim Fribn) 2 ee. 


可 风 严 fzs] = | 
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第 二 十 一 讲 
8$1， 玉 ”上 的 连续 函数 


再 次 注意 到 这 样 一 个 事实 , 由 于 阔 数 连续 的 概念 是 作为 函数 沿 着 基 的 极限 来 定 
义 的 , 所 以 对 于 ”个 变量 的 在 点 z = zo 处 连续 的 函数 可 以 完成 算术 运算 而 保持 连 
续 性 , 只 要 保留 通常 的 附加 条 件 使 分 式 ed 的 分 母 在 点 5 二 30 处 不 等 于 零 . 关于 
在 点 = 和 处 连续 的 函数 的 不 等 式 的 如 下 形式 的 定理 也 成 立 : 若 f(z0) > g(x0), 则 
在 点 至 = jo 的 某 邻 域内 有 .fF) > 9(z) 吕 . 

和 以 前 一 样 , 我 们 说 给 定 在 集合 4 CcC Rn 上 的 函数 f(x) 是 在 集合 8B c 4 上 连 
续 的 , 如 果 f(z) 在 每 点 £ e B 都 连续 的 话 @. 我 们 记得 , 对 于 在 紧 集 上 连续 的 函数 ， 
关于 辫 数 在 此 集合 上 有 界 的 定理 , 关于 达到 上 确 界 和 下 确 界 的 定理 以 及 关于 一 致 连 
续 性 的 定理 都 成 立 ， 而 对 平 给 定 在 连通 集 上 的 连续 函数 , 与 中 间 值 定理 类 似 的 定理 
成 立 . 

除了 这 些 性 质 之 外 , 多 变量 晃 数 还 具有 自己 固有 的 特性 . 

设 &= (aa…… ,an) 是 R" 的 某 个 点 上 且 销 数 f(x) 在 点 5 的 某 个 邻 域 中 定义 . 我 们 
挑 出 点 的 一 个 坐标 . 设 此 上 坐标 的 号 码 是 s,1 < s 去 n, 并 用 对 C Rn 表示 一 切 这 样 


中 原文 作 “着 f(z0) > 9g(z0), 则 .-…… 二] 之 g(#)", 不 妥 一 一 译 者 注 . 
多 这 里 “在 每 点 z € B 都 连续 ” 指 的 是 “相对 于 4 而 言 的 ” 连续 一 译 者 注 . 


§1.R* 上 的 连续 淫 数 + 249 : 


的 点 的 集合 . 这 些 点 的 一 切 坐 标 , 除了 第 s 个 以 外 , 皆 与 a 的 坐标 重合 . 如 果 作 为 自 
变量 考察 点 # & 型 , 那么 就 得 到 一 个 单 变量 zs 的 函数 plza] = ai ,za ,Gn). 
例如 ， 如 果 ft: Tr2) 一 wy 十 下 1 下 ?3， 则 fral = 1 十 1 人 Ta. 


定 光 1 说 函数 FF) 在 点 处 基于 变量 zs 连续 ,如 时 ofzraj 在 点 zs = as 处 
连续 ， 

可 以 给 出 函数 了 {x) 沿 着 任意 的 方向 连续 的 更 一 般 的 定义 . 

定 汉 3 称 尾 何 单 性 向 量 EE 怕 " 为 可 "中 的 方向 . 

定 汉 3 形 如 东 二 十 斌 的 点 五 的 全 体 所 成 的 集合 叫 作 : 

a) 从 点 元 出 发 滞 方 向 所 的 开 射 线 , 如 果 二 > 0; 

b) 闭 射 线 , 如 果 + 宕 侣 ; 

cj] 港 方向 5 通过 点 下 的 直线 , 如 村 £E€ 民 . 


我 们 来 考察 函数 w(t) = f(a + te). 
定义 4 说 函 教 f([F) 在 点 处 溢 方 向 6 连续, 如果 (8) 在 点 + 二 0 处 连续 . 


下 述 明 显 的 性 质 成 立 . 车 f(z) 在 点 过 = 五 处 作为 ”个 变量 的 基数 连续 , 则 它 在 
点 处 沿 任 意 的 方向 E 都 连续 . 反 过 来 的 命题 , 一 般 说 来 是 不 对 的 . 


例 1 设 函 数 f(z,y) 以 下 述 方式 给 定 : 


,车 2 十 六 关 0, 
f ， 一 2Z2 十 8 总 
他 人 (27 车 x=y 二 0. 


它 在 原点 关于 x 连续 亦 关 于 y 连续 , 但 在 此 点 作为 两 个 变量 z,y 的 函数 是 间断 的 ， 
2) 设 函 数 FLz 从 用 下 面 的 关系 式 给 出 : 


,善于 十 良 天 由 
站 车 z= 二 y=0. 
它 在 原点 处 洪 任 何方 向 都 连续 , 但 作为 两 个 变量 的 函数 在 原点 处 间断 . 


现 考察 上 映射 下 : Br -*， 民 *、 这 个 映射 单 值 地 对 应 于 m 个 天数 yp1(F),…， 
em (本 ,这 rm 个 函数 给 出 了 点 = F(z) e 有 RW 的 坐标 , 即 


rn {a 2 
0, 


亲王 五 (二 = (gp1(F),. ,Pm (FE)), ys = palF),s = 1 ,mm 


命题 1 为 使 映射 忆 : R" 一 有 mm 在 点 和 € 妥 * 处 连续 , 必须 且 只 需 每 个 函数 ps 
都 在 点 一 zo 处 连续 . 
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命题 的 证 明 直 接 从 连续 映射 的 定义 推出 , 这 是 因为 


os ~ bs < | >- be)2 < Dolo ol 


现在 我 们 把 关于 度量 空间 的 复合 映射 的 连续 性 的 定理 转述 于 多 变量 西数 的 情形 . 


定理 1 设 了 :了 Rn 一 及 "mg :及 "一 有 ,并 设 映 射 了 在 点 2 处 连续 , 而 函数 0 在 
点 加 二 f(z0) 处 连续 . 还 设 在 志 Bo 的 某 邻 域内 复合 函数 hi(F) = g(f(E)) 有 定义 . 那 
名 函数 户 在 起 和 处 连续 ， 


定 凡 5 设 4CRn 下:4 一 要 . 函 数 玉 叫 作 是 在 集合 4 上 一 致 连续 的 , 如 果 对 
于 任意 的 & > 0, 都 存在 数 5 一 6fe) > 0 使 得 对 于 任何 满足 条 件 plF, 科 < 达 上 的 FEA 
和 ge A, 有 |F(z) — FlY) < e. 


定理 2 在 紧 集 所 上 连续 的 函数 已 是 在 此 集会 上 一 臻 连续 的 . 
> ”给 定 任意 的 。 > 0. 取 数 si = ef/2, 并 对 每 点 2 € KK 考察 邻 域 O(5,6z(ei1)), 它 由 
满足 条 件 | 本) 一 了 ( 辐 | < a 的 点 5 组 成 . 那么 “截断 " 邻 域 O (去 Js(cD) ) 的 全 体 
覆盖 紧 集 KK. 根据 紧 集 的 定义 , 从 此 标 盖 中 可 选取 出 有 限 子 覆 盖 . 把 选取 出 的 这 有 限 
个 球形 邻 域 的 半径 的 最 小 信 取 作 5 = 5(e). 我 们 来 考察 满足 条 件 p(z, 悦 < 6 的 任意 
两 点 5e K 和 ge K. 那么 ,存在 O (zo,36sole1) ) 含 着 点 5 而 根据 三 角形 不 等 式 
有 
pg, 20) < p(T) + plE 20) < 6 + 63ole1) < Hao(e1)®. 
因此 ， 
1 国 — FD < (8) ~ f(ao)| + (20) ~ FD| < 2 = 
于 是 , 对 于 任意 的 < > 0, 我 们 指定 了 5 = 6(e) > 0, 使 得 对 于 任意 的 9 < K， 
只 要 pf 元 , 玉 <6 就 有 |FF) 一 天 们 | < se 可 见 函 数 了 在 紧 集 玉 上 一 致 连续 4 


82，R" 上 的 可 微 函 数 
设 数值 函数 f(F) 定义 在 点 = 5 & 有 R" 的 某 个 邻 域 上 . 


定 关 6 差 Arf 了 = 7) 一 了 (8) 叫 作 函数 f(5) 在 点 未 = 6 处 的 增 量 ， 差 
入 ZT 二 一 9G 叫 作 自 灾 量 二 的 增 量 ， 


向 量 A5 的 长 度 记 作 |Azl, 它 等 于 p( 却 ,可 . 
四 原文 此 式 误 为 pl 50) 芯 pf 十 pt,50) < 和 一 译 者 注 . 
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命题 3 车 函数 f(z}) 在 点 处 连续 , 则 它 的 增 量 AJ(FE) 当 AF 趋 于 零 时 起 
于 零 , 归 Af{3) 一 of1), 


证 明明 显 地 从 跑 数 沿 着 集合 基 的 极限 的 定义 及 性 质 推 出 
定 兴 7 了 自 变量 的 增 量 A 的 线性 函数 是 (于) 叫 作 通 数 f(F) 在 点 互 一 下 处 的 微 
分 , 如果 当 AE 一 0 时 , 增 量 Aff 了 zl] 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
Af 5) = 三 ( 动 十 of|Azl， 
车 丕 数 f(z) 在 点 二 = 避 处 存在 微分 咱 ( 到 ， 则 说 它 在 此 点 处 可 徽 . 
命题 3 车 酉 数 在 点 = 处 可 微 , 则 它 在 此 点 处 连续 . 


命题 的 证 明明 显 地 从 下 述 事实 推出 : 当 Az 一 0 时 Af{z) 一 0. 
再 次 强调 , 函数 f(z) 在 点 3 = 下 的 增 量 的 线性 部 分 或 者 说 主 部 , 叫 作 它 在 点 
3 二 6 处 的 微分 . 由 于 df(F) 是 线性 函数 , 它 可 写成 形式 


dE) = zl1 — 01) + mm 一 on) - an 


其 中 4。 是 某 些 实数 而 Axs = ze。 一 os. 如 果 f(3) = ze, 则 才 伍 ) = drs 一 Ar 
定理 3 设 f(5) 在 点 二 = 5 处 可 徽 ,那么 每 个 坐标 吏 教 we(za) = Fa 
za， ,an] 都 在 让 x = as 处 可 微 , 且 As 二 (05),3 一 1 人 
= ”在 通过 微分 表示 在 点 z= 二 a 处 的 增 量 Af(z) 的 公式 中 令 zr 二 ar,Tr 关 #8. 得 
Af(z) = f (2) — f(a) = AsArs + ollAzral). 
那么 , 根据 薄 数 ps(xs) 的 定义 , 有 
了 [本 — (0) = pefze) 一 psfas) = AsArs + ollAzrs)). 


是 A li 的 sf zs) 一 oskas) 网 | ) 本 
s TA,o Ars 一 
定义 8 若 导 数 p'(as) 存在 , 则 称 之 为 函数 了 [五 ) 在 点 瑟瑟 处 的 关于 第 s 个 


变量 的 偏 导数 , 并 记 作 
(0 2 -二 加 
Fae drs Ore ia 


推论 函 教 1(3) 在 点 5 一 5 处 的 微分 单 值 地 加 成 如 下 形式 : 
_ 0f(@) + 好 9 
一 A 二 A 


王家 


A 
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”> 砂 性 质 之 证 明 是 明显 的 关 
例 设 f(x, 四 = 十 zy. 那么 


J Y) = 2 二 Y, =x, d(x,y) = (2 + War + way. 


于 是 , 琢 数 在 一 点 处 可 徽 的 必要 条 件 是 在 此 点 存在 全 部 偏 导数 . 现在 来 证 明 函 
数 在 一 点 处 可 微 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 4 设 在 点 互 的 某 邻 域内 ,存在 全 部 的 偏 性 数 2 二 1]... 且 这 些 
偏 导 函数 在 点 瑟瑟 处 都 连续 , 那么 玫 数 f(F) 在 点 五 处 可 组 


”> ”为 简单 起 见 , 我 们 认为 1 二 2. 函数 f(x, 在 点 (6, 扩 处 的 增 量 Aft{zr,y) 可 写 
成 : 
AFfl(r, y= flat+ Mr b+ Ay) Oo fa,b) 
一 [Fa 十 Ar,b + A 一 fla,b i Ay)) 十 {fia,b + Ay) 一 f la, b)). 
对 于 括号 中 的 每 个 蔗 可 以 分 别 使 用 拉 格 度 日 有 限 增 量 公 式 , 这 是 因为 在 点 {a, 丫 的 
所 考察 的 邻 域内 , 图 数 f(x,y) 关于 x 和 关于 y 分 别 有 连 续 的 偏 导 隐 数 . 我 们 得 到 
ye 由 -= Ht Ebt A A fe.b + A) A, 


其 中 &,n 是 满 是 0 <<< 410 < <1 的 数 (它们 与 a,5,Asx,Ay 都 有 关系 ) 吕 , 接着 ， 
根据 偏 寻 函数 的 连续 性 , 当 Az 一 0 和 Ag 一 0 时 , 有 下 列 关 系 式 : 


Pte b+ Ay) - 2 fb | of 


De b+ nay) 日 b) ; 
a = yy + ol1). 
由 此 得 到 ， ， 
Af(wD) = EArt+ -A 7 (8b) 4 ol|Az| + |Ad)). 
由 于 
iAz| Az |Avl |Az, A (Ar,Ay) 
所 以 


Afa 加 2 和 和 An+ Ay + ollA5l) = f(s) + ollAal) 


即 函 数 (zx,s 在 点 (la,5) 处 可 微 ， 二 
中 原文 此 外 说 &,5 是 常数 , 似 不 要 一 一 译 者 注 . 
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我 们 引入 一 个 在 点 (0,0) 的 邻 域内 有 偏 导 隆 数 但 在 此 点 处 不 可 微 的 连续 函数 的 
例子 : z = Wizyl. 
此 函数 当 zz 十 久子 0 时 显然 有 偏 导数 . 根据 定义 , 在 点 (0,0) 处 也 有 偏 导 数 : 
和 zk0,0] ”2 和 了 0) 一 z{0,0) 0 起 z(0,0) 


让 T Tr : Ay 0, 


因此 ,z5(0,0) = 0,z4(0,0) = 0. 

而 车 Ar = Ay > 0, 则 函数 za 分 在 点 但 ,0) 处 的 增 量 等 于 Ax, 但 是 根据 微分 
的 定义 , 它 应 该 是 ofAz). 

因此 , 函数 xz = Vizy| 看 点 (0,0) 处 不 是 可 微 的 . 


第 二 十 二 讲 


8$83， 复合 函数 的 微分 法 


定理 5 设 p(X) 一 (gp1(2),… ,pm(X)) 是 从 取 ” 到 有 Rm 的 映射 它 定义 在 点 

无 一 五 的 某 邻 域内 且 在 此 点 处 可 微 . 还 设 对 于 某 E > 0 和 某 上 55> 0 二 的 6 邻 域 避 (本 中 

在 映 盘 中 之 下 的 像 锯 念 在 点 五 = po 可 的 8 邻 域 之 中 . 最 后 设 对 于 任何 点 5 € O(b,e)， 

数值 函数 了 {四 ) 都 有 定义 , 且 了 在 点 5 处 可 微 . 那么 复合 函数 h(5) = (pf 元 )) 在 点 
五 二 & 处 可 微 且 上 成 立 等 式 

oh _ Oh pl | Oh dpm 

Ors dn Ar, ym Or 


这 里 , 关于 变量 zs 的 偏 导数 是 在 点 x = 5 处 取 的 , 而 关于 页 的 偏 导 数 是 在 点 3=b 
本 联 的 , [= 1,:…- ,in. 

zw ”根据 函数 f( 妨 在 点 下 = 日 处 的 可 微 性 , 在 自 变 量 的 任意 的 增 量 A# = 一 5b 之 
下 , 函数 的 增 量 Af 可 写成 : 


8 = 1,.… ,1. 


Af = of +ollAd), 


其 中 mp 
of = 2, 5 全 委 
用 函数 pi{z) 对 应 于 自 变 量子 的 增 量 A# 的 增 量 Ai 代替 Aw. 那么 此 公式 的 左边 


得 Ahlz), 有 目 公 式 成 为 


Ah 的 = DL gr) + olA(E)). 
1!=1 
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根据 冰 数 wm 人 二) 的 可 微 性 , 有 
APi(F) = > fata, +odAzl), [= 1,.:,m. 
和 9 一 1] 出 


诸 函 数 yi(z) 在 点 互 一 五 处 的 俩 导数 都 是 具体 的 实数 . 因此 存在 实数 M > 0, 使 得 
这 些 偏 导数 的 绝对 值 都 不 超过 JjM. 那么 有 


Ap < 2Mn|Azl, | 和 ol < 2Mn?|AF|. 
由 此 得 到 
olAg(E)D) = ollAF)). 
现 将 Agpi(F) 的 值 代 人 到 关于 Ah(z) 的 公式 中 , 就 得 到 定理 的 结论 ， 4 


推论 1 (一 阶 微分 的 形式 不 变性 】 如 果 在 一 院 微 分 丰 ( 玖 的 表达 式 中 代 声 独立 
增 量 Ays 以 函数 如 = psl¥) 的 微分 , 那么 所 得 的 表达 式 就 是 复合 函 孝 h(E) 一 Fe 人 五 ]] 
的 微分 . 措 向 话说 , 务 教 的 一 阶 微 分 的 形式 当 独 立 变 量 成 为 因 变 渗 数 时 , 不 发 生疏 变 . 


推论 的 结论 万 是 定理 5 的 论断 的 简单 改写 . 


推论 2 
微分 法 则 
下 环 公式 感 立 : 
a) d(eu) = edu Ve € R; edluo] = tudo + vd 
bj dio = duidv: dd 一 】 一 se 当 w(j0) 关 0 时 . 


> 我 们 仅 证 明 性 质 0), 设 z= zu 名 = uv, 那么 


dz = 2 十 Oz = vdu + udu, 
du eh 


在 w 和 % 都 是 其 他 独立 变量 的 函数 时 ， 我们 就 使 用 -一 阶 微分 形式 的 不 变性 ( 推 
论 1)， 司 
§4. 方向 导数 . 梯度 


设 给 定 方 网 E = (et en 上 加 = 1 以 及 坐标 轴 Oz1,-… ,Ozn 的 向 量 方向 
六， 各 ,那么 显然 , 若 as 是 后 和 下 之 间 的 夹 角 , 则 


es = (E, ks) = |ellRs| cos ers = Cos os. 


根据 这 个 定义 , 数 e;,… ,en 叫 作 方向 8 的 方向 余弦 . 


85， 括 分 的 几何 查 党 - 255 . 


设 f(z) 是 一 个 在 点 5 = 处 可 微 的 函数 , 且 E 是 某 个 方向 . 我 们 来 考察 复合 函 
数 0) = f(a 十 语 ). 它 是 一 个 变量 t 的 函数 , 且 根 据 关 于 复合 函数 的 徽 分 的 定理 , 在 
t= 二 0 寻 成 立 等 式 


dh() = (Odt = > 2 eadt. 
5 二 1 加 


那么 


af 世 of 
“加 一 之 有 COB za。 


定义 8 此 量 叶 作 顽 数 了 [Fz) 在 点 互 处 沿 方 向 忆 的 导数 ， 


记 作 : 
| Bf _ Of(®) 


De de 


定 兴 10 向 量 


叫 必 未 数 f(x) 在 点 五 = 5 处 的 梯度 , 记 作 : 


Vi = Eradf. 
于 是 
(egradf) = (6, V1), 
| v= (a 二 
Br “Drn 
是 “ 计 普 拉 " 算 子 . 
我 们 给 出 方向 导数 的 某 些 性 质 


1。 函数 f(z) 的 方向 导数 的 最 大 值 等 于 梯度 向 量 的 长 度 , 且 在 方向 巨 一 
上 达到 ， 
2。 若 梯度 向 全 为 替 向 量 或 者 它 与 方向 向 量 重 直 , 则 方向 导数 等 于 零 
4 如 果 二 -请 则 函数 FE] 港 E 的 方向 导数 达 最 小 值 -|gradf|. 
由 此 看 到 , 孙 数 在 梯度 方向 上 的 增长 速度 最 大 ， 


vf 
[YA 


$5. 微分 的 几何 意义 


为 了 简单 起 抑 , 我 们 只 考虑 两 个 变量 的 函数 . 

定义 11 任何 定 又 在 某 区 域 人 C 及? 上 的 连续 函数 = 二 ffz 的 图 你 咱 作 是 
及 3 中 的 曲面 已 . 换 机 话说 , 曲面 PP 肿 这 样 的 上 监 (3,y,2) E Ri 的 集合 , 其 中 坐标 z 扎 区 
与 点 {2, 谥 和 CR 以 关系 式 zz 二 ffx, 加 相 联 系 . 


.256 ， 第 十 四 章 多 变量 函数 的 微分 学 


我 们 记得 , 区 域 指 的 是 连通 开 集 . 
定义 12 说 曲面 z = 方 (mW 和 曲 而 z = 序 (z, 匀 在 点 {a,b,c) 处 彼此 相声 ， 加 
了 时 c= 有 ila, 了 = fala, Db) 且 盖 
rr Y) 一 f(x,y) 一 fl, 切 
当 | 一 看 一 0 时 是 ol|x 一 |). 
一 次 函数 z 二 kz 十 引 十 m,k,1,m Ee 及 的 图 像 是 Rs 中 的 平面 . 


定理 6 设 甬 数 f{F) 定义 在 O(5,e) CC RR? 且 在 点 二 二 5 处 可 微 ,而 且 z0 = f(a5). 
那 双 由 形 如 
3 


# 一 2 如 一 Qi) 十 一 一 一 (To 一 02) 


的 线性 方程 给 定 的 平面 I 与 曲面 已 : > = f{z) 在 yy 五 二 5 处 相 切 . 
。 ”把 平面 I 看 作 是 一 次 琐 数 g(#) 的 图 像 , 其 中 
9(2) = zo + df (1). 
由 于 郑 数 f(z) 在 点 = 5 处 可 微 , 所 以 
J {2) — 9g(2) = f(a) + df (FE) + oAEl) ~ 20 — of (2) 一 of 和 了) 


因此 , 根据 曲面 相 切 的 定义 , 平面 I 和 曲面 P 彼此 相 切 . < 
后 面 , 我 们 需要 租 面 的 法 线 的 概念 . 


定 光 13 称 过 点 (ro, Yo: 20) 与 向 量 (fF, 一 本 平行 的 直线 为 曲面 P:zo= 
f(z,Y) 的 法 线 ， 


df (a) (zi 
| 
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$86， 高 阶 偏 导数 


设 沙 数 ftz) 在 某 5 邻 域 0(5,) 内 有 全 部 一 阶 偏 导数 人 2 05) ) 1...,n. 这 些 
篇 导 数 自身 都 是 n 个 变 元 的 函数 , 并 且 可 能 还 有 偏 导 数 ， 好 总 定 义 下 列 的 二 
Da Bf on av _ 
BTr (起 ) DoBre fasor 一 js 
这 些 量 叫 作 二 阶 偏 导数 , 如 果 s 关 7, 则 它们 叫 作 混合 导数 . 

下 述 关 于 二 阶 混合 导数 的 定理 成 立 . 


86， 高 防 仿 导数 .257 . 


定理 ( 施 瓦 茨 定理 ) . 设 画 数 Ffzizay 在 点 五 = 65= (a1,02) 的 森 郁 域内 有 二 
阶 混合 导数 5 半生 并 ,并 且 它 们 都 在 点 卫 一 8 处 连续 . 那么 在 点 二 一 处 
Ti Dradr] 
这 些 导 数 彼 此 相等 , 县 
fr sad) = fer (5). 


ww 考察 函数 f{z) 在 点 去 = 五 处 的 第 二 差分 A27 : 

Af = Fal + ha t ho) — flai + hg) -aloo + ha) + flo1, 02). 
令 pflz] = f(z,a2 十 hz) 一 了 (zx, 69), 使 用 拉 格 妆 日 有 限 增 量 公式 两 次 , 得 

efal 十 由] 一 Pei) = hg {ar + hi) 


一 hi (££, (ai 十 Rl; to 十 h2) 一 fi, {a1 十 gh, a2)) 
一 hihaf’ (aa 十 di1h1, oa 十 Oah2). 


根据 函数 六 。(zi, zs) 在 点 3 二 5 处 的 连续 性 , 有 
PLL 十 h1) PIG1) ~ hiha( fe zo (a1, 22) 十 ol1)). 


另 一 方面 ， 
pfel +t hi) — pla) = Wa + ha) — Wa2), 
其 中 W(x) = Flal + aiz) 一 fla1;x), 再 用 拉 格 朗 日 定理 , 得 


pas + hz) — plan) = ha(fs, (oa1 + hi, mat Wa) — fo, {a1 a2 十 的 jj 
= 各 jj (at + Hh t+ Wha) = ihol fen (01: 02) + o(1)). 
从 而 成 立 等 式 
fr a0 2) = fis (G1 02). 二 
定理 名 ( 杨 定 理 ) 设 圳 数 fi, (71, LT2) 和 fr, (1, To) 都 在 点 下 二 二 (01, 02} 的 
某 个 部 同 内 定 又 且 在 点 二 处 可 徽 . 那么 
疡 aas(alyaa] 一 frr (W102)- 

p ”考察 函数 

Alf = foi+h,a+h)— Float hoa) — fo,aa th)+ flo, a2), 

p(x) = fx, 02 + h) — f(z a2). 


A = pat PD — yl). 
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成 拉 格 户 日 定理 推出 
和 = hyp (ot i) = h(fi, (0 t+ ih, az t+ A) — f(a + hh, a2)). 
根据 函数 有 (zi,za) 在 点 =a 处 可 微 ,得 
所 (aa Ah,as +h) — fa lart ho2) = hf (D+ hfs, sald) + olh), 
fs, (al + Oh, a2) — fo 03, 02) = BA ys, (B) + ol). 
因此 
A2f = hf (0) 十 oj 
另 一 方面 ， 
ASF = Was 十 为) — Ww(a2), 
其 中 区 四 = ffai 十 入 一 了 m1; 幼 , 与 前 面 类 似 地 得 到 
和 一 生产 (0) + o(h?). 
于 是 
Fizal01; 02) = fre, (01;02). 志 
推论 。 杨 定理 和 施 羽 英 定 理 对 于 n> 2 也 成 立 . 


为 证 此 推论 , 需 固 定 除 zxr 和 zs 以 外 的 其 他 变量 , 并 使 用 已 证 的 定理 于 所 得 的 
陋 数 . 


定 光 14 况 数 f(z) 叫 作 是 在 一 点 处 二 次 可 微 的 ,如 果 它 的 一 茹 一 阶 偏 导 数 都 在 
此 点 可 微 . 一 般 地 , 函数 叫 必 是 nn 次 可 竹 的 , 如 果 它 的 一 切 nn 一 1 阶 偏 导数 都 是 可 徽 
函 孝 . 


定理 9 (可 微 的 充分 条 件 ) 为 使 画 数 jlF] 在 一 点 处 是 nn 次 可 微 的 , 只 需 它 的 
一 切 nn 阶 恼 导数 都 在 此 点 处 连续 . 


证 明 用 归纳 法 完成 . 


推论 ( 杨 定 理 的 推论 ) ”如果 函数 f(£) 是 n 次 可 微 的 , 那 公 直到 n 阶 的 混合 偏 
导数 都 与 其 中 求 导 的 次 序 无 关 . 


证 明 使 用 杨 定 理 , 归纳 地 完成 . 


87. 高 阶 微分 . 泰勒 公式 
设 函 数 f(x) 在 点 z= 吉 处 二 次 可 微 . 固定 增 量 dz = Rh. 那么 得 到 由 下 式 定义 的 


人。 高 阶 微分 .泰勒 公式 .259 . 


新 的 函数 g(x) = g(x, 及 ) 
9 = YD = Th. 


县 


2 8 fof(lz 
J -DhAer (He) 
现 置 hs = Azs = dx,. 那么 得 到 


P75) = DDO dzsdr,. 


这 个 表达 式 中 作 函 数 f(z) 在 点 # = 5 处 的 二 阶 微分 . 类 伺 地 定义 天 阶 微分 dr 了 (1) : 
9 各 局 oo 
3 
显然 , 这 个 表达 式 可 以 用 如 下 记号 写 出 : 


下 
dR F(Z) = 全 总 ) 1 (a), 


3 一 于 


其 中 为 得 到 展开 式 应 让 地 相 括 级 胡 达 式 的 者 和 成 帮 项 式 而 把 竺 时。 


看 作 是 独立 变量 , 然后 在 表达 式 一 一 5 的 分 子 的 右边 补 写 上 f(a). 

我 们 指出 , 当 r > 2 时 ,dr (a) 机 涪 科 不 具有 不 变性 质 如 果 在 肛 f(z) 的 表达 
式 中 代替 dx。 以 函数 zs = ps( 有 DD 的 微分 , 那么 就 得 到 一 个 一 般 说 来 已 不 是 二 阶 微分 
的 表达 式 ， 

实际 上 , 如 果 天下 = Fe 人 GD), 那么 


ah) = 333 a 于 endpr+ 2 让 Br < py,. 


9 二 1 Tr 二 


这 里 我 们 用 到 
of of of 
d (Bdes) 一 区 (党 - dps 十 Bd Pe 
但 车 mm 介 是 一 次 函数 , 即 


‘Ps{i) 一 An s 十 Al,sti 十 … 十 Mn,stn, 


260 ， 第 十 四 童 多 变量 簿 数 的 和 袜 分 学 


则 有 ep。 = 0, 从 而 依然 发 生 二 阶 微 分 形式 不 变 . 类 似 的 结论 对 于 三 阶 微分 等 也 成 立 . 
据 此 , 例如 当 却 = 瑟 十 契 朋 9g 全 = FE+ 坛 ) 时 ,有 


zy7G+ 二 | -aeg| = sO)at), 
t=0 t—0 
从 而 函数 g(t) 是 > 阶 可 微 的 ， 
我 们 使 用 这 个 注 记 于 推导 n 个 变量 的 卫 数 的 泰勒 公 \ 式 
定理 10 ( 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 ) 设 函 数 六 二) 在 点 王 二 互 处 次 可 微 . 
那么 当 五 趋 于 区 时 咸 京 下 述 公 趟 : 
f(3) = P(E) 十 r(z), 
其 中 
_ 1 1 _ 
P(z) = f(a) + YD ,+ f(D a + f(a) 加 
r(z) = of 元 一 可 ， 
pp ”对 参数 使 用 数学 归纳 法 ， 对 于 = 1, 定理 的 结论 从 函数 的 微分 的 定义 推出 . 
现 设 > 1. 
从 定理 的 条 件 推出 , 函数 r(£) 在 点 z= 6 的 某 邻 域 U5 内 有 直到 一 1 阶 的 一 切 


含 导数 . 此 外 , 在 点 元 处 函数 r(x) 本 身 及 其 一 切 直 到 大 阶 的 篇 导数 都 等 于 零 . 
往 下 设 ze UAx = 一 a. 那么 


9 


r(z) 一 于 元) 一 7 人 (G) 一 了 (在 十 生计 ] 一 FE] = Dit+: + D,, 
其 中 , 对 于 s 三 1,… ,n, 量 Ds 用 下 述 等 式 定义 
Ds = r+ Agi ,ts tT Ars, afl ,On) 
一 rfel 十 六 2 gl + ALel, da ran) 
= g(ts + ATs) — g(as). 
由 此 , 使 用 拉 格 朗 晶 公式 于 每 个 量 Ds, 对 于 某 些 满足 0 < <1 的 &, 得 
Ds = g%, (Qs 十 名 Ara)jArs — Th (H+ D0)AT,, 
其 中 5 = (Axi,… :Ar itsAzrs0 ,0). 因此 ， 
7( 元 ) = rh (G+)Ar 十 … 十 ra G+ Dn) ATn. 


我 们 看 到 , 对 于 每 个 s = 1 ,nm 点 十 入 EU 因此, 可 以 对 于 等 式 右边 的 各 
偏 导 函数 使 用 将 参数 撞 为 上 一 1 之 后 的 归纳 假设 , 那么 , 对 于 从 1 色 n 的 全 部 s 
都 有 


rr (G+o) 一 (| 二 一 本 


§8.， 逆 勒 公式 的 应 用 , 多 变量 孟 数 的 局 部 极 值 -站 1 


由 此 推出 r{z) = oljE 一 可 *)， 司 


定理 11( 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 ) 设 函 教 fi) 在 每 点 庆 E Ofa,s) 处 
都 有 大 十 1 阶 微分 ,其 中 < 是 某 个 正 数 .那么 对 于 任意 的 点 5 E O(mc)， 下 在 点 
5 一 互 十 8 一 下 ,0<8<1 使 得 


at 
di—b—a {K+ 1)! az 


/0 -10 + HE 


sl 


和 设 gt 二 f(a 十 t 届 一 本 ), 那么 根据 单 变量 函数 的 带 有 拉 格 舰 日 型 余 项 的 泰 其 公 
式 , 有 
E(k) 【8 十 1) 


其 中 9< 昌 <1. 由 于 成 立 公式 


9(0) = 60), gO = 0) 0) = 0) 
gt+l) [分 = dt FO 


一 了 
可 让 一 在 一 五 


把 它们 代入 上 面 的 关系 式 中 , 就 得 到 定理 的 结论 4 

注 我 们 指出 使 得 带 刷 亚 诺 型 余 项 和 带 拉 格 并 日 型 余 项 的 泰 蒜 公式 成 立 的 条 件 的 差异 (定理 
10 和 定理 11). 在 第 一 种 情形 , 仅 假定 函数 f(#) 在 点 率 一 5 处 及 重 可 微 性 , 而 在 第 二 种 情形 
则 要 求 函 数 FE 在 一 个 邻 域 O(a5,5) 上 处 处 有 上 十 1 重 可 懒 性 . 我 们 注意 到 , 在 单 变量 前 数 的 情 
形 , 丽 数 在 点 > 一 a 处 的 大 重 可 徽 性 保证 了 在 此 点 的 一 个 邻 域内 的 站 于 重 可 短 性 , 而 在 多 重 的 
情形 , 这 个 条 忻 只 纺 出 在 此 邻 域内 直到 玉 一 1 阶 的 篇 导数 的 存在 性 ， 


第 二 十 四 讲 


88， 泰勒 公式 的 应 用 . 多 变量 函数 的 局 部 极 值 


多 变量 晒 数 的 局 部 极 值 点 的 定义 与 对 于 单 变量 函数 所 作 过 的 定义 , 逐 字 逐 句 完 
全 一 样 . 而 且 一 般 地 , 对 于 定义 在 任意 的 度量 空间 上 的 函数 也 是 一 样 , 只 是 使 函数 有 
极 值 的 点 的 = 邻 域 是 通过 相应 的 度量 来 定义 的 . 


定义 15 点 五 E 了 "时 作画 教 了 (5) 的 严格 局 部 极 大 点 ， 如 果 存 在 点 五 的 = 邻 域 
O(a,2), 使 得 对 于 任何 元 关 却 且 天 EUaes) 都 有 不 等 式 了 {4) < 了 (六 : 


车 f(z) < f(a) 则 豆 巴 作 非 严格 极 大 点 ; 


. 262 . 第 十 四 章 多 变量 函数 的 向 分 学 


若 Fi > f(a) 则 a 可 作 严 格 极 小 点 ， 

若 (天 fl@) 则 a5 是 作 非 严格 极 小 点 . 

在 一 点 外 的 严 烙 局 部 极 大 值 和 严 祝 局部 被 小 值 都 叫 作 在 一 点 处 的 严格 局 部 要 人 情 ， 
而 非 严 烙 的 局 部 极 大 值 和 局 部 械 小 值 叫 作 非 严格 局 部 极 值 . 


定理 12 〈 极 值 的 必要 条 件 ) 若 志 是 函数 f(z) 的 非 严格 的 局 部 极 值 点 ,并且 函 
数 (本 在 此 点 有 微分 呀 (5) |。 。， 那 么 对 于 任意 的 增 量 和 二 尼 有 
= 0. 


车 二 芷 


F(z) 一 0 或 者 gradf 全 


e 显然 , 只 需 证 明 , 对 于 == 1,… ,n 成 立 等 式 
8f (3) 


= 习 . 
dr, 


品 一 下 
考察 冰 数 g(t) = f(a 十 十,)) 其 中 es 是 轴 Ox 的 方向 向 量 . 那么 显然 ,8 的 以 
t= 二 0 为 局 部 极 值 点 , 从 而 970] = 0. 但 由 于 


Of (Zz) 
OIs 


所 以 定理 的 结论 获得 证 实 ， 要 
定义 16 使 函数 F 五 ) 的 梯度 等 于 堆 向 量 的 点 下 加 作 另 教 f(F) 的 稳定 点 . 


我 们 发 现 , 函数 f(z) 在 点 = 5 ERn 处 的 二 阶 微分 是 nm 个 变量 dr ,dr 
的 二 次 型 ， 


定义 17 函数 F 元 ) 的 稳定 点 元 叫 作 是 正则 的 , 著 在 此 点 存在 二 阶 微分 吧 所 可 
且 它 是 变量 dz ,dzn 的 非 如 化 二 次 型 , 也 就 是 说 这 个 二 次 型 的 矩阵 的 行列 式 异 
于 零 ， 


定理 13 ({ 极 情 的 充分 条 件 ) 设 五 是 函数 f[j) 的 稳定 点 , 即 此 鸣 数 在 点 巨 处 的 
微分 等 于 堆 , 又 设 在 此 点 函数 有 二 阶 微分 , 它 是 变量 dx1,.… ,dzn 的 非 返 化 二 决 型 ， 
那么 : 

1) 车 在 此 点 达 (FZ) 是 正定 二 次 型 , 则 函数 f{(W) 在 点 主 = 5 处 取 局 部 极 小 值 ， 

2) 著 到 Fa) 是 负 定 的 , 则 & 是 局 部 极 大 点 ; 

3) 车 五 FI 本 是 不 定型 , 则 a 不 是 局 部 极 值 点 ， 


> 1) 用 A 来 代表 变量 dr,,s = 1,… ,n 的 二 次 型 2 了 (&) 的 矩阵 , 而 用 S53) 代表 
满足 |Aj| = 1 的 是 2 & 有 R" 的 集合 . 

集合 5[ 如 是 有 界 的 , 并 因 其 与 自己 的 边界 83{a) 重合 从 而 包含 这 个 边界 , 所 以 
是 闭 的 . 结果 5(a) 是 紧 集 . 因此 , 在 集合 35( 本 上 , 二 阶 微分 作为 增 量 A5 的 晒 数 达 


=y(0)=0 


于 二 五 
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到 它 的 航 小 值 1n, 即 存在 部,|ao| = 1, 使 
7)|, ,=m>0, 
二 立 , 训 不 二 0 
我 们 见 到 , 对 于 任意 的 向 量 A5 = |Azla,| 引 = 1, 有 
P10) ,= IAPera) | 
根据 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 , 得 
Af(E) = df (0) + SP F(a) 十 ollAal) 


= 51AP/( 


一 瑟 , 志 


TellAzl ) 


于 二 议 


> 3|Azlm(1 + o(1)). 


于 是 存在 = > 0, 使 得 对 于 一 切 z € O(Ea,e], 天 天 区 成 立 不 等 式 Af(2) > 0. 
2) 此 款 可 类 似 地 考察 . 
3) 根据 二 次 型 她 7 可 的 不 定性 , 得 mr < 0 < M, 其 中 


af = Sup, 7 人 m 一 LE d 了 (可 ， 


并 且 量 好 在 向 量 & 处 达到 , 而 量 mx 在 向 量 Bw 处 达到 . 那么 , 耳 数 g(t) = 5 十 起 1) 
在 1=0 处 达 严 格局 部 极 小 值 @, 而 函数 gsj = 了 (a 十 tez) 在 上 =0 处 达 严 格局 部 极 
大 值 全. 可 见 , 函数 了 (3) 本 身 在 点 & 的 任何 邻 域 中 都 既 取 到 比 f(5) 大 的 值 , 也 取 到 
比 f(a) 小 的 值 . 从 而 点 a 不 是 f(z) 的 局 部 极 值 点 .4 


89， 隐 函数 


设 给 定点 (a, 站 = (oa ,an_110) € 及 ", 给 定 它 的 s 邻 域 , 以 及 属于 此 邻 域 并 
满足 方程 f(z,g) = 0 的 点 (3, 雪 的 集合 . 

定义 18 nn 一 1 个 变量 至 二 (zi,… ,Wn_1) 的 函数 p(F) 定义 在 点 各 的 某 邻 域 
上 , 叫 作 是 对 应 于 方程 f(F, 妇 = 0 的 隐 涵 数 , 如 果 对 于 此 6 邻 域内 任何 3 都 成 立 等 
去 f (2, pt{F)) = 0. 

定义 19 函数 J(F)} 叫 作 是 在 区 域 PC Rn 内 的 光滑 函数 ,如果 对 于 任何 En， 
它 都 在 去 元 处 可 微 ， 而 且 它 的 偏 导 函数 在 人 上 连续 . 

我 们 来 证 明 关 于 隐 疝 数 的 定理 . 


外 此 处 康文 作 “ 局 部 极 大 值 * 一 一 译 者 注 . 
入 此 处 原文 作 “ 局 部 极 小 值 "一 一 译 者 注 . 
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定理 14 { 隐 尔 数 定理 ) 设 
1} 函数 fy 在 点 (a, 门 € 民 ? 的 革 < 邻 域内 连续 ; 
2) flo,b) = 
时 of 二 和 计 /在 全 上 连续 ; 
4) HD 、0 


那么 厅 在 唯一 的 定义 在 a 的 某 5 孝 域 内 的 区 数 gy = lzh 使 得 

1) v(m) = b; 

2) 对 于 一 切 属于 此 问 邻 十 的 了 成 立 f[z, wp(z)) 一 上 0. 此 外 , 比 画 数 plz) 是 光滑 
的 而 且 
fo(2,Y) | -ee 
ji Y) | | 
> ”由 于 户 (z,2) 在 人 上 连续 且 所 (a,8) > 0, 所 以 存在 以 点 (a 如 为 中 心 , 边 平行 于 
坐标 轴 且 长 度 为 20 的 闭 的 正方 形 KK 会 于 9 之 中 , 使 得 在 此 正方 形 上 隔 数 (x,y) 
的 最 小 值 mx > 0. 根据 f(x, 科 > 0, 画 数 fta, 胃 是 严格 增 的 . 再 和 由 Fa 有 = 0, 知 
fla 二 六 > 人 且 fa 一 了 < 和 0 根据 函数 f(z,w) 的 连续 性 , 存在 5 > 0, 使 得 对 于 
任意 的 ze la 一 a+ 丰 丝 有 Febp 二 >D0 和 jz 一 外 <. 

由 此 推出 , 在 连接 点 41 = 41(z) = (z,6 一 习 和 42 = 42(x) = (zz 十 玉 ) 的 线段 
上 严格 增 函 数 g(y) = f(z, 访 仅 在 一 个 点 yz 处 等 于 零 . 对 于 每 个 点 E 划一 上 aa 十 个， 
让 点 yw 与 之 对 应 , 这 就 定义 了 一 个 畏 数 y = wz) = gs, 它 满足 


oO) 一 一 


fx, P(r)) = 了 (ze = 0, 


并 且 从 等 式 Fa 站 =0 知 wofa] = 

函数 ofz) 就 是 要 找 的 隐隐 数 . 只 需 证 明 , 函数 9 = p(x) 在 开 区 间 (a 一 上 ea 十 本 

上 可 微 且 
pz) = LACHA 
foul, p(T)) 

我 们 先 证 p(x) 的 连续 性 . 设 点 z 和 zo 属于 开 区 间 (a -- 5a + 全. 我 们 来 证 当 
Az = 一 7 一 ro 一 0 时 Aplzol = p(x) — p(x0) 一 0 置 y = pr), go = p(x0), AY = 
Aepfe). 那么 f(zo, Yo) = 0. 结果 , 对 于 函数 g(t) = f(zo 十 tAz, yo 十 礁 胡 成立 等 式 
9(0) 二 g(1) 二 0. 函数 9 人 在 每 点 t& [0,1] 处 骨 有 导数 


g(t = fro +t tAT, yo tA AT+ fy{xo + tAT, jo tA AY. 
根据 罗 尔 定理 , 存在 数 ge (0,1) 使 ¥(9) = 0. 由 此 得 到 


Ag _ NO 
Az 一 fe) 
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其 中 过 = (zo 十 8Ax,o 十 8Ay). 因此 


Ay 
A 


< MmgxlfilzW), m=mn|f(e,W|>0 


从 而 量 人 Y 有 界 . 因此, 当 Az 一 0 时 Ag = AvAY 0, 即 p(x) 是 连续 函数 . 此 
外 ， 出 于 当 As 0 时 Ay 一 0, 那么 一 (co 加) 进而 根据 偏 导 函数 大 和 记 的 连 
续 性 以 及 大 >0 得 ， 


， . Ay felF, |， 一 sf 

(2 = lim =P(%) 

(2) Azt0 Ar EAE yy} | -en 

注 工 .把 函数 了 摘 成 了 = 一 了 就 把 户 (z,) < 0 的 情形 归结 到 已 考虑 过 的 情形. 

2. 函数 4 = wp(z) 的 图 像 是 曲 漠 xz = f(x, 与 水 平平 面 yy = 0 的 交 线 . 

推论 {一 般 的 隐 函 数 定理 ) 设 : 

1) 通才 f(T 在 点 (人 可 = (al ,0n-1, 站 EE 联 "的 某 s 邻 域 人 中 连续 ; 
2) f(a,b) = 


3) 偏 导 函数 和 下，… 元 二 5 of f 在 Q 上 连续 ; 

4) OF (5, 5) > 0. 

那么 夺 在 唯一 的 昼 数 y 一 p(F) 定义 在 点 互 的 某 5 邻 域 中 , 使 得 
1) v6) = 6 


2} 对 于 此 5 邻 域 的 一 切 点 式 Fo 了 五) 二 人 
3) 函数 ol 下 是 光滑 的 , 且 
人 级 | 
及 他， 幼 [p03) | 

证 明 实 质 上 与 定理 的 证 明 爱 字 逐 名 重合, 仅 需 代替 点 (a,b+h) 而 考 磋 感 (&,b 土 及)， 
而 以 球 O(5,6) 代替 开 区 则 (一 上 na 十 可. 

作为 上 述 定 理 的 应 用 , 我 们 来 考察 用 短 级 数 表示 的 隐 函 数 的 算术 性 质 ， 这 里 引 
人 的 结果 是 芯 森 斯 雪 (Eisenstein) 一 个 定理 的 特殊 情形 . 

定理 15 设 给 定 整 系数 代 救 方程 Ffz, 乃 一 0, 且 F(0,0) =0, 所 (0,0) 关 0. 还 设 
禹 级 数 yj 二 Wy(z) = > QnT™ 是 此 方程 的 解 . 那 公 = vx) 是 代数 未 娄 , 还 设 系 烤 oh 
都 是 有 理 数 ,之 0. "那么 存在 这 样 的 整 教 ， 使 得 当 把 2 换 咸 1x 时 ,从 级 数 昌 一 YF) 
所 得 到 的 震级 数 的 系数 , 可 能 除 ao 之 外 , 全 都 是 整数 . 


bp ”根据 隐 函 数 定 理 , 存在 唯一 的 函数 yo -= 加 (z) 在 点 (0,0) 的 某 邻 域内 满足 方程 
F{z¥,V) 二 0. 因此 ， 这 个 函数 与 圭 级 数 9 = yl(T) 重合 . 


ph, (KE) 一 5 二 1,.…- ,mn—1. 
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把 多 项 式 玉 (x,y) 写成 如 下 形状 
F(x, y) = D+ Pyt.…+ Pn, 


其 中 马 = 户 (z)… ,Pm = Pn(z) 都 是 变量 x 的 整 系数 多 项 式 . 由 于 F(0,0}) = 0, 所 
以 成 (人 = 0. 根据 条 件 (0,0) 对 0 得 : (0) 关 0. 把 多 项 式 局 = 疗 (2),… ,Pn = 
Pn(x) 写成 如 下 形式 : 

Ph = gozt + hor? + ..: 3 

= 二 Tr 1 0, 


PE 


其 中 所 有 的 系数 都 是 整数 . 
现在 令 x = gtt,y = gu, 其 中 tt 和 是 新 的 参数 . 在 等 式 严 (g2t,giu) = 0 中 消 
去 gf, 得 


Got+ Hot + + (+t H+) (Gm + Hmntt i )u™ = 0, 


其 中 所 有 的 系数 都 是 整数 . 由 兹 方程 得 
Got 十 pt 十 Go 十 Hot 十 


WITT Ot 
使 用 等 式 
re |z| < 1. 


那么 表达 式 (*) 取 如 下 形式 
w= At As + ) + (Bot+ Bit+. j++. 
其 中 一 切 系数 都 是 整数 . 我 们 来 求 出 如 下 形式 的 函数 4 一 w(t) : 
姑 一 7 让 十 9n2 妇 十 ?3 机 十 ， 
那么 , 系数 miymayms，…… 由 下 面 的 等 式 确定 : 


好 4144 三 所 1， 
Ta 一 Aa 十 Bom:?, 
ms = As + 2Bomimea 十 Bim?, 


Fr 
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特别 她 , 从 上 述 定 理 推 出 , 函数 
“= In{1 4) = (I)! 于 
k=—D “ k=1 


都 不 是 代数 函数 . 

问题 1. 设 国 数 f(x,y) 定义 在 正方 形 天 志 吏 2 上 , 并 且 对 于 每 个 国定 的 y, 珊 
数 gtz) = 六 rz, 作 在 每 点 上 处 都 连续 , 那么 在 正方 形 下 内 存在 f(z,y) 作为 二 元 函数 
的 连续 点 . 

2. 设 畏 数 fiz, 定义 在 及 2 上 , 且 对 于 一 个 变量 的 每 个 固定 的 值 , 它 都 是 筋 一 
个 变量 的 多 项 式 . 那么 函数 fr, 好 是 两 个 变量 的 窗 项 式 ， 

3. 构 作 一 个 包含 在 soOy 平面 上 的 闭 单 位 正方 形 的 的 闭 集 4, 使 它 其 有 下 述 性 
质 : 对 于 任何 在 轴 Oz 上 的 闭 区 间 [0,1] 内 的 闭 集 工 , 在 轴 Oy 上 的 闭 区 闻 和 6,1] 内 在 
在 一 点 yz, 使 4 与 水 平 直线 y = yz 的 交集 到 Oz 轴 的 投影 恰 为 集合 工 


第 二 十 五 讲 


§10， 隐 函数 组 


我 们 来 考察 映射 
f:R"— oR™, Ff(3) = (fi(5),. ,fm(3)). 


设 所 有 的 函数 (5),… ,fm(E) 都 在 点 站 的 < 邻 域 O(as) 内 是 光滑 的 . 那么 , 这 样 
的 映射 叫 作 是 光滑 的 . 


定义 20 设 函 数 及 [5),… , fiw(F) 和 辟 在 点 志和 及” 处 可 微 . 那么 mm 行列 的 


矩阵 J=Jf= (2 el sm 


叫 作 跨 射 J{z) = (及 (E),… , fm{5)) 的 雅 可 比 短 阵 . 


雅 可 比 和 矩阵 的 行 是 函数 六 (本 的 梯度 ,k = 1,… ,mm 
设 mn. 我们 考察 矩阵 .7 的 随便 不 同 的 mz 列 . 它们 构成 矩阵 J 的 一 个 mxm 
阶 的 子 矩 阵 J {Kk1, ~ 1 Rn), 其 中 ol ”3 Km 是 所 选 出 的 列 的 号 码 . 


定义 21 矩阵 J(hi,… ,km) 的 行列 式 吾 称 作 是 映射 fF) 的 一 个 雅 可 比 式 , 并 
i 
全 HH= Dfi,''' ,fn) 
了 (zk RE 


- 268 - 第 十 码 童 多 变量 函数 的 柚 分 学 


定义 22 可 微 映射 fi) 叫 作 是 在 点 二 5 处 非 退 化 的 , 如 果 在 此 点 处 它 有 一 
个 雅 可 比 式 异 于 零 . 


这 意味 着 : 
1) 矩阵 了 在 此 点 处 有 最 大 的 秩 , 或 者 
2) 表 数 (FE),…- ,fmlz) 的 梯度 在 此 点 处 线性 无 关 ， 


定理 16 { 栈 函数 组 定理 ) 设 n= 二 m 十 pp > 0. 此 外 ， 

1) 映射 了 : RR 一 下 在 点 {6 站 处 非 退 北 , 其 中 五 = (al 0p) 且 玉 一 
(B10 bn) 而 且 了 在 点 {F, 衣 二 {6, 门 的 茶 邻 域 介 一 OO[(a5, 相 ,2) 内 是 光滑 的 ; 

DA 

_ i ym 

3) 五 { 司 = Dr 0. 

那么 ,在 点 5 的 某 郭 域 O(a 人 = fi CRP 上 存在 上 唯一 的 光滑 映射 p(x) 
(pa 和 ,Pm(F)) 其 中 到 = (zzp) En, 具有 下 述 性 质 : 

1) fa, (而 ) = 0; 

2) 对 于 一 切 ze Wi 有 f(z,w(2)) 二 全 

3) Jyp(5) = —A-18, 其 中 A = Ji(9),B = Jr(z). 
这 里 4 和 B 分 别 是 雅 可 比 延 阵 JF 对 应 于 变量 奶 ,… ,Yi 和 x1,… ,zp 的 两 部 分 

换个 说 法 , 这 个 定理 断言 , 方程 组 


fir py Yl Wm) = 0, = 二 


关于 变量 记 ,…… ,yn 有 解 , 它 的 解 是 变量 zl…… ,zp 的 图 数 页 = p1(F),-… 
pm 人 (二 这 些 函 数 满足 恒等式 


1 Ym 一 


frlE, PpP{ 全 )) 二 0， 王 万 1 {P 一 (PP1， 1 Pm)); 


其 中 Qi 是 点 的 某 个 邻 域 , 并 且 
a) f(a, p(0)) = 
by 天 到 ,区 在 点 (a3, 的 某 邻 域内 是 满足 条 忻 
万 (万 ,fs 
的 非 退 化 光滑 岗 射 ， 
注 1. 第 3 款 中 的 阜 阵 等 式 确 定 了 一 切 形 如 


PR 动 
Be 六 二 1， 


的 情 导 数 ， 
2. 如 果 元) 基线 性 映射 , 则 定理 的 结论 基线 性 代数 中 关于 线性 方程 组 的 解 的 简单 事实 


§10. 眉 孙 数组 +: 269 - 


>» ”我 们 来 证 明定 理 , 考察 从 阵 4 的 雅 可 比 式 互 ( 侈 . 把 它 按 最 后 一 列 展 开 . 得 


Di 问 记 Ofn 
HW = HH Hn. 
WW) TBym ?Bym tm By 


由 于 五 {) 在 点 (5,8) 处 不 等 于 零 , 所 以 矩阵 4 至 少 有 一 个 子 式 不 等 于 零 . 不 伤 一 般 
性 , 可 认为 豆 关 0. 
对 于 方程 的 个 数 m 使 用 数学 归纳 法 . 当 m = 1 时 , 定理 的 结论 已 在 十 一 节 中 证 
实 . 假定 定理 的 结论 对 于 m 一 1 个 方程 成 立 . 我 们 来 证 明 它 对 于 m 个 方程 也 成 立 . 
由 于 Hi 关 0, 使 用 归纳 假设 于 殴 数 用 (5, 座 ,fm{j¥, 胃 ,得 知 存在 孙 数 


V1 一 Pi (KE ra) ,Ym = Wm +(E, Ym) 
对 十 点 (8, 5m) 的 某 邻 域 Do 的 一 切 点 (5, to) 满足 条 件 
Fr (Bp nn) = 0 k= 2 
现 将 向，…… ,由 wm_; 代 人 函数 户 ( 到 加 , 那么 
f (元 pF, Yorn) ,Wm 1 ym) 二 BE, Yom). 
我 们 证 明 在 点 (a, 5m) 处 # 0. 实际 上 
B® _ ofp 3h sy | Of 


Bym Oy Oym Oym_1 Hymn Oym 
Of2 Oh .+ 0f2 Opm-1 0f2 


Dn Dum Dyrm -1 Dam ym 
df Op1 df Opm—1 dfn 
二 一 一 一 一 十 -十 一 一 一 一 一 一 十 一 . 
A Oym Dym_1 Oym gr 


把 第 一 个 方程 弱 以 马 , 第 二 个 乘 以 HH, 依 此 类 推 . 把 所 得 的 表达 式 加 起 来 . 结果， 
由 于 当 点 关 m 时 成 立 等 式 


"Of 
H,; 一 0 
2 FB 


目 当 大 二 m 时, 此 和 等 于 万, 那么 就 得 到 Le = Ff. 由 于 志和 厂 都 不 等 于 零 ， 
~、 6p HH 
所 以 = 


Ym 
于 径 根据 隐 阔 数 定理 , 存在 唯一 的 区 数 yy。 = ww 他) 使 得 在 点 5 的 某 邻 域 9 
中 所 (5, p(B)) = 0, 其 中 


Pi(T) 一 Wi(E, om 人) Pm-1 (3) 一 rm —1 (£， Pm(E)). 
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当天 = 2 ,mm 时 , 在 区 域 Q_ 上 有 (5,9(5)) 三 0 
根据 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 对 于 = 1 ,m 有 


0= 0 = Sar + .+ oft Ofi 


Dx) Bes pt 可 dl 本 十 5 十 机 站 和 人) 
此 尝 用 向 量 形 式 可 表述 成 
Baz + Adp(i) = 0, 
其 中 
3 27 ap 6 
Or1 drp By Bar 
B= | ， = ， 
Bfm .Bfm Bfm .Of 
Ox1 Orp Oy Dy 
dp1l) dr 
dplz) = : ， dz = 
dipm (2) Crp 
由 于 成 立 等 式 
dplT) 一 J FE) Ad, 
其 中 
Op1 .api 
1 Oxp 
JolT) 一 | :vi ， 
Dr Orp 


所 以 , 我 们 得 到 
AJs(z)dz + Baz =0, 即 (Jo(x)+ A 'B}dz=0. 


于 是 , 线性 映射 把 任何 向 量 dx E Rr 都 映 成 零 回 量 . 因此 , 它 是 零 映 射 , 即 (x) 十 
A~1B=0 或 Jz) = 一 A-1B. 二 

推论 ( 逆 秽 射 定理 ) 设 光 滑 上 映射 p :Rn 一 到" 在 点 瑟 一 互 的 一 个 邻 域内 给 定 生 
在 点 二 = 处 非 退 化 . 那么 存在 光滑 北 映 射 划 ( 习 = p-1() 定义 在 点 五 = gla) 的 某 
6 部 域内 , 它 使 w(p(z)) 一 天 | 且 映 射 的 ( 8) 的 雅 可 比 和 给 阵 ,等 于 


J = JJ. 
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此 定理 是 隐 冰 数组 定理 的 直接 推论 . 只 需 把 等 式 让- ptzl) = 0 写成 隐 聘 数组 的 
形状 ， 


万 { 也 可 = PE) —n=0, 


fr (EF) = pn (2) — bh = 0, 


然后 根据 由 函数 组 定理 通过 让 表示 出 元 . 


811. 多 变量 函数 的 条 件 极 值 


定义 23 设 内 是 了 Rn 中 的 一 个 区 域 , p1,-:… ,Pm 是 定义 在 0 上 的 光滑 函数 ， 
m < 用 那么 ,方程 组 pp(F) = 0,k = 1,… ,m 的 解 的 集合 Di CC 吕 作 是 由 加 数 
Pl … ,Pm 生成 的 流 形 .方程 px{#E) 二 0 称 作 为 流 形 吕 的 条 件 方程 . 


定义 24 点 互 叫 作 是 在 流 形 ni 中 的 条 件 局 部 最 大 点 , 如 时 在 点 的 某 令 域内， 
对 于 任何 属于 此 挟 域 上 且 属 于 流 形 Di 的 点 了 都 成 立 不 等 式 fF{3Y < f(a). 


条件 局 部 最 小 点 及 条 件 局 部 级 值 点 可 类 似 地 定义 . 
注 如果 条 件 不 存在 , 则 条 件 局 部 极 信 称 作 是 无 条 件 局 部 裤 值 . 


定义 25 点 五 僻 作 函 教 了 的 奇异 志 , 著 EradffE) 一 个 而 车 如 adjff) 天 品 则 站 
作 非 奇 弄 点 . 


定义 26 流 形 ni 四 作 是 非 退 化 的 ,如 果 对 于 每 点 互 E Qi 梯度 向 量 更。 一 
Eradps{ 元 ),8 一 1 ,my 都 是 线性 无 关 的 . 


定理 17 (条 件 极 值 的 必要 条 件 ) 若 在 非 退 化 流 形 i 中 的 非 奇 异 点 互 处 ， 函数 
f(z) 取得 条 件 被 值 , 那么 向 量 FF == grad(f(2)) 在 点 巨 处 表达 成 诸 实 度 


更; 一 多 radP1 二 )， 机 ,Bm 一 Eradpm lz) 
在 该 点 处 的 值 的 线性 组 合 , 也 就 是 说 , 存在 实数 入 1,.…… ,和 Am 使 得 在 点 五 处 
F = A + + AmTm. 


为 了 实际 寻求 条 件 极 值 , 此 定理 的 结论 可 改 述 为 如 下 形式 . 
推论 ( 拉 格 朗 日 冬 子 法 】 设 入,… ,Xm 是 独立 的 实 变量 . 考察 拉 格 朗 日 函数 


LIE,A) = fF(4) 一 APIE) 一 … 一 和 mm 五 )- 
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为 使 函数 五 ) 的 非 理 骨 点 再 是 此 通 数 在 非 退 化 流 形 fi 中 的 条 件 极 值 点 ,必须 对 于 
革 入 二 ho 成 立 等 式 

dL(F, X) a 0, 
也 就 是 说 ,函数 上 (1, 入) 关于 变量 x。 和 入 的 一 切 偏 导数 在 点 (E, 入 ) 一 (6, Xo] 处 都 
等 于 零 ， 


w ”我 们 来 证 明 此 推论 . 若 让 关于 变量 X 的 偏 导 数 都 等 于 零 , 则 得 到 条 件 方程 . 而 
若 半 于 rs,s = 1,… ,n, 求 微分 , 则 得 到 把 范 数 f(x) 的 梯度 表示 成 诸 p(x) 的 梯度 
的 线性 组 合 的 条 件 . 根据 定理 17, 这 就 是 必要 条 件 . 排 论 获 证 . 
证 明和 定理 的 思想 是 , 寻找 ni 一 m 个 线性 无 关 的 向 量 ow 41,… , am < 及 ”, 使 得 这 
些 向 量 中 的 每 个 都 同时 垂直 于 癌 量 FF 和 向 量 再 … ,再 出 此 推出 , 由 这 些 向 量 的 
一 切 可 能 的 线性 组 合 所 组 成 的 线 社 空间 LL 具有 性 质 :FL 上 有 到 工 了 站 一 工 .… ,Im 
空间 工 的 正 交 补 , 即 空间 中, 由 与 工 正 交 的 一 切 向 量 革 E 区 "* 组 成 , 它 包 含 向 量 下 
和 鲁 1,.… , 钙 m. 空间 L+ 的 维 数 等 于 mm. 由 于 重 1,… ,再 是 线性 无 关 的 , 它们 构成 
L+ 的 基 . 因此 , 向 量 下 是 诸 向 量 了 1,-…- ,Bm 的 线性 组 合 . 
我 们 发 现 , 其 实 工 是 由 位 于 每 个 曲面 ps(F) = 0 在 点 二 处 的 切 平面 内 的 全 体 疝 
量 所 组 成 的 , s = 1,:…… ,1m. 
于 是 , 剩 下 的 事 就 是 找 出 向 量 amw+l,…… ,Gn E 上 上台, 我 们 以 如 下 的 方式 来 选取 这 
些 向 量 . 不 伤 一 般 性 , 可 认为 
了 (el ,Pm) 
"ue ; Tom ) A 0. 
根据 隐 涌 数组 定理 , 在 点 & e Ra" 的 某 。 邻 域 中 , 存在 各 个 光滑 画 数 ww (二 ,wmn(z 
其 中 三 = (zm+1,"… ,Yn), 使 得 


Se 
aa 


Pr(Wi{z), 四 ; Pm {2), 3) 三 0, 
同时 
Php zo) ,Wrntlz0), 20) = 0, 《Br 和) 一 豆 
设 是 坐标 轴 Ozr 的 方向 向 量 , > = mm 十 1,… ,1. 考察 丙 数 
kr 的 一 PE (1 (zo 十 ter), "7? ;Pm (20 十 ter), 2 十 ter) 三 D, 
其 中 天 = 1 ,m, 同时 考察 函数 
ho.rlt) 一 fp (zo 十 ter ), | ; Wm (20 十 tEr), 30 + ter). 


中 此 处 原 交 作 &1,… ,am E Lt. 原文 中 还 把 L+ 的 维 数 写 成 nn 一 m. 还 有 其 他 诸如 此 类 的 朴 
温 一 … 译 者 注 . 


3513. 可 缴 有 映射. 雅 可 比 矩阵 - 273 . 


所 有 这 些 泪 数 在 点 + = 0 处 的 导数 都 等 于 零 : 对 于 第 一 个 到 第 m 个 函数 , 这 是 因为 
它们 根本 就 恒 等 于 零 , 而 对 于 函数 ho.-(), 则 是 因为 点 t= 0 必 是 此 函数 的 局 部 极 
值 点 . 

根据 关于 复合 函数 的 导数 的 定理 来 计算 成- 的 | ,得 


ht) | = OPk OP1 .十 ep Opm 十 Ok 


-0 Br dr, rn Br Br,’ 
, dF Ow df dpm df | 
hn .l(t 一 一 一 -十 -一 一 = 
or (0) i0 OTL Br， 十 Dr Br 一 dry 


其 中 = ,mr 王宫 十 1,-… ,9 于 是 得 
Mr) | = B66) =0 bld) | = (Pa)=0 
这 里 


< tpl pn ) 
a = {Be 3 Br :1， -.,0 1 


数 1 处 于 第 和 二 + 位 . 
于 是 , 所 有 的 向 量 fi ,en 与 向 量 语 , 鲁 1,… ,% 中 的 每 个 都 垂直 , 这 里 根 
据 流 形 Pi 的 非 退 化 性 诸 向 量 再 … ,更 mw 显 然 是 线性 无 关 的 . <4 


812. 可 微 映 射 . 雅 可 比 矩 阵 
我 们 来 证 明 , 映射 了 : Rn 了 m 的 雅 可 比 和 矩阵 长 有 与 函数 的 导数 相 类 似 的 某 些 
重要 性 质 . 
定 兴 27 设 映 射 0 :了 虫 " -> 有 Rm 定义 在 点 五 一 0 的 业 邻 域 中 ,如 果 
tm [S| < 0 


去 一 者 怀 | 
则 说 alFE) 是 向 量 至 的 长 度 的 高 阶 无 穷 小 重 , 记 作 
oz) = ollzl). 
定 久 28 称 从 及 " 到 了 mm 的 线性 映射 i(AF) 为 映射 f(F) 在 点 玉 二 下 处 的 微分 
如 果 
ATf(E) = UAF) + ollAzl), 
记 作 AE) = of(3) |s_a nas 
若 映射 在 一 点 处 存在 微分 , 则 说 它 在 此 点 训 微 . 映射 的 微分 可 用 以 下 等 式 定义 : 


[Af(E)— WE _ 
Js- 
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命题 4 若 映 射 有 徽 分 , 则 微分 是 单 值 确定 的 . 


pp 设 (Az) 和 is(A5) 都 是 映射 f(z) 在 点 五 = 处 的 微分 . 置 {AF) = (A3) 一 
la(Ax). 


从 三 角形 不 等 式 得 
CAB) < JAF(E) — (AB)| + |AF(s) -Pa(Aa 

很 据 映 射 的 微分 的 定义 , 由 此 式 推出 
AD 


人 五 -+ | 全 元 | 
但 由 于 映射 tLAF) 是 线性 的 , 所 以 对 于 任何 增 量 Az 有 
CAB) _ IAD)| _ 


A i EA 
可 见 , 映射 L(AF) 把 整个 线性 空间 映 成 零 向 量 , 从 而 它 是 零 映 射 , 而 这 就 是 所 要 
证 的 ， 4 
命题 5 设 f([5) 是 可 微 映 射 .那么 成 立 等 式 
会 f( 元 ] = JF (EAT + ollAzl), 


其 中 表达 式 Jf( 可 Az# 理解 作 雅 可 比 和 矩阵 Jy(a) 对 向 量 A5 的 乘积 . 
# 证 明 是 明显 的 ， 志 

我 们 还 引 人 上 映射 的 微分 的 某 些 牧 质 , 这 些 性 质 都 从 定义 直接 推出 . 

1° 映射 (3) 有 微分 吓 (5), 当 且 仅 当 每 个 函数 天 (E) 都 有 微分 (EE), 这 里 
f (1) = (f1(2), , fm lz)). 

2 鞍 映 射 卫 二 glF) 在 点 5 处 可 竹 , 而 映射 (了 在 点 = gl5) 处 可 答 , 且 点 书 
的 某 郭 域 在 映射 g 之 下 的 像 包 售 在 点 五 的 某 邻 域 中 , 那么 映射 h(z) 二 f(g(F)) 在 点 
五 处 可 微 , 下 在 点 无 一 互 处 成 立 


Jh(F) = J (gE) 人) 


3° 在 某 球 O(5,e),& Ee 区 ,ss > 0 内 光滑 的 映射 了 :及 ”一 及 "必定 在 整个 球 
Ofa,s) 内 可 微 . 


第 三 部 分 
函数 级 数 与 参 变 积分 


近代 数学 课程 的 讲授 有 这 样 的 一 个 趋势 , 即 把 过 分 的 抽象 的 叙述 转化 为 丰富 的 
具体 内 容 . 这 与 过 去 的 数学 家 的 作法 , 在 一 定 程 度 上 具有 共同 之 处 . 瓦 羔 - 布 散 的 《4 无 
穷 小 分 析 教 程 了》 就 是 一 个 把 叙述 的 严密 性 与 具体 性 以 及 与 思想 的 明晰 性 相 结 合 的 例 
于 , 此 书 在 很 多 地 方 作出 了 典范 . 本 书 的 作者 们 力图 把 讲义 的 提纲 友 领 的 简明 叙述 ， 
与 可 接受 性 及 教科 书 的 完整 性 结合 起 来 ， 胃 一 方面 , 教程 力图 把 极限 过 程 的 作用 贯 
穿 于 一 切 它 可 能 出 现 的 场合 , 面 作为 表述 对 象 的 一 个 基本 原则 . 我 们 还 要 指出 , 这 一 
部 分 的 材料 反映 了 整个 数学 分 析 教 程 的 最 本 奈 的 基础 内 容 . 这 些 内 容 联 系 于 完成 与 
两 重 极限 概念 相关 联 的 某 些 极限 过 程 , 以 及 这 些 极限 过 程 的 交换 次 序 . 

此 处 , 我 们 还 要 考虑 一 般 理论 在 以 下 诸 方 面 的 应 用 : 对 于 无 穷 蒜 积 以 及 无 穷 行 
列 式 , 欧 拉 积 分 的 理论 基础 , 关于 二 体 运 动 的 开 普 支 癌 题 以 及 贝 塞 尔 卫 数 , 反 函 数 的 
拉 格 朗 日 公式 , 广义 泰勒 公式 , 泊 松 求 和 会 式 以 及 高 斯 和 的 精确 计算 , 理论 的 男 一 应 
用 是 , 拉 普 拉 斯 浙 近 方法 的 投 述 以 及 周知 的 , 作 复 变 旺 数 论 中 的 鞍点 实 插值 方法 的 
稳定 位 相 法 的 叙述 . 我 们 还 注意 到 这 种 情况 , 讲义 中 叙述 应 用 材料 的 话 , 其 篇 幅 通常 
要 超过 单独 包含 课程 的 基础 理论 的 讲义 . 我 们 还 将 发 现 , 应 用 材料 的 选取 的 目的 在 
于 使 大 学 生养 成 对 客观 事物 的 数学 兴趣 和 爱好 . 


第 十 五 章 ”数值 级 数 


第 一 讲 
§1. 收敛 级 数 的 基本 性 质 . 柯 西 准则 


数学 分 析 教 程 的 这 部 分 包含 三 个 大 题目 , 即 : 

1) 数值 级 数 与 函数 级 数 ; 

2) 依赖 于 参数 的 积分 ; 

3) 傅 里 叶 级 数 和 人 情 里 时 积分 

第 3) 题目 形式 上 应 归属 于 前 两 个 题目 , 不 过 由 于 它 的 特殊 的 重要 性 和 独特 的 男 
有 性 质 传统 上 总 把 它 另 设 一 音 . 

数值 级 数 的 概念 已 在 叙述 数列 的 课题 时 顺带 考虑 过 了 . 现在 我 们 来 更 详细 地 研 
究 这 个 问题 . 

回忆 一 些 基本 的 定义 . 


定义 1 设 {0a} 是 尾音 的 一 个 实数 列 . 称 形 如 
5S=a1 二 +a2 二 qa 十 … 
的 形式 上 的 无 穷 和 为 数值 级 数 或 简称 为 级 数 . 
通常 使 用 简化 的 记号 : 5 = pb an, 或 简化 为 于 an. 这 里 , 在 求 和 号 中 自然 参数 
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n 确定 数列 的 项 的 号 码 . 对 于 固定 的 rn, 对 应 于 它 的 项 un 叫 作 级 数 的 第 ”项 . 同时 ， 
符号 an 作为 自己 的 叶 码 的 函数 叫 作 级 数 |~ 的 通 项 . 代替 字母 nn 可 以 使 用 任何 其 他 
的 字母 来 表示 取 自 然 数 值 的 参数 . 

现 考察 由 等 式 


k=1 
给 出 的 一 个 新 的 数列 {s%}. 


定义 2 数列 {sn] 叫 作 级 数 yan 的 部 分 和 数列 , 它 的 第 n 项 叫 作 此 级 数 的 第 
n 部 分 和 . 


定 尽 3 车 级 数 a 的 部 分 和 数列 {sn} 收 敏 到 5s, 即 著 im sn 一 8 则 姐 数 
Yan 四 作 是 收 笋 (到 引 的 , 而 数 s 也 作 是 它 的 和 . 此 时 写 : 


om 
y on=Y gm 一 8 
从 一 主 


而 著 数 列 fen} 没有 被 限 , 则 说 组 数 yan 发 淫 . 
基本 土 我 们 将 只 对 收敛 级 数 感 兴趣 . 
定义 4 车 级 数 9 an 收 北 到 数 9, 则 差 mm = 8 一 sn 叫 作 级 数 的 第 n 余 项 
我 们 见 到 , 由 于 当 nn 一 00 时 sw 一 3, 所 以 当 n 一 oo0 时 rw 一 8 一 s 二 0. 
对 于 所 引入 的 定义 和 记号 作 一 点 修正 . 若 在 数列 {a,} 中 去 掉 前 面 的 m 项 而 剩 


下 rm+t11 Crmt3n 0 * 可 把 所 剩 的 项 看 作 一 个 新 的 数列 {6,}, 其 中 bn 一 mtn- br 
为 通 项 的 级 数 汪 pw 有 部 分 和 


1 十 天 


f 
835 二 机 十 十 二 Gm+l 十 *… mn = (mtk 一 > Uk = Sm+n 一 Sm-. 
天 一 1 丘 一 rm 十 1 


此 外 , 级 数 2 bs 作为 形式 上 的 无 穷 和 , 可 以 写成 


Lu ， 
Ybn = + b+ = fmt1 十 Gm+z 十 … 一 = > Qn 


于 是 无 穷 和 区 ,on 可 看 作 级 数 


我 们 还 将 考察 形 刀 Da, 的 级 数 , 其 中 {ns} 是 某 个 自然 数 的 数列 , 我 们 要 研 
究 这 样 的 数列 的 收敛 性 ， 


命题 1 级 数 二 ak 的 祭 项 rn 可 依 下 述 意 义 表示 成 级 数 了 ak 
二 1 


忆 二 7 十 1 


氏 。， 收 便 级 数 的 基本 和 性质. 柯 西 准则 - 279 ， 


1) 车 级 数 > an 收效 , 则 rn = 入 QF 
k= 十 1 


2) 若 级 数 an 发散, 则 此 表示 只 具 形式 意义 ; 
3) 不 发 生 其 他 情形 
> ”从 第 3) 就 开始 证 明 . 当 > 1 时 , 对 于 级 数 ” 污 am 的 部 分 和 s 和 级 数 


> an 的 部 分 和 sx4n 成 立 等 式 s = sp4n - sn， 对 于 轿 定 的 n, 数列 {s jse ， 和 
{skr+nlz ii 具有 相同 的 收 和 伍 性 和 发 散 性 . 这 就 表明 第 3) 条 结论 成 立 ， 
在 第 1) 种 情形 , 两 级 数 同时 收 伍 , 在 等 式 gi. 一 spin 一 sn 中 令 大 一 oo 而 取 极 
限 . 那么 得 
》、 ak 一 dim sx 一 im (sk+n — sn) 二 8— sn = Tn- 
天 一 人 十 工 
从 而 结论 1) 获 证 . 
至 于 结论 2), 应 该 看 到 , 形式 的 等 式 
Yak = DS ax 十 3 Gk 一 Ya 十 Sarrn® 
此 一 工 尺 二 1 此 二 1 十 1 二 1 友 二 1 
可 以 看 作 是 对 于 形式 的 数值 级 数 的 可 能 的 一 种 运算 的 定义 . 在 引入 类 似 的 运算 时 , 只 
需 限 定 等 式 的 右边 和 左边 当即 使 只 有 一 边 成 立 收 仇 性 时 , 转化 成 数值 的 等 式 . 实际 
上 我 们 上 面 考察 的 情形 正 是 如 此 . 命题 1 证 毕 ， 4 


例 1. 级 数 poe 收 繁 , 且 其 和 等 于 1. 
实际 上 , 我 们 有 
1 1 1 1 1 芋 1 1 
tt (二 
1 

=1- F711 
当 nn 一 00 于 ,有 即 s 一 lim sn=1. 

2. 形 如 

a 二 oq 二 二 +ag"+.…， az0 

的 无 穷 几 何 级 数 的 和 . 


当 g=1 时 ,有 sn = na, 从 而 级 数 发 散 . 当 g 关 1 时 成 立 等 式 


sn=atagt+ag :=al+gq+.…+9 ) 
age aa 8 


1-9 1-g 1 一 
中 原文 等 式 最 右 映 只 有 一 项 “》 aktn” 一 一 译 者 注 . 
EE 二 1 
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周知 , 当 lq| < 1 时 gr 一 0, 而 当 |gi 之 1 时 {gq"*} 发 散 . 所 以 上 述 级 数 当 |g| <1 
时 收 往 到 和 s = I 而 当 |g| > 1,0 关 0 时 发 散 . 

3. 调和 级 数 于 1/n = 1 二 112 十 … 十 1/n 十 … 发 散 , 而 当 a > 1 时 级 数 
ln =1+1/2? + .+ 1/ne + 收 就 ， 

首先 我 们 看 到 , 级 数 之 发 散 乃 其 部 分 和 数列 之 发 散 故 需 证 数列 s = 1 十 …+1/n 
发 散 . 为 此 只 需 证 此 数列 无 界 . 


对 于 如 = 中 有 
s =1+3+ (3+1)+ (3+E+3+)+ 
Sn (9 4 5 6 7 8 

1 !) 1 1 1 
. 二 |~» 二 = . 一 
+ (z+ + 训 ) 之 1+3+2 和 十 … 十 1 训 

_11*>~* 

加 人 ”名 


由 此 推出 , 无 论 数 对 > 0 多 大 , 总 存在 号 码 n = 2* 使 得 s > 上 12 > MM. 为 此 只 需 选 
取 自 然 数 大 > 244. 换言之 , 子 列 {sor} 无 界 , 从 而 发 散 , 调和 级 数 本 身 亦 发 散 . 
为 证 级 数 人 1/ne 收 误 , 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 只 需 证 明 它 的 部 分 和 


是 有 和 界 的 , 这 基因 为 部 分 和 序列 是 单调 增 的 . 考虑 某 满足 条 件 n < 2* 的 六 那么 成 
立 下 述 估计 : 


< 志 =1+ 玄 +( 喜 + 去 ) (志士 芒 二 二 十 二 + 
四 3 4 So Be 了 人 Ee 
( 1 去 ) 
tit ga 


1 .1 1 1 1 1 
<1+1+( 友 + 友 j+ 【在 + 训 + 在 + 在 J+… 


2 290 4 4 4° 
1 1 
taije + gDe 
2 4 2 
=1+1l+ sa + gar t+ gn-ne 
1 
< 1+ 7a- 


于 是 部 分 和 数列 {ts} 有 界 , 从 而 原来 级 数 收 化 . 
我 们 来 建立 收敛 数列 的 一 些 最 简单 的 性 夺 . 


命 王 2 从 无 穷 和 中 删除 有 限 多 项 , 或 对 其 添加 有 限 多 小 新 的 被 加 项 , 不 影响 级 
数 的 收效 性 . 


st， 收 笋 级 数 的 车 本 性 质 , 柯 西 准则 281 - 


=* ”考虑 删除 被 加 项 的 情形 , 因为 第 二 种 情形 是 类 似 的 . 那么 , 设 从 级 数 an 中 删 
除了 具有 号 码 ni < … < ns 的 项 把 剩 下 的 项 售 照 它们 从 前 的 导 码 的 递增 顺序 重新 
编号 . 如 此 所 得 数列 的 通 项 记 作 6%. 那么 对 于 任何 m > nx 有 


7 一 大 


TI 
Don = bat ens + An 
让 一 二 证 一 全 


由 此 推出 , 这 两 个 级 数 的 部 分 和 数列 sm = 于 a 和 sO =- 冬训 
gm, 一 一 ans 同时 收 仑 或 同时 发 散 、< 。 ™ 

命题 3 若 半 an 一 8 上 且 ceER, 则 ear = os. 

命题 4 车 人 on =s 且 倍加 二 让 则 有 (on 十 和 一 5 十 让 


命题 3 和 命题 4 的 证 明 是 级 数 舟 的 定义 以 太 级 数 于 on 和 级 数 > 加 的 收 伍 的 
部 分 和 数列 {an} 和 {tn}) 的 算术 性 质 的 吉 接 结果 . 


命题 5 (级 数 收 敏 的 必要 条 件 ) 若 级 雪 a 收效, 歼 当 站 一 co 时 an 一 0 摘 
言 之 ,fan] 是 无 穷 小 数列 . 

由 于 aw 二 gn 一 5n1 吉 当 Rn 一品 时 ,an 一 3 一 3 一 0, 此 即 所 欲 证 者 . 

例 级 数 党 (1)"! 发 散 , 因为 us = (1)"! 不 趋 于 等. 欧 拉 赋予 此 级 
数 以 和 二 ， 尽 管 依 我 们 的 定义 , 这 是 不 对 的 , 但 依 处 理 问题 的 另 一 种 更 一 般 的 观点 ， 
欧 拉 的 论断 具有 严格 的 数学 音义. 这 要 说 到 发 散 级 数 求 和 问题 的 恰当 而 卓有成效 的 
提出 . 例如 , 可 以 把 定义 在 数列 fany 上 的 特殊 的 线性 泛 函 数 的 值 看 作 发 散 级 数 的 和 | 
等 等 . 

2. 级 数 二 sinn 发 散 , 为 证 此 结论 , 只 需 认 定 等 式 lim sinm = 0 不成立. 实际 
上 , 假设 当 交 一 ce 时 sinn 一 0. 那么 由 于 

sinn = sin((n— 1}+1)= sin(n— 1)cosl sinl. costn ~— 1), 
sinl 0, cosl#0. 


在 上 式 中 过 渡 到 极限 , 得 
0 = im sinn = Cos1- ,im sin(n — 1) + sin1- lim cosln —1) 
=0+sinl. lim cos(n —1). 
由 此 得 lim cos(n 一 1=0. 但 在 这 种 情况 下 , 当 mn 一 oo 时 


1 一 ain2mn Heos2n 一 0 上 0 一 0 


邓 原 文 此 处 作 "sh" 一 一 译 者 注 . 
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这 是 不 可 能 的 . 因此 , 级 数 > sin mn 发 散 , 这 就 是 要 证 的 . 
所 考察 的 例子 表明 , 就 连 最 简单 的 判别 级 数 收 分 性 的 条 件 , 对 于 研究 级 数 的 收 


伍 性 也 是 很 有 用 的 . 另 一 方面 , 对 于 数列 的 收 钱 性 的 柯 西 准则 也 提供 了 对 于 数值 级 
数 的 收 敏 性 的 相应 的 准则 . 


定理 1 ( 柯 西 准则 ) 级 数 2 an 收 钱 的 必要 且 友 分 的 条 件 是 , 对 于 任意 的 = > 
0, 奉 在 号 码 no = mofs), 使 得 对 于 任何 自然 数 p 以 及 一 切 7 > nole), 成 立 不 等 式 


久 十 芒 


2 
此 一 如 十 工 
定理 的 论断 与 对 于 级 数 的 部 分 和 数列 {sn} 的 收 伍 性 的 柯 西 准则 等 价 . 根据 定 
义 , 部 分 和 数列 的 收 侯 性 就 是 级 数 自身 的 收 伍 性 . 
定理 1 可 以 用 直接 的 形式 改 述 为 级 数 发 散 的 准则 . 


定理 2 (级 数 发 散 的 柯 西 准则 ) 级 数 9 an 发 散 攀 必要 且 充 分 的 条 件 是 ,， 存在 
一 个 > 0, 使 得 对 于 任何 no 宏 1 都 找 得 到 自然 歼 >> no 和 自然 数 p, 满足 下 面 的 
不 等 式 


|sn+p 一 sn 一 < EE, 


np 


之 。 om 


3 了 8 一 所 十 二 


六 二， 


天 十 邦 


定 光 5 性 何 形 如 sy4p 一 5n 一 2 ok 的 表达 式 都 叫 作 级 数 人 an 的 一 段 . 


例 1 级 数 2 一 六 收 全 


nn2 


使 用 定理 1 证 明 这 个 论断 . 我 们 有 


costnti+1) eostn+p) 
n+l n+p) 
1 


i 
SHUTT mrp mis 


-0 1 )+ +( 1 1 ) -1 1 1 
Am n+t+l n+p~l Ri+p/ n n+p  n. 


1 1 
+ n+p)? 


lants 一 Bn 二 


所 需 的 不 等 式 |sato - sn| < & 成 立 , 如 果 , 艾 如 说 ,= < se 亦 即 m >  . 置 no(e) ~ 

上 | + 网 mole) > 1/e 且 对 于 任意 的 自然 数 n > no(e) 和 任意 的 自然 数 p, 成 立 不 

等 式 , 
nnole) 


因此 , 根据 定理 1, 级 数 收 化 . 
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2. 调和 级 数 1+172+173 二 :… 发 散 , 使 用 定理 2, 对 于 一 切 n 和 p=n 有 


1 .l,l -1 

nti ta amt ta™ a 

于 是 , 若 令 < = 172 并 日 对 于 任何 no 2 1, 作为 n 和 2p 取 数 nn 一 p= no 则 定理 2 的 
条 件 成 立 . 因此 断定 级 数 发 散 . 


3. 级 数 


33m 一 Hn 


| 


3 1 1 
ninn 21n2 nnn 


发 散 . 实际 上 , 对 于 任何 自然 数 此 有 


DE 二 1 ] > ok ] 
nlnn’ 2K+ti(k+1)mn2 2(k+1)in2' 


二 2 上 十 1 
因此 , 对 于 大 关 1 我 们 得 到 


1 ] ] 


Sam > 


置 a== 二 那么 , 作为 n 和 np 取 数 二 2* 且 nw+p = 32, 则 对 于 任意 的 
之 1 成 立定 理 2 的 条 忻 . 这 就 表明 所 给 的 级 数 发 散 . 

我 们 再 次 提起 注意 于 在 级 数 的 收敛 性 的 定理 和 数列 的 收敛 性 的 定理 之 间 的 紧 
密 联 系 . 我 们 还 明确 , 任何 级 数 都 产生 一 个 部 分 和 数列 ， 它 决定 级 数 的 收 敏 性 ， 反 
过 来 的 结果 也 成 立 , 就 是 说 : 任何 数列 都 可 以 看 作 是 某 个 级 数 的 部 分 和 数列 实际 
上 , 如 果 {&，} 是 某 个 数列 , 那么 可 将 它 联系 于 级 数 洒 a%, 其 中 al = 而 ， 且 对 于 


和 10ntl 一 B41 一 本- 
第 二 讲 


82. 非 负 项 级 数 


定 兴 6 级 数 并 an 叫 作 非 负 项 级 数 , 如 果 对 于 一 切 n 有 an 之 人 . 


非 负 项 级 数 是 一 种 最 简单 的 类 型 的 级 数 ， 人 们 常 通过 非 负 项 级 数 的 性 质 来 研究 
一 般 类 型 的 级 数 . 因此 , 级 数理 论 的 展开 通常 总 是 从 非 负 项 级 数 的 研究 开始 . 对 于 这 
种 级 数 的 一 般 项 , 我 们 将 特别 地 使 用 记号 pn{ 代 替 mj. 基本 上 我 们 将 只 对 这 种 级 数 
的 收敛 问题 感 兴趣 . 
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定理 3 非 负 项 级 数 9 pr 收 襄 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 有 界 . 


w 设 sn 是 级 数 守 pn 的 第 n 部 分 和 . 由 于 pn > 0, 所 以 数列 {sw} 不 减 . 于 是 , 所 
要 的 结论 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 单调 数列 收 伍 的 准则 推出 ， 有 


例 设 如 是 正 的 [bu 不 减 且 赴 于 +oo. 那么 级 数 飞人 -5b,) 发 散 ,而 级 数 
于 (下 一 于 二 ) 收 敏 . 


po 十 1 


实际 上 , 对 于 这 两 级 数 的 部 分 和 sn 和 各 如 , 有 


1 
丰 一 让 —b ‘n= 一 <. 
如 mt 十 二 1 一 二 Dotn bi 南 


于 是 所 需 的 结果 从 定理 3 推出 . 


定理 4 {比较 判别 法 ) 设 人 pn 和 六 gn 是 两 个 非 负 项 锋 数 , 并 设 从 某 生 码 no 
开始 , 对 于 一 切 于 310 有 0 所 pn. 
那么 : 

a) 级 数 9 pn 收 仇 苑 含 级 数 gn 收 俩 ; 

b) 级 数 gn 发 散 蔓 售 角 数 了 .pr 发 雪 、 
w ”不 伤害 收敛 性 , 可 以 抛弃 每 个 级 数 的 前 no 项 . 对 于 一 切 n> mo, 令 


那么 , 对 于 任何 n > no 丝 有 0 < tn < sn. 在 情形 a), 数列 {sw} 有 界 , 所 以 {t;} 也 
有 界 , 于 是 级 数 宁 gq 收 人 证 . 在 情形 问 , 数列 6 一 十 co, 因此 sn 一 +oo, 于 是 级 数 
pn 发散， 二 


定 凡 7 了 定理 4 中 的 级 数 9 pn 叫 必 级 数 并 的 强 级 数 , 而 级 数 3 gn 叫 必 级 
数 们 pn 的 能 级 数 . 也 说 级 数 人 pn 强 过 级 数 9 gu， 而 后 者 甘于 前 者 . 

对 于 非 负 数列 也 有 类 侯 的 定义 . 

应 用 比较 判别 法 的 方案 是 选择 适当 的 强 级 数 以 证 明 级 数 收 敏 , 或 选择 适当 的 弱 
级 数 以 证 明 级 数 发 散 . 通常 作为 强 级 数 和 弱 级 数 的 是 通 项 比 所 考虑 的 级 数 来 得 简单 
的 级 数 , 或 人 所 共 知 的 例如 调和 级 数 ,几何 级 数 等 等 


例 ( 柯 西 缺 项 判别 法 ) 若非 负数 列 {pa} 不 增 , 则 级 数 3 po 与 级 数 3 2"pz 
同 收 但 或 同 发 散 人 


py ”由 于 pn 0 所 以 级 数 并 p。 的 部 分 和 数列 不 减 , 而 且 它 的 任何 子 列 {5,,} 都 与 
{sn 了 辣 收敛 或 同 发 散 . 对 于 任意 的 自然 数 n, 存在 整数 满足 条 件 从 -1 < ni 站， 
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对 于 这 样 的 n 和 我 们 定义 b= pos. 那么 根据 条 件 , 成 立 不 等 式 


bn = Por & Pn S Por-1 = bn 


2 lp 之 Pok-1i41 十 十 和 2 按 2 lgop i, 


因此 , 对 于 级 数 亲 b, 的 部 分 和 oax-: 和 oox, 有 


2* k 2 
Gak 一 Yb 三 > 2 lpom 祥 ypn 
二 上 4 了 9 一 工 n=1 
Qk—l 
二 82k 壕 2 》， 2 pam = 204k—1. 
1 二 1 
这 宕 上 明 ,{ozs} 是 {sz4} 的 联 数 列 而 {202_1} 是 {526} 的 强 数列 . 于 是 级 数 并 pn 和 
2*pos 同 收 仑 或 同 发 散 , 这 就 是 上 面 所 断言 的 . 4 
比较 判别 法 的 思想 可 用 来 导出 一 些 其 他 的 类 似 的 有 用 的 命题 . 下 面 的 定理 就 属 
于 此 类 . 


定理 5 (广义 比较 判别 法 ) 车 在 定理 4 条 件 中 , 把 不 等 式 gn < pn 的 成 不 等 式 
att < 名 二 ， 则 定理 的 结论 依然 成 立 ， 
> 由 于 抛弃 级 数 开 头 的 有 限 项 不 影响 其 收敛 性 ， 所 以 从 一 开始 就 可 认为 no = 1. 
把 定理 条 件 中 的 全 部 不 等 式 连 屁 至 号 码 n, 就 得 到 不 等 式 

Pn 


g 
芝 & 一 ， Gapi SS Pn 
41 D1 


使 用 定理 4, 得 到 关于 级 数 D1 >》 dn 和 级 数 要 1 yp 的 所 需 的 结果 . 而 用 同一 
个 异 于 零 的 数 谢 冬 级 数 的 每 一 项 , 下 影响 级 数 的 收 做 性 , 所 以 这 就 完全 证 明了 定理 


与 二 


定理 6 ( 达 朗 贝尔 判别 法 ) 设 对 于 级 数 如 ps 的 项 , 从 某 个 号 码 no 开始 成 立 条 
件 

1) pn > 0; 

2) Dn 二 半 二 其 中 0<g<1. 
那么 级 数 收 鼓 . 而 著 对 一 项 n Tio, 代 着 不 等 式 2) 而 成 立 tl 宇 1, 则 级 教 发 散 . 


Ld 1) 把 级 数 3 Pr 与 收敛 级 数 > b,, 相 比 较 ， 其 中 bn 一 ri 对 于 n> no 有 有 


pi 


Bnt+1 所 9 一 


pn hr, 
因此 , 定理 6 的 第 一 个 结论 从 定理 5 推出， 
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2) 在 第 二 种 情形 , 应 对 于 一 切 m” 都 令 b, = 1. 那么 根据 级 数 bn 的 发 类 性 和 
不 等 式 


从 同一 个 定理 5 推出 级 数 末 pn 发 散 ， 4 


定理 7 {极限 形式 的 达 朗 贝尔 判别 法 ) 考察 级 数 》 po, 设 对 于 一 其 间 有 pn > 
0. 令 


4 一 lim Bet lim C+. 
no0 Dn 05 Pn 
那么 , 当 4g <<1 时 级 数 3 pn 收 基 O, 而 当 T7 > 1 时 它 发 散 ， 


我 们 证 得 


inan= inf supon, lm an 一 sup inf an. 
nD mE 1 R00 7 时 
* 。 先 考虑 收敛 的 情形 . 令 @ = 2 那么 g< < 工 由 于 了 让 名 二 = 4 所 以 
对 于 某 no 有 
sup 有 nm 十 主 
ro Pn 
色 此 , 根据 定理 6 的 第 一 个 结论 ， 级 数 交 pn 收 钱 . 
现 考虑 发 散 的 情形 . 令 m = 2 .那么 > mm > 工 由 于 Jam Patt = m 所 以 


2 
对 于 某 ni 有 


091 所 1. 


于 是 , 根据 定理 6 的 第 二 个 结论 , 级 数 7 pn 发 散 ， 4 


注 在 定理 6 和 定理 7 中 , 当 gq = 1 时 , 级 数 y pn 的 收 化 问题 没有 定论 . 级 数 》 点 和 
5 二 就 是 例子 . 前 一 个 收 证 而 后 一 个 发 散 . 在 两 种 情况 崩 有 4 = 1. 为 了 研究 类 似 的 级 数 的 收 伊 
性 , 需要 更 为 “精细 ”的 判别 法 . 后 面 将 考察 这 样 的 判别 法 . 


下 述 定理 给 出 了 一 个 更 为 精细 ”的 判别 法 . 

定理 8 ( 柯 西 判别 法 ) 若非 负 项 级 救 二 ps, 的 项 从 某 号 码 no 开始 成 立 不 千 式 
之 g 其 中 gq 之 1 是 固定 的 , 那么 级 教代 pn 收 合 . 

而 若 对 于 无 穷 多 个 nhn 肛 之 1 则 此 级 教 发 数 . 
» ” 先 考虑 第 一 种 情形 . 那么 p < gpn < gr 由 于 g < 1 所 以 ,与 级 数 二 yr 比较 
而 知 级 数 》 pn 收效， 

在 第 二 种 情形 , 对 于 无 穷 多 个 n 的 值 有 pr > 1. 这 表明 lim pn 0. 于 是 级 数 
收 敏 的 必要 条 件 ( 当 n 一 oo 时 ps, 一 0) 不 成 立 . 从 而 级 数 二 ps 发 散 ， 4 
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定理 9 {极限 形式 的 柯 西 判别 法 ) 


im pi 一 一 #9, 


其 中 对 于 一 切 nn,pn 之 0. 那么 天 和 < 1 时 执 数 开 pr 收效, 而 当 g> 1 时 于 pn 发散， 
> 先 假定 9< 1 并 令 gh = 2 二 .那么 对 于 某 号 码 mo > 1 有 


1 
sp PR < 所 l. 
拉 池 TO 


因此 , 根据 柯 西 判别 法 的 第 一 种 情形 , 级 数 末 pn 收敛 . 
而 车 g > 1, 则 对 于 一 切 ni > 1 有 估计 式 


Sup 2 > 2 > 1. 

这 表明 存在 无 穷 多 个 m 的 值 , 使 不 等 式 pi > 1 成 立 . 因此 , 根据 柯 丁 判别 法 的 第 二 
种 情形 , 级 数 pn 发散 ， 4 

, 柯 西 判别 法 , 与 达 朗 贝尔 判别 法 一 样 ， 也 是 很 粗粮 的 . 例如 , 它 也 解决 不 了 级 数 
区 = 二 和 并 二 的 收敛 性 的 问题 . 但 它 毕 竟 比 达 朗 贝尔 判别 法 更 精细 些 或 者 说 更 强 一 
些 ， 唤 为 可 似 找 出 使 柯 西 判别 法 适用 而 达 朗 贝尔 判别 法 无 效 的 级 数 , 但 反之 不 然 . 确 
切 地 说 , 如 果 级 数 六 pn 关于 某 g 和 no 满足 达 朗 贝尔 判别 法 的 条 件 , 则 它 关于 同一 
gq 和 某 适当 的 no 亦 满 足 柯 西 判别 法 的 条 件 . 


第 三 讲 


83. 非 负 项 级 数 收敛 的 基本 判别 法 


前 面 所 讲 的 级 数 收敛 判别 法 , 都 是 最 简单 的 并 且 是 构 作 更 精细 的 收敛 判别 法 的 
出 发 点 . 例如 , 拉 比 到 判别 法 就 是 一 个 精细 得 多 的 判别 法 . 


定理 10 ( 拉 比 判别 法 ) 1. 车 对 于 从 某 一 值 no 开始 的 一 切 mm 以 及 某 个 > 1 
成 立 不 等 式 


PPt+l 二 1 一 二 ， 
Pn nn 


则 级 数 了 pr 收效 ， 


也 Haabe Joseph Ludwig {1801 一 1859Y, 瑞士 人 一 一 译 者 注 ， 
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2. 落 从 革 mi 开始 ， 成 立 不 等 去 
Ertl >1 


=i 


1 
pn ne 
则 级 数 pr, 发散， 


b> ”1. 使 用 定理 5. 考虑 辅助 级 数 并 证, 其 中 8 = 二 -a > 8 > 1. 此 级 数 收 化 
( 见 81 命题 1 的 例 3). 将 其 通 项 记 作 g,, = 注 ; 那么 当 n oo 有 
dntt _ rn+iN » 8 1 
et (2 -1- 邱 +0 (去 ). 
但 因 a > 8 故 对 于 充分 大 的 n, 即 对 于 某 ni 当 n> ni 时 有 
dn a 1 Dn 
0 ) > 1- > 
据 此 , 对 于 级 数 并 pw, 定理 5 的 条 件 满足 , 从 而 它 收 化 
2. 对 于 nn 之 2 置 b= -二 并 令 bj 二 1. 第 2 款 中 的 不 等 式 对 于 n 之 2 可 写成 


Prnt+1 如 一 人 b+1 
pn ~ 了 2 二 bn . 
由 于 级 数 》 bj 发 散 ( 它 就 是 调和 级 数 ), 所 以 根据 定理 5 的 第 二 个 结论 , 级 数 pp 


也 发 散 ， 本 
定理 11 {极限 形式 的 拉 比 判别 法 ) 设 对 于 一 切 n 有 pm > 0, 生存 在 极限 


lim b, = lim (1-2) =1. 
Th hr Pn 
那么 当 1 > 1 时 级 数 们 pw 收效 而 当 < 1 时 部 pn 发 散 . 


此 定理 从 定理 10 推出 , 就 像 定 理 9 从 定理 8 推出 或 定理 7 从 定理 6 推出 一 样 ， 
定理 12 ({ 库 软 尔 中 判别 法 )” 设 {an} 和 {cn} 是 两 个 正 数 列 . 
1) 著 存 在 请 > 0 和 号 码 ni0, 使 得 对 于 一 切 关 > no 有 
n+1 
Cn 一 nti 之 人 


则 级 数 3 an 收 化 . 
2) 落 存 在 数 no 使 得 对 于 一 切 ni 之 no 成 立 不 等 式 


nl1 
Cn 一 Cnt+l 六 心 ， 
Un 


而 且 级 数 并 二 发 散 ,， 那么 级 数 ”an 也 发 散 . 
DKummer, Brast Edward (1810—1893) 德国 人 一 一 译 者 注 . 


#3， 非 负 项 毅 煞 收 租 的 基本 判别 法 ,. 2369 . 


在 证 明和 定理 之 前 , 我 们 先 注意 此 定理 的 显著 特点 : 关于 收 化 性 的 结论 是 对 一 个 
级 数 a 作出 的 , 而 同时 第 二 个 数列 {cn} 是 不 固定 的 , 这 就 使 我 们 能 在 应 用 闫 加 
尔 判 别 法 来 研究 具体 的 数值 级 数 的 收 伍 性 时 来 根据 各 种 和 情况 作出 不 同 的 选择 . 
bp 不 伤 一 般 性 , 可 认为 mo = 1 因为 号 码 为 n < mo 的 项 显然 可 以 删除 . 

1) 我 们 有 


cnean 一 BrnTIGn+1 2 cn， 


把 此 式 对 于 于 = 1,2,-… ,m 加 起 来 , 得 
Caal 一 Cm+TLCm+i > mtal 十 … 十 Gonh 


由 此 
CC 一 Cm+lidm+l < cial 
~ 一 一 .- 


这 表明 级 数 an 的 一 切 部 分 和 的 集合 是 有 界 的 , 从 而 根据 定理 3, 此 级 数 收 化. 
2) 不 等 式 可 改写 成 


sm 二 01 十 十 qm 芝 


和 一 


但 因 按 条 件 级 数 六 二 发 散 , 故 根据 定理 5 级 数 并 on 亦 发 散 、 4 
我 们 来 看 定理 12 的 几 个 推论 ， 


推论 1 对 于 一 茹 nn 午 令 c= 1 则 组 数 9 an 收 化 的 条 件 感 汶 


a 位 
1 tl 3 或 -HL 过 ] 一 上 
站 


从 tn 


在 这 种 情况 下 , 对 于 发 散 性 的 条 件 是 


Qt _130 或 ctrl > 
nt 


推论 2 令 co=n 一 1., 那么 当 条 件 


ntl 
家 7 


1 
中 一 二 一 多 >a， 即 ontl 1 0 
an 


入 
成 立时 级 数 们 an 收 伊 . 而 在 条 件 


1 
nin-l>0 即 tl > 1 
tn Ws 


级 数 an 发 散 . 
了 换言之 , 我 们 得 到 了 拉 比 判别 法 . 
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推论 3 { 贝 特 朗 判别 法 】) 1. 正 项 级 数 yan 收 就 , 如 果 存 在 a > 0 和 号 码 mb， 
使 得 对 于 一 切 n> no 成 立 不 等 式 


a 1 1 
m1 +o 
Qn 入 天 区 


2. 正 项 级 数 Yan 发 散 ， 如 果 对 于 一 切 足 鲍 大 的 n 都 成 立 不 等 式 


-二 


= 1. 在 库 默 尔 判 别 法 中 取 
如 二 人 下 Inn 一切， (n>2). 


那么 此 判别 法 中 的 收 敏 条 件 成 为 : 


(ma 一 了 infam 一直 一 站 im 天 tl > 


县 
—1}in(1— + 
mi lmUD_ eo (4 
thr 从 nlnn nln nn 


(nm 一 1) ]n 0 一 =| 一 im 0 一 1 > 一 | 
不 等 式 {*) 从 下 面 的 不 等 式 推 出 : 


Qn+1 1 1i+o _1 WDnl- a) C 
tr nnnn nn ninn nlnn’ 
这 就 是 说 , 页 特 朗 判 别 法 的 收敛 条 件 蕴含 着 库 默 尔 判 别 法 的 收 敏 条 件 . 
于 是 , 对 于 级 数 的 收 敏 性 的 由 特 朗 判别 法 获得 证 明 . 
2. 在 库 默 尔 判 别 法 中 令 6 = (n 一 2) n(n 一 1). 那么 级 数 并 a 发 散 , 如 果 于 面 
的 不 等 式 成 立 的 话 : 


进而 由 于 


(mn—1)n nt (no)In(n ~ 1) >0. 


他 


只 需 证 明 此 不 等 式 是 贝 特 朗 判 别 法 中 发 散 条 件 


C++1 ~>1_ 工 _ 1 
qn nn nlnn 
的 推论 就 可 以 了 , 也 就 是 说 , 只 需 证 明 对 于 一 切 大 于 某 no 的 n 成 立 
oil 1 工 _ 1  、 卫 一 2 Pen 一 1 


ee 
[A nn nlnn nl ln nn 
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然而 此 式 丛 下面 的 一 串 不 等 式 推出 (n > 3) : 


二 
n nlnn 如 一 上 nnn 
1 届 一 十 ) n~—2ln(n—1) 
斌 1 一 一 一 一 一 - 
#7) (+ 于 二 站 Pi am 


高 斯 判别 法 是 达 妆 贝尔 判别 法 , 拉 比 判别 法 以 及 见 特 朗 判 别 法 的 推论 . 
定理 13 {高 斯 判别 法 ) 车 对 一 切 自 然 数 nn 沉 有 a > 0,8 > 0 是 一 个 常数 , 且 


+ + Om *), 
fr 


那么 ; 
1) 级 数 ”an 尖 入 > 1 时 收效 而 当 入 < 1 时 发 散 ; 
2 车 入 = 1 则 级 数 当 > 1 时 妆 黎 而 当 所 1 时 发 散 . 


> D) 当 n 一 0 时 Dn = 一 一 区 所 以 根据 定理 7 级 数 于 an 当 入 > 1 时 收 敏 
俐 当 入 三 1 时 发 散 . 这 就 是 第 1) 款 的 结论 ， 
9) 车 和 =1 且 #1 ) 一 吉 所 以 ， 根据 定理 2 的 注 , 当 


,> 1 时 级 数 收 化 而 当 4 < 1 时 级 数 发 著 而 着 A 二 p=1 则 对 于 某 so > 0, 当 
多 一 oo 时 有 


n+1 
tr 


但 是 由 于 th m = ofnso), 所 以 对 于 一 切 足够 大 的 zn 成 立 不 等 式 


am+1 1 _ 1。 1 1 
一 一 上 一 一 中 并 一 一 一 ， 
ry nt on ) nn nlnn 


于 是 , 当 A = = 1 时, 根据 负 特 甸 判 别 法 , 级 数 六 an 发 散 ， 4 

把 土 面 所 得 的 结果 组 合 起 来 , 重新 运用 本 质 土 与 上 面 一 样 的 论证 ,可 以 得 到 越 
来 越 精细 和 越 来 越 揽 杂 的 收 全 判别 法 , 但 是 在 实践 中 , 真正 有 用 的 却 是 一 个 简单 得 
多 并 且 有 效 得 多 的 级 数 收 伍 判 别 法 , 那 就 是 柯 西 - 麦克 劳 林 积 分 判别 法 . 现在 我 们 
就 来 证 明 这 个 判别 法 . 


定理 14 ( 柯 西 -麦克 劳 林 积分 判别 法 ) 设 函 数 f(x) 在 区 间 [1, 十 oo) 上 定义 且 
单调 减 . 那么 : 
1) 如 果 对 于 一 切 n>no 有 0 所 2 所 f(n) 而 且 反 常 积分 ”f(z)dz 收 证 ,那么 
级 数 pn 也 收 训 ; 
2) 如 果 对 于 一 切 吕 2 mi0 有 pn 之 (rn) 之 0 而 且 反 常 积分 有 ”f(z)dz 发 散 ,， 那么 
级 数 pn 也 发 散 . 


有 1 一 王 一 上 0 
=1 元 十 On }. 
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pp ”和 前 面 一 样 , 无 伤 -一 般 性 可 认为 no = 1. 由 于 函数 flz) 单调 减 , 对 于 任何 自然 
数 大 以 及 天 世 w 世 下 十 1 者 有 

fk) 2 flm) 之 fk + 1). 
在 所 述 区 间 上 税 分 此 不 等 式 , 得 


点 十 1 Kk 十 1 k+l1 
m= a>] fearzf Ft Ddr= fk +) 
对 于 任意 的 mn > 2, 把 这 些 不 等 式 关于 从 1 到 nn_1 加 起 来 . 得 


nl 


gn -A n> fg 加 > Dk+ Y= 0). 


分 别 考察 两 种 情形 ，_ 

1 此 时 积分 了 二 人 f(z)dz 收 伍 ， 因 此 , 对 于 级 数 并 fln) 的 部 分 和 sn, 当 
nn 写 2 时 成 立 同一 形式 的 估计 式 sn 所 了 二 了 f(1). 而 由 于 对 于 一 切 自然 数 n, fn) > 0， 
所 以 级 数 并 fp) 收 伍 . 从 而 被 它 控制 的 级 数 守 p 也 收敛 , 这 就 是 要 证 的 

2. 此 时 积分 人 flzjdz 发 散 当 n oo 时 人 Flzjdz -* oo. 但 由 于 


Sn 学 9n-1 六 上 三 f(r)dz, : 
所 以 当 n 一 oo 时 sn 一 +oc. 这 表明 级 数 并 ftn) 发 散 . 面 根据 所 给 的 条 件 , 级 数 
pr 是 和 fn) 的 控制 级 数 , 所 以 级 数 亲 pn 亦 发 散 ， 4 


注 显然 , 在 定理 13 的 条 件 中 , 积分 / “f(z}dz 可 换 为 积分 / f(z)dz, 其 中 a>1 是 
一 个 任意 的 数 . ” 


我 们 来 看 从 积分 判别 法 推出 的 此 推 论 
1. 早已 证 明 , 当 s > 1 时 级 数 站 收 化 . 它 的 和 用 c(s) 表示 , 叫 作 “ 歼 曼 的 


c 函数 " (“C" 读 作 汉语 拼音 ceita)， 我 前 引入 此 级 数 收 伍 性 的 另 _ 证 明 . 实际 上 , 对 于 
这 样 的 s 值 , 反常 积分 广 z-sdz 收 敏 且 易 于 计算 . 我 们 有 
1 


三 ed mat oo _ 1 
1 一 #5 十 |] s—1 


因此 , 根据 定理 14, 级 数 》 二 也 收敛 . 这 就 是 要 证 明 的 .而 若 。 < 1 则 积分 
n=—1 


三 -dz 发 散 , 从 面 级 数 5 二 也 -一道 发 散 
1 


nn 二 1 


8 级 数 的 绝对 收效 和 条 件 收 黎 , 莱 布 尼 茨 级 数 * 293 . 


注 级 数 》、 二 对 于 某 些 * 值 , 最 先 为 二. 欧 拉 所 研究 . 而 且 对 于 等 于 伪 自 然 数 的 s, 欧 拉 


找到 了 和 c(s) 的 精确 值 . 其 后 ,B, 黎 曙 对 于 自 变量 * 的 一 切 值 , 除了 点 s = 1 外 , 不 仅 包 括 实数 
值 而 且 也 包括 复数 什 , 定义 了 函数 C(s). 他 仔细 地 研究 了 这 个 函数 的 性 质 , 正 是 因此 , 这 个 函数 以 
他 的 名 字 命 各， 黎 疡 的 〔 丽 数 在 数论 中 起 着 巨大 的 作用 .关于 这 个 函数 的 某 些 性 质 , 黎 晶 兽 提 出 
系列 的 猜测 .这 些 猜测 都 已 被 证 明 ,只 是 除了 一 个 以 外 , 这 就 是 黎 显 关于 《 函数 的 零点 的 猜测 . 
当今 这 个 猜测 是 一 个 最 著名 的 数学 问题 : 


2. 瓦 莱 布 散 证 明 [35], 当 s > 1 时 成 立 等 式 


1 1 [1 1 1 1 
+ (i 5 (9) 
而 且 右 端的 级 数 当 s > 0 时 收 敏 , 实际 上 上 这 个 级 数 的 通 项 可 写成 
ntly 1 1 1 1 
o<m= 上 人 人 


因此 , 级 数 并 p 当 s> 0 时 收 伍 , 当 s > 1 时, 只 要 打开 (*) 右 端的 括号 , 并 使 用 等 
式 


1 1 之 1 1 
ET s-l 2, 《ce 1Js-1 | 7 ) 
我 们 就 得 到 等 式 (*). 
3. 赁 党 积分 判别 法 ,我 们 来 研究 级 数 ma 的 收 敏 性 ,其 中 po = 
我 们 有 


1 
(n+ Din(n+t+1) 


dx NY 了 
/ (z+1)n (z+1) 上 a (EE ;) In2 
可 抑 反 常 积 分 收 伍 . 因此 级 数 并 pn 也 收 仿 . 
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$4， 级 数 的 绝对 收 合 和 条 件 收敛 . 莱 布 尼 菊 级 数 


我 们 来 继续 研究 一 般 形状 的 数值 级 数 ， 
定义 8 级 数 内 an 叫 作 是 绝对 收 北 的 , 如 果 级 数 |an| 收效 ， 


任何 收 伍 的 非 作 项 的 级 数 都 是 绝对 收 敏 的 . 同时 , 容易 构 作 出 收敛 的 级 数 , 使 它 


不 是 绝对 收 往 的 . 作为 例子 , 可 引入 下 列 级 数 : 


J+1l+li_trli_t 
一 十 一 了 二 
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它 的 和 等 于 零 , 而 同时 , 由 它 的 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 是 发 散 的 , 因为 调和 级 数 是 发 
散 的 . 


定义 9 收 笋 的 级 数 于 an 叫 作 是 条 件 收效 的 , 如 果 级 数 六 |an| 发 散 . 

根据 这 个 定义 , 上 面 哪个 级 数 是 条 件 收 全 的 . 我 们 指出 , 谈 及 绝对 (或 条 件 ) 收 
钱 的 级 数 ,也 说 级 数 弧 对 (或 条 件 ) 收敛 . 

下 述 定理 确定 所 引信 的 概念 是 合理 的 . 

定理 15 车 级 数 只 an 绝对 收效 则 它 收 化 


e 根据 柯 西 准 则 , 由 级 数 开 |a,| 的 收敛 性 推出 , 对 于 任意 的 < > 0, 找 得 到 
no(e), 使 得 对 于 一 切 了 关 1 和 交 > rofz] 


由 此 


向 十 轨 


< YY lam| <s. 


1 一 并 十 工 


5 


7 一 如 十 二 


而 这 就 表明 柯 西 准则 成 立 ， 4 
定义 10 数值 级 数 末 as, 叫 作 交 错 级 数 , 如 果 它 的 相 邻 的 项 取 相 异 的 符号 . 


定义 11 交错 级 数 ?an 叫 作 是 革 布 尼 芯 级 数 , 如 果 它 的 项 的 绝对 值 |an| 单调 
趋 于 零 . 


定理 16 任何 某 布 尼 落 级 数 都 收效 . 
*。 先 证 明 , 此 级 数 之 任何 一 段 各 被 其 第 一 项 控制. 设 “3 ov 是 级 数 的 某 一 
段 . 我 们 要 证 不 等 式 


吕 寺 天 


3 。。 


m= 十 1 


对 于 一 切 keEN, 令 bn = [axl. 那么 


& |an 二 于 


lak 十 ak+i| = hax| 一 Jek+il = 区 一 各 + < bx, 
此 外 , 对 于 一 切 六 数 bi 一 B+ri 此 到 同样 的 符号 . 因此 对 于 偶数 p= 2r 有 


0 & |anti 十 n+2 十 十 an+or 1 十 Gn+2r 
一 (bn ri 一 n+2] 十 -…: 十 (bnpor_1 一 bn tor) 
= Bt1 Oo (bnt2 — bans3) —… — (Dntor-2 — bnpor_1) ~ bnrear 


& Bat 一 |ontii, 
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而 当 p=2r+1 时 


0 过 |antit -二 anterti| = (bnt1 — bnt2) + -+ (bntar—1 — bntor) + bntor+t1 
一 Hn+1 (bara 一 bnr3) 四 (br 2r 一 Dnt2rt+1} 


& bat = lantil. 


于 是 在 两 种 情况 下 都 成 立 
np 
Tn,p :一 bp» dm| 所 lant1| = bntrl. 
二 凡 十 1 


但 因 41 一 0, 对 于 事先 给 定 的 = > 0 和 足够 大 的 有 
了 bt < Ee. 
由 此 , 根据 p 的 任意 性 , 从 柯 西 准则 出 发 , 断定 级 数 六 an 收 敏 .4 
定理 17 ( 莱 布 尼 茨 级 数 的 余 项 的 估计 ) 对 于 革 布 尼 茨 级 数 an 的 余 项 rn 成 
立 估 计 式 |rn| 所 |an#i|. 
em ”根据 定理 16, 级 数 an 收敛 , 因此 


cm 
> | 
i 二 机 二 1 


我 们 在 证 明定 理 16 时 已 见 到 , 对 于 任何 自然 数 p 都 有 估计 式 


如 十 兄 


2, 


二 全 十 1 


让 p 一 oo 就 得 到 所 要 的 不 等 式 、 4 


|ra| = 


tn| 所 |antil. 
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阿 贝尔 判别 法 和 犹 利克 雷 判 别 法 , 适用 于 足够 宽 的 一 类 一 般 形状 的 数值 级 数 . 两 
个 判别 法 的 证 明 同 基于 离散 阿 贝尔 变换 的 公式 . 


定理 48 设 4x 一 也 am. 那么 对 于 M > NN 成 立 公 式 


m= 二 +1 
MM NM—1 
bp Qnrbr = Ambm 十 多 ， Arlbi 一 和 1 (1) 
k=N+1 k=N+1 
3 ak 了 一 Apr 二 2D, Aplbk 一 站 + (2) 


上 局 一 是 十 1 KE=N 十 1 
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p> 先 指 出 , 两 式 的 右 端 彼此 相等 , 因为 从 公式 (1) 的 右 端 中 减 掉 公式 {2) 的 右 
端 得 到 


Amba — Aubauti — Am(tbm — bmwtr1) = 0. 


因此 只 需 证 明 公式 (1). 计算 其 右 端 得 
1 


NM M-_1 M1 
rb 十 Aglbr — ber1) = Ab 十 > PE 一 >», kbk+l 
EK=MN 十 1 天 三 上 十 1 = 二 1 
M mM M 
= ». ab 一 >». di = Amwribmyti+ > (Ax — Ap_1)Dbx 
k=N+1 I=N+42 =N+42 
MM Bf 
一 人 TIBw+Tl 十 >》 orbr 一 >》 xbk- 
k=N+2 R=N+1 


阿 贝尔 判别 法 和 狄 利克 雷 判 删 法 适用 于 形 如 开 awbn, 的 级 数 . 

定理 19 下 还 断 言 成 诗 . 

(A) ( 阿 贝 尔 判别 法 ) 车 数列 各 单调 有 界 而 级 教 an 收 低 , 则 级 数 anbn 也 
状 化 . 

(D) ( 独 利 克 雷 判别 法 ) ”车 数列 刀 单调 且 当 站 一 co 时 本 一 由 而 级 数 yanbn 
的 部 分 和 数列 sn 有 界 , 则 级 数 于 awbn 收 伊 . 


bp 只 考虑 之 0 且 pn 单调 减 的 情形 . 一切 其 他 情形 易于 通过 下 述 方式 归纳 
为 上 还 情形 ， 若 bn 过 D, 则 改变 一 切 nn 和 bn 的 符 导 即 可 . 而 车 b,, T， 则 bs 必 可 表 
为 各 = 如 一 ,其 中 和 = ,lim_b. 那么 就 把 定理 归结 为 研究 级 数 部 and. 此 时 已 
有 ad 上 

通过 对 级 数 ant 使 用 柯 西 准 刚 来 证 明定 理 . 为 此 , 对 该 级 数 的 一 段 Ty 使 
用 阿 贝 尔 变换 公式 (1). 使 用 记号 Ak = sr 一 sn 并 注意 到 玩 一 本 + 之 0, 得 


n+ n+p—1 
pl =| > axrbgl = [Anipbntp+ > Agp(Ds — bkt+1) 
二 nt 十 1 上 一 nt 十 1 
n+ 一 1 
| 一 ee . 
|Anrplbntp 十 nex | | 人 bir1) < na, |AElbn+1 


现 考虑 情形 (A). 由 于 数列 &, 有 界 , 那么 对 于 某 c> 0,|pHil< e 对 于 -- 切 ”成 
立 , 还 有 , 由 于 级 数 于 oa 收获 , 那么 对 于 任意 的 > 0, 存在 导 码 rnofe), 使 得 对 于 一 
切 n> nole) 和 下 >n, 有 


k 
14 = | 2», am| = |sk 一 3#| < 6.o 


m= 十 1 


吕 原 立 此 外 读 为 |jsk 一 sn| 志 |ss|+|sn! < 译 者 注 . 
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那么 ， 对 于 上 述 如 和 D, 成 立 关于 Tnp 的 估计 式 


史 十 吕 


> Qk bk 
上 二 74 十 1 
而 由 于 se 是 任意 的 而 < 是 固定 的 , 那么 上 面 的 不 等 式 表 明 级 数 并 ab 满足 柯 
西 准则 , 从 而 此 级 数 收 伍 . 这 就 证 明了 阿 贝 尔 判 草 法 . 
在 情形 (D), 级 数 人 or 的 部 分 和 A 有 界 . 从 而 存在 e 使 对 一 切 ,144| <c. 此 
外 ,pn 一 0. 因此 , 对 于 尾 意 的 s > 0, 足够 大 的 ns > nols) 和 任意 的 p 之 1 有 估计 式 


[Tp] 一 CE. 


np 


»》” drbx 


二 nt 十 1 


[ap| 一 所 CE, 


由 此 , 如 在 情形 (A) 中 一 样 , 我 们 根据 柯 西 淮 则 源 定 , 级 数 art 收 仑 、 有 4 
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86. 级 数 的 项 的 重 排 


定 久 12 设 o :机 一 可 是 自然 数列 到 自身 的 双方 单 值 映射 ， 那 么 级 数 2 az) 
叫 必 级 数 an 的 重罪 . 

定理 20 绝对 收 北 的 级 数 人 an = 4 的 任何 重 排 并 bn 都 绝对 装 化 到 同一 个 和 
马 . 


A 一 DD (axl， 由 = > |ax|- 
k=] 处 二 1 
固定 某 6 > 0. 设 ni 大 到 使 得 水- 4 < e. 那么 对 于 任意 的 nn 之 nn, 级 数 ex 的 
余 项 ro = 4 - 4 满足 不 等 式 


人 


2 


下 二 十 1 


[| 
< Y laxl=A—A<e. 
此 二 51 十 1 


Ira| = 
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设 际 = act: 那么 , 只 要 ma 充分 大 fna > mi), 就 可 使 在 数 o(1),… ,ana) 中 
包含 有 闭 区 间 (1,ma] 中 的 一 切 整数 . 置 


m = max(o (1),... ,o(n2)). 


那 人 各 对 于 一 切 > nz 有 


Tt 


Bn = Db = Pout = Dor+ > tk. 


记 二 1 十 1 


在 最 后 的 一 个 和 式 中 的 撤 号 表示 其 中 删除 某 些 项 . 对 于 这 个 和 , 虽然 成 立 估计 式 


Tt 
和 
2 on 


R 二 41 十 圭 


由 此 推出 , 对 于 一 切 n> ns 


Tt 
< ylang A -ASA A < 


TRL 
kK 二 ni] 十 1 


|B; — An | 一 


14 一 Br 和 网 一 4a 上 |Bn 一 4 过 和 一 4 十 和 一 4 < 25. 


根据 s > 0 的 选取 的 任意 性 , 这 就 表明 , 当 nn 一 oo 时 Bn 一 4, 即 级 数 6% 收 
钱 且 并 bn = yan. 由 此 , 特别 地 推出 , 级 数 55| 收 售 到 和 1, 从 而 级 数 和 加 绝 
对 收 伍 ， 才 

级 数 的 绝对 收 合 性 与 条 件 收 合 性 的 基本 不 同 , 在 对 级 数 进 行 重 排 时 显现 出 来 了 , 
如 定理 20 所 表明 的 , 绝对 收 全 级 数 在 重 排 时 , 就 像 在 有 限 和 中 进行 重 排 时 那样 , 所 
得 的 无 穷 和 并 不 改变 . 而 对 于 条 件 收 化 的 级 数 , 情况 要 复杂 得 和 多. 然而, 下 述 定理 相 
涩 充分 地 描述 了 这 种 情况 . 


定理 21《 关 于 条 件 收 和 剑 级 数 重 排 的 黎 要 定理) 无 论 4 是 怎样 的 实数 , 条件 收 
歼 的 级 数 9 an 都 有 一 个 重 排 站 ,使 得 人 有 = 4. 


pp ”为 简单 起 见 , 设 对 于 一 切 n 都 有 aw 关 旨 先 从 级 数 人 on 中 分 出 全 体 正 的 
被 加 数 pk 和 负 的 被 加 数 一, 分 别 用 标号 和 i 按照 在 级 数 or 中 排列 的 次 序 编 
号 . 然后 构 作 级 数 yan 的 重 排 : 如 果 4 > 0, 则 作为 六 取 pi, 而 荐 4 <0 则 取 一 全， 
我 们 强调 一 下 , 全 体 px 和 9 都 是 正 数 . 

接着 , 在 总 和 > bm 上 按 下 述 原 则 顺 次 添加 被 加 数 : 如 果 此 和 不 超过 4, 则 


接 顺 序 添 入 正 的 被 加 数 Bl 二 ph; 而 车 此 和 超过 了 A, 则 按 顺 序 添 入 负 的 被 加 数 
如 +1 = 一 1. 结果 , 和 数 永 远 在 4 值 附 近 振 动 , 且 振 动 的 幅度 逐步 减少 而 趋 于 零 , 于 
是 作为 极限 , 得 级 数 人 p。 的 和 为 所 需 之 信 A. 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 量 需 对 上 述 步 又 的 某 些 环节 曾 明 其 理由 . 

我 们 来 证 明 两 级 数 于 ps 和 (qr) 此 发 散 . 实际 上 , 俏 两 者 皆 收 伍 , 则 原始 的 
级 数 于 on 必 绝 对 收 和 化; 而 车 两 者 之 一 收 伊 , 男 一 个 发 散 , 则 因 级 数 并 a, 的 部 分 和 


37， 对 于 收效 六 列 的 算术 运算 299 ， 


实 由 六 zz 和 于 的 相应 的 部 分 和 合成 , 它 必 将 也 发 散 , 而 这 是 不 真实 的 . 我 们 还 看 
到 , 由 于 {px} 和 {一 qt} 都 是 {a,} 的 子 列 , 所 以 当下 一 00 时 pr 一 0 且 当 1 一 o0 时 
一 而 一 避 . 


为 确定 起 见 , 我 们 认为 4 > 0. 那么 按 其 作法 级 数 二 5, 有 这 样 的 构造 ; 


“Br = p+ 二 ph —q — 
nh 1 
十 Pktl 二 -十 3 一列 一 -一 到 十 
人 


ny 外 > 


这 里 记 , 户 ,…. ,QQz 是 在 级 数 们 5 中 连续 排列 的 同 号 被 加 项 的 和 . 这 样 的 
同 号 被 加 项 的 级 数 是 无 限 的 . 否则 的 话 , 级 数 人 和 与 守 pr 或 者 与 于 (gi) 仅 差 有 
限 多 项 , 那么 它 必 将 相应 地 发 散 到 +oc 或 者 发 散 到 -oo. 而 这 是 不 会 发 生 的 , 因为 
按 其 作法 , 级 数 于 by 的 部 分 和 sn 在 每 一 步 都 是 向 着 接近 数 4 的 方向 来 变化 , 只 要 
sn 关 4 的话. 据 此 , 在 和 式 亲 b, 中 必定 囊括 了 一 切 数 px 和 一 gm, 结果 就 革 括 了 全 
体 en. 也 就 是 说 亲 6 的 确 是 级 数 并 a 的 重 排 . 

现在 来 估计 差 mm = sn 一 4. 对 于 任何 一 个 n, 级 数 的 项 5 根据 自己 的 符号 , 必 
定 是 和 和 PP, 中 的 一 项 或 者 和 @m 中 的 一 项 . 因此 , 等 式 b= pi 或 嫩 = 一 qr 之 一 成 
好 ， 

根据 级 数 并 b, 的 构造 , 如 果 如 = px。 或 者 如 = 一 gm， 则 rn 的 值 与 ri 的 值 
异 号 . 那么 在 这 两 种 情形 下 总 有 


Irn| 一 |sn 一 世系 | |. 


对 于 一 切 别 的 n, 当 逐 次 加 入 被 加 数 时 ,|r| 的 值 即 部 分 和 sn 到 数 4 的 距离 是 减 小 
的 ， 从 而 [rl < [rail 因此 总 有 


jan — A| < Pies + Ges, + Ri 


这 里 , 号 码 m 可 以 看 作 是 ”的 单调 赵 于 无 穷 的 鹃 数 , 从 而 对 于 数列 加 = pkn 十 gs, 十 
4 来 说 ， 由 于 当 训 二 0 和 1 一 oo0 时 有 pa 一 0 和 一 0, 所 以 当 n 一 oo 时 
on, 一 0. 由 此 , 终于 得 到 ， 当 n oo0 时 Tw = 二 sn 一 A 一 0, 即 sn A. 二 
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8$7， 对 于 收 伍 数列 的 算术 运算 
我 们 已 经 了 解 了 对 于 数值 级 数 的 某 些 运算 ， 如 逐 项 相 加 , 级 数 的 所 有 的 项 同 乘 
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以 一 个 数 , 级 数 的 项 重 排 . 我 们 把 所 有 这 些 运 算 都 叫 作 是 对 于 级 数 的 算术 运算 . 我 们 
还 要 考虑 其 他 的 运算 , 即 : 加 括号 和 去 括号 , 以 及 级 数 的 导 法 运算 . 


命题 6 若 在 妆 黎 的 级 数 an 中 , 把 某 些 被 加 数 用 括号 括 起 来 , 那么 所 得 的 级 
数 仍 然 收 敦 并 且 和 不 变 . 


> ”在 无穷 和 交 a。, 中 , 形式 地 加 括号 导出 一 个 新 的 无 穷 和 
{801 十 一 十 Qj) 十 (Qk 十 一 十 Qkg) 十"… 三 嫩 十 如 十 …， 


其 中 对 于 s =1,2,… 有 B= Qk 十 十 本 以 及 ko = 00. 

显然 , 级 数 并 5 的 部 分 和 数列 {B,} 不 是 别 的 , 恰 是 级 数 于 a 的 部 分 和 数列 
的 子 列 {Ai,}. 然而 由 于 任何 子 列 都 与 数列 本 身 收 全 到 同一 极限 , 所 以 对 于 4x 一 4 
有 当 s 一 四 时 吾 ,= Ak 一 A， 本 


收 人 敏 级 数 (1 一 1 二 全 一 直 十 … 二 0 二 0 十 -… = 人 0 的 例子 表明 , 道 命题 不 成 立 . 不 
过 , 作为 例子 , 下 面 的 命题 成 立 . 


命题 7 设 半 b= B, 其 中 同一 (ani 十 … 十 Qnk), 上 是 固定 的 , 又 设 当 n 一 00 
时 qns 一 0,8 二 1,-… , 肯 . 那 公 , 在 级 数 3 jb 中 可 以 打开 括号 ,也 就 是 说 级 数 


tll 十 2 十 一 十 Ik 十 021 十 二 而 十 候 十 下 十 不 十 中 +1 十 "… 
也 收 训 到 B, 其 中 dtr —1)+s 一 由 ra. 


bp ”此 命题 从 收敛 数列 的 性 质 推出 . 实际 王 , 对 于 级 数 六 和 和 po 的 部 分 和 
D。s 和 Bm, 当 nn 二 km 时 有 等 式 


Dem = Bm — B,m — co， 
注意 , 差 mn = 卫 。- Pim 当 m= [=| 是 8 二 nn 一 km 时 等 子 
em = pm tt konts = Gm1 T+ Gmse. 


而 由 于 对 于 任意 的 s = 4.… ,kk 当 mm 一 0 时 ams 都 是 元 穷 小 量 , 那么 因为 当 
n 一 00 时 有 m 一 co, 我 们 有 


lanl & leml 十 十 |amas| = 0, 
n+ 0, Dn = Dns+on™—= B+0= 8B. 袁 
如 果 在 某 些 括号 中 所 含 的 项 数 少 于 &, 那么 可 用 堆 来 补足 空缺 的 项 . 于 是 , 所 证 


的 命题 在 这 种 稍 许 一 般 一 些 的 情况 下 也 成 立 , 
关于 数值 级 数 的 乘积 的 问题 是 比较 复杂 的 . 对 此 我 们 需要 新 的 定义 . 


37。 对 于 收效 数列 的 算术 运算 . 401 . 


定义 13 我 们 以 某 种 方式 给 自然 数 对 (mmp] 所 成 的 可 数 集 编号 ,也 就 是 说 ,对 
于 每 个 自然 数 对 (m,n) 诚 予 一 个 自己 的 车 码 有 于 是 我 们 得 到 两 个 自然 教 序列 :mm 一 
mk) 和 n= n(k). 我 们 把 这 样 的 编号 称 作 是 数 对 的 线 ， 性 编号 . 现 车 an 和 hb 是 
两 个 数 项 级 数 ， 而 有 a = mbn(), 则 我 们 称 级 数 hs 是 它们 对 应 于 所 给 的 让 村 


对 (m,n) 的 线性 编导 或 者 说 对 应 于 所 给 的 两 两 来 积 的 按 列 的 乘积 . 


问题 ( 施 坦 尼 获 (Steinitz) 定 理 ) 设 {fe} 是 由 大 维 空间 及 * 中 的 向 量 组 成 的 序 
列 > 2. 设 对 于 任意 的 向 量 Fe R*, 下 关 0, 级 数 二 (6,, 天) 都 条 件 收 化 ,其 中 (5 瑟 ) 
表示 向 量 zs 和 了 的 标量 积 . 

要 证 明 的 是 , 对 于 任何 Be R*, 都 存在 一 个 重 排 交 go 使 得 lim > Es(n) = 


定 光 14 级 教 > hn 叫 必 是 两 级 教 yun 和 于 的 形式 乘积 (或 简称 滋 积 )， 
如 果 hn 一 3 axbn 1 kT = 
二 工 


定理 22 落 两 级 数 人 an 和 和 加 展 绝 对 收效 , 且 Yan 一 4 pn 一 吾 ,那么 
对 它们 指 项 的 两 两 乘积 的 任何 排列 , 级 数 hr 都 绝对 收 雍 到 和 AB. 
一 | 


» ”任意 固定 一 个 两 两 胰 积 的 排列 上 + 一 (m(),n(k)). 我 们 先 来 证 明 级 数 开 hx 
绝对 收 敏 . 设 {HH] 是 级 数 于 |hx| 的 部 分 和 数列 , 而 > 是 某 一 号 码 . 那么 


TT 
于 = YJam(kybach)l. 
此 一 1 


置 mo = max mE), no = max ntk), 此 时 显然 有 


= lamtnllbnce)| < >- el > lbrl < 4°B’, 
皮 一 二 一 1 


其 中 4' = 于 |anl;B' = 于 |Bnl. 

于 是 级 数 并 |hx| 的 部 分 和 之 全 体 有 界 , 而 这 表明 级 数 > hx 绝对 收敛 到 某 个 数 
FH. 然而 , 此 时 不 管 怎样 重 排 其 项 都 不 破坏 其 收 伊 性 亦 不 改变 其 和 | 我 们 重 排 其 项 使 
得 对 于 任何 让 = re, 部 分 和 本 都 等 于 (al 十 十 om 十 十 加) 二 AnBn. 那么 ， 
当 nn 一 00 时, 有 ,z 一 AB. 由 于 级 数 了 R 收 化 ， 其 部 分 和 数列 {Ex} 收敛 到 五 
而 {Hwz} 是 {的 于 列 , 所 以 H = AB. 

于 是 , 若 两 级 数 宁 o, 和 于 缘 绝 对 收 伊 ， 则 此 两 级 数 的 乘积 的 和 等 子 它 它们 的 
和 的 冬 积 .， 二 

在 一 般 情 况 下 得 不 到 这 样 的 等 式 、 实 际 上 , 邵 果 级 数 寺 a 条 件 收 敏 ， 而 作为 
yb 取 最 简单 的 级 数 于 ,= 1 十 0 十 0 十 … , 那么 由 定义 可 确定 , 它们 的 对 应 于 数 
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对 (m,n) 的 一 个 排列 的 乘积 给 出 的 级 数 7 cn 恰 为 级 数 > an 的 一 个 重 排 . 而 根据 
黎 曼 定理 , 当 重 排 这 样 的 级 数 时 , 它 的 和 是 可 以 改变 的 . 

当然 , 在 一 定 的 限制 之 下 , 上 述 定理 的 结论 还 是 可 以 作 些 不 同 的 推广 的 . 例如 下 
述 定理 成 立 . 


定理 23 { 梅 尔 滕 斯 (F. Mertens) 定理 ) 设 级 数 7， ar 绝对 族 部 到 和 A 而 妖 
数 们 加 条 件 收效 到 和 B. 那么 此 两 级 数 的 形式 磁 积 2 hn 收效 到 和 AB. 


= 设 {8H} 是 级 数 于 的 部 分 和 数列 . 那么 
Hr, 一 》， 二 > Dagbrmt1k: 
m=1 3 一 大 一 1 
令 1= 下 +1 一 大 显然 ,1 大 mn, 从 而 1<m- 上 二 1 二 nn 一 上 十 1. 因此 
ke 二 4 


= So 2 hh = Be 
真一 工 一 1 


这 里 如 x+i 是 级 数 并 二, 的 相应 的 部 分 和 . 
由 于 级 数 亲 太 , 收 敏 到 B, 差 B 一 B -BB 是 它 的 余 项 训 = 本 到 也 , 所 以 它 随 


着 i 的 增 大 而 趋 于 零 . 用 ow 和 4 代表 级 数 an 的 余 项 和 部 分 和 | 那么 我 们 得 到 


= Yon Bant = yon(B — An-kt+1) 
k=1 下 一 二 
nn TL i 
= arB~Y arfnkti= AB— onB— DY akbar 
k=1 k=l k=1 


剩 下 的 是 证 骨 , 若 Rs = 4B 一 Hs, 则 当 n 一 oo 时 一 上 0. 然而 当 %n 一 00 时 
an 一 0, 因此 R= anB 一 0. 现在 来 考察 和 FR = 2 Skin kt1 : 


| 和 ak 1 | 


大 一 二 
2 1 2 2 
一 》， lax| ” 1B | 十 》, [ax| [Bt | 


[5 本 < 
i 2 十 2 


由 于 AB 一 0, 所 以 对 于 茶 常数 > D, |Bk| < e 对 于 一 茹 成 立 . 由 此 


2,, 区 py laxle 所 e pa |ax| = oI, 


和 登 忆 天 芝 而 刁 挟 丰 委 中 


和， 二 和 看 级 数 和 累 次 级 数 “303 : 


但 级 数 于 |a,| 收 敏 , 故 由 柯 西 准 则 知 ， 对 于 任意 的 es > 0 和 足够 大 的 n > mofe), 成 
立 不 等 式 T < se, 由 此 推出 并 。< ce. 男 一 方面 , 由 于 中, 一 0 所 以 对 于 足够 大 的 
1 一 n 一 上 十 1 > nils) 有 岗 |<e. 这 表明 , 若 呈 > mt) 且 尺 所 33, 则 1B-xti| < es 由 
此 


5 = 》 lok| :16 el 和 se》 larl < eh, 
kk 坟 全 LE 


其 中 4! 是 收 敏 级 数 二 lax| 的 和 . 结果 当 n> 2nmi(e) + no(le) 时 , 有 
Rh" <eA+ec—eld oe). 


根据 数 > 0 之 选取 的 任意 性 , 这 表明 当 n -; oo 时 Rr 一 0. 于 是 亦 有 R= 
二 RY 一 0, 由 此 FH, 一 AB， 二 


第 七 讲 


88. 二 重 级 数 和 虹 次 级 数 

两 个 级 数 的 乘积 的 概念 可 以 看 作 是 二 重 级 数 这 一 更 一 般 的 概念 的 一 个 例子 . 本 
节 研 究 二 重 级 数 . 

定 光 15 两 个 自然 数 变 数 fm 和 nn 的 数值 防 数 a(n) 一 arn 二 0m 叫 必 二 重 
数列 . 

对 于 这 样 的 数列 , 也 使 用 记号 {fam,n}. 

定义 16 称 形 如 


时 一 6 十 lz 十 后 3 十 十 231 十 Q22 十 G28 十 十 23 十 22 十 233 十 … 


的 形式 无 窃 和 为 二 重 级 数 


oo 


; > m,n 一 》 dmn 一 > Or, 
n,n 


m=] n=l1 


定义 17 有 限 的 二 重 和 


Tt 性 
Amn = DY a = Gn rn 
k=1 1=1 


叫 作 二 重 级 数 六 aynn 的 ( 佐 形 ) 部 分 和 . 数 amn 叫 作 级 数 的 项 . 
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我 们 还 要 给 出 一 个 二 重 级 数 的 收 化 作为 部 分 和 Awwn 的 极限 的 定义 ， 


定义 18 数 ! 叫 作 是 二 重 数 列 {Bmn} 的 极限 (或 二 重 极 限 ), 如 果 对 于 任意 的 
E > 人 0 都 找 得 到 数 mole) 和 nole), 使 得 只 要 mm 二 molE),n > nole), 怠 成 立 不 等 式 


(Bmn — i < e. 


二 重 数 列 的 极限 的 概念 与 熙 数 沿 着 基 的 极 跟 的 一 般 定 义 完全 一 致 . 在 所 述 的 情 
况 下 , 基 B 是 一 切 终 端 pron 的 集合 , 而 终端 bwone 是 由 满足 m > mo,n > no 的 自 
然 数 对 (m,n) 所 成 的 集合 . 沿 着 这 个 基 的 极限 4 = li Am,n 就 是 上 述 的 二 重 极限 . 
对 于 基 B 本 身 , 我 们 将 使 用 记号 m 一 o0,n 一 oo 来 表示 . 于 是 我 们 将 写 : 


Jim Armn = A 


Th 


沿 着 集合 基 的 极限 的 一 切 性 质 对 于 二 重 极限 都 成 立 . 例如 , 和 的 极限 等 于 极限 
的 和 , 极限 的 鸭 一 性 成 立 . 特别 地 , 由 此 推出 二 重 级 数 收 敏 的 必要 条 件 . 


命题 8 (二 重 级 数 收 钱 的 必要 条 件 ) 车 级 数 》 amn 收效 , 则 当 1m 一 oo,m 一 加 
时 nn 一 全 0. 
我 们 有 dm,n 一 Amn— Amn—i —Am_1n 二 六 m1n_1- 由 于 按 条 件 m,n 一 此 
所 以 
lim amn=A—-A-A+A=0, 4 


nan 


从 函数 沿 着 集合 基 有 极限 的 柯 西 准则 的 一 般 表述 出 发 , 可 以 叙述 二 重 级 数 收 敛 
的 柯 西 准则 . 


定理 24 ( 柯 西 准 则 ) 二 重 级 数 yarmn 收 敏 的 必要 且 充 分 条 忻 是 , 对 于 任意 的 
E > 0, 都 存在 数 rnole) 和 pofsh 使 得 对 于 一 声 minaa > ypafE] 和 no, To > nole) 成 
立 不 等 式 


[Amins A nans | < 三 ， 
在 具有 非 负 通 项 PP > 0 的 二 重 级 数 这 种 重要 情况 下 , 成 立 下 述 定理 . 
定理 25 对 于 满足 条 件 pmrn 之 0 的 二 重 级 数 ypmn 来 说 , 其 收效 的 必要 且 


充分 条 件 是 其 部 分 和 Pon 的 全 体 有 界 , 即 存 在 C > 0, 使 对 于 一 切 自然 数 m 和 nh 成 
立 Pn 和 局 . 


bP ”充分 性 .我 们 看 到 , 若 ml < ma,ni < ne, 则 Pn 所 已 na 还 有 , 从 部 分 
和 Pmn 的 有 办 性 推出 , 存在 数 M = sup Pn. 于 是 , 对 于 任意 的 <>0, 数 MM-e 已 


不 是 {Pnn} 的 上 界 , 从 而 存在 mo(s) 和 nols)] 全 -se < Pnono MM. 而 此 时 对 于 


绍 ， 二 和 珀 级 数 和 累 次 领 数 .305 ， 


一 切 mm > mo 和 郊 > 9o 有 


从 而 |Pwn 一 MM| < es. 这 表明 当 m 一 o0,n 一 0 时 Pw 一 MM 即 守 pmn = 人 MM. 


必要 性 ”数列 {Pwws} 的 有 界 性 , 在 它 收 敏 的 情况 下 是 洛 着 基 有 极限 的 函数 的 相 
应 的 一 般 性 质 的 推论 ， < 


定义 19 二 重 级 数 9 yaqmn 叫 作 是 绝对 收 姓 的 ,如果 由 它 的 项 的 绝对 值 所 成 
的 级 数 末末 |amn| 收效 . 

定理 26 二 重 绝 对 收效 的 级 数 9 yamn 是 收 人 证 的 

pp 已 


人 十 和 好 一 内 
Prn 一 | oo Lc 一 | mm- mm 


那么 laman | 一 Pmn 十 nn 且 


Wn = Pn 一 En 了 rn 之 0, fmn 袍 心 . 


由 于 级 数 于 二 |amn| 收 敏 , 所 以 存在 数 C > 0 满足 条 件 


4 一 > lonl<C 


对 于 一 切 m,n. 但 对 于 部 分 和 Pas 和 nn 成 立 不 等 式 Prins 所 Ann; mn 所 mn， 
所 以 根据 定理 25, 级 数 开交 prmn 和 并 二 gnn 都 收 敏 . 因此 , 级 数 了 并 am 作为 它 
们 的 差 也 收敛 . 9 

形 如 之 并 om 的 无 穷 和 还 可 以 看 成 另 一 种 重要 的 使 用 极限 过 程 的 结构 , 它 


导致 累 次 级 数 的 概念. 
定义 20 设 {amn} 是 二 重 数 列 . 因 定 号 码 mm 而 者 察 形式 级 数 二 aymns 以 并 号 
bm 代表 之 . 那么 形式 无 穷 和 


中 作 累 次 级 数 . 
显然 , 与 同一 个 二 重 数列 am 还 可 联系 着 另 一 个 累 次 级 数 , 即 
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其 中 A = > amn, 如 果 在 这 个 等 式 中 略 去 括号 , 那么 一 般 说 来 , 表达 式 > 二 Omn 
既 可 看 作 二 重 级 数 也 可 看 作 累 次 级 数 , 这 就 可 能 引起 误解 当 可 能 引起 误解 对, 必须 
使 用 括号 , 或 者 专门 说 明 表 达 式 的 准确 含义 . 

我 们 来 引 人 累 次 级 数 收 仑 的 概念 并 研究 在 二 重 级 数 的 收 合 性 与 累 次 级 数 的 收敛 
性 之 间 的 联系 ， 

定义 21 车 对 于 任意 的 m, 级 数 > Qn 收 雍 到 如 而 级 才 > Bb 也 收效 到 


某 才 A, 则 说 困 次 级 数 器 【各 ann ) 收 化 到 和 A, 并 记 作 
二] “RR 二 1 


定义 22 设 {mm(k), n(k)) 是 全 体 数 对 (mn) 的 集合 的 某 个 线性 编号 ，d = 
tr): 那 汉 级 数 > dy 叫 作 是 二 重 级 数 2 2 mn 相应 于 它 的 项 的 给 定 的 编 
号 的 线性 重 排 ， 


定理 27 设 对 于 一 切 数 对 (m,n) 有 amn 之 0 并 设 新 骨 是 级 数 > > Qmn 的 
某 个 线性 重 排 . 那么 , 只 要 下 列 三 级 数 
on 063503 ba 
TB 一 n=] m=] “n=1 R=1 
之 中 的 一 个 站 证, 则 其 他 两 个 也 妆 误 到 同一 个 和 ， 
pp ”用 4,B 和 也 代表 相应 的 三 个 级 数 的 和 . 要 证 的 是 , 只 要 这 三 个 数 中 的 一 个 
存在 , 则 另 两 个 也 存在 , 上 且 它 们 彼此 全 相等 , 为 此 只 需 证 明 三 个 命题 : 
1) 若 4 存在 则 B 亦 存在 且 B < 4; 
2) 车 5B 存在 则 D 亦 存 在 且 D < B; 
3) 若 也 存在 则 4 亦 存 在 目 4 专 D. 
我 们 来 考察 这 三 个 命题 . 
1) 数 有 4 存在 表明 级 数 并 > mn 的 部 分 和 mr 当 一 时 收 壳 
到 4. 先前 曾 证 明 ， 在 这 种 情况 下 ， 4 = sup 于 mn. 由 此 推出 4 所 4 对 于 一 切 自 然 


数 m,n 成 立 显 然 , 此 时 成 六 不 等 式 
bmnatn) 一 Dom > yan = 4mn S44. 
KEK=1 1=1 
因此 , 对 于 任意 的 m, 存在 数 


Bm = sup bm (0) = Vat. 
k—1l 


38。 二 重 级 数 和 累 次 级 数 . 307 : 


还 有 , 由 于 


mt nn 


» beln) 一 DS Dak 一 Amn 扫 夸 ， 
上 二 1 


开 一 1 【一 工 


那么 , 令 nn 一 oo, 对 于 任何 只 都 有 


Tt 
Pe » bh = Bm. 
k=1 


但 B, 不 减 , 故 当 mm 一 oo 时 数列 {BB,,} 收敛 到 基数 召 , 且 B < 4. 命题 1) 获 证 . 
2) 设 B 存在 . 那么 对 于 任意 的 部 分 和 DD = 立 d. 存在 数 对 {rmo,no) 满足 条 


件 ; rpfr] 所 mo 和 n(n) 近 no 对 于 一 切 r 志 成 立 . 这 时 ， 一 切 被 加 数 a. 都 包括 在 和 
式 Amono 之 中 , 同时 


THO 
Amons = YY a < YY ous= 2 = Buo <B 
二 1 


k=1 i=1 下 一 二 [=i 


这 表明 , 部 分 和 Dx 以 数 BB 为 上 界 , 从 而 对 于 某 个 数 也 当 庆 一 oo 时 有 Dn 一 D&B. 
命题 2) 获 证 ， 


， 3) 设 D 存在 . 那么 对 于 任何 4。 各 存在 号 码 ko 使 得 和 Ds, = dd 包含 了 
全 部 进入 和 Ann 中 的 被 加 数 axt. 于 是 对 于 一 切 mm 有 4nn 所 Dro < 六 因此 存在 
二 = sup Amn 且 A&D, 这 就 是 所 要 证 的 二 
定理 28 拒 定 理 27 中 的 条 件 amn 之 器 去 掉 而 把 级 数 的 收 孝 都 看 作 是 多 对 收 
数 , 则 其 结论 依然 成 立 ， 
阳 把 数 rma 表示 成 mn 一 Pmn 一 中 mn 其 中 


性 术 六 一 让 
Pmn 一 mm + — 之 0, gm 一 mn- on 之 0. 


接 下 来 只 要 把 定理 27 使 用 于 以 pm 和 gr 为 通 项 的 级 数 而 后 考察 它们 的 差 即 
可 ， 果 

定理 29 二 重 匈 对 收 羡 的 级 数 的 尾 何 项 的 重 排 都 不 伤害 其 收 证， 入 有 不 改变 其 
和 . 

be 设 > > bynn 是 二 重 绝对 收 北 级 数 3 3 mn 一 | 的 重 排 . 我 们 来 考察 对 应 
于 级 数 二 并 amn 和 末末 Bmw 的 如 定理 27 所 述 的 单 重 级 数 二 d 和 二 必 . 那么 


级 数 并 di = 4 绝对 收敛 , 而 级 数 开 履 是 实 克 的 某 个 重 排 . 于 是 次 下 也 维 对 收 
化, 而 与 它 一 道 , 级 数 末末 bmmn 也 绝对 收 化, 并 且 


A=Y Yamn= YD d= bn 
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定理 30 在 形 如 元 (二 tmmn ) 的 累 次 绝对 收效 的 级 数 中 可 以 改变 求 和 的 次 序 . 
此 时 级 数 保持 绝对 收效 且 其 和 不 变 . 

> ”根据 定理 28, 二 重 级 数 于 于 awn 同样 绝对 收敛, 而 根据 同一 定理 , 与 此 二 
重 级 数 一 样 , 级 数 二 ( 工 an ) 也 绝对 收 全, 而且 三 个 级 数 的 和 是 一 样 的 ， < 


最 后 强调 指出 , 在 改变 求 和 次 序 时 保持 和 不 变 的 性 质 以 后 总 是 很 有 意义 的 . 定 
理 30 给 出 了 可 以 改变 完成 极限 过 程 的 顺序 的 例子 . 


第 十 六 章 ”函数 序列 与 函数 级 数 


第 八 讲 


8$81， 项 数 级 数 之 收效 


函数 序列 的 概念 与 函数 级 数 的 概念 彼此 紧密 联系 , 就 像 在 通常 的 数值 情形 时 一 
样 . 我 们 实质 上 早已 遇 到 了 这 些 概念 . 无 穷 几 何 级 数 


~ g 
2 =T ld<!1 


n=l1 


或 黎 曼 的 5 函数 


eo 


c= 》 二 s>1 


= 二 1 


就 是 例子 , 如 果 在 前 一 种 情形 固定 % 而 在 第 二 种 情形 固定 s, 则 我 们 就 得 到 通常 的 
数值 级 数 ， 而 就 是 这 些 参数 可 以 看 作 是 数值 函数 的 自 变 量 , 于 是 级 数 的 和 同样 代表 
了 某 些 数值 函数 . 这 样 的 观点 使 我 们 导致 下 述 定 义 ， 


定义 1 称 具 有 同一 定义 域 万 已 取 编 了 号 的 嚼 数 的 总 体 【 户 (z)]} 为 函数 序列 ， 
此 时 集合 万 称 为 函数 序列 { 户 (z)} 的 定义 域 . 


此 处 “ 编 了 号 ”一 语 指 的 是 “作成 与 自然 数 集 NN 的 双方 单 值 对 应 ”. 
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定义 2 设 {an(z)} 是 某 个 函数 序列 定义 在 集合 口上 . 形式 无 穷 和 
al(z) 十 Ge(z] 二 aa) 十 一》 on(z) 
二 1 


或 简写 作 Sanfzj, 叫 作 定义 在 万 上 的 涵 数 级 数 ， 


固定 某 值 x = zo & DD, 就 得 到 通常 的 数值 级 数 于 an(zo}. 与 在 数值 情形 一 样 , 我 
们 也 定义 函数 级 数 的 部 分 和 . 


定 3 对 于 一 切 nE NN, 消 数 
An(2) = oa(z) + a2(z)} + -+ an(2) = Y ak(z) 
k=1 


了 站 必 函数 级 数 anfz) 的 第 部 分 和 , 而 on(z) 叫 必 它们 通 项 . 
下 面 设 DD 为 图 数 级 数 % onfz] 的 定妆 域 , 也 是 序列 (Aw{zx)} 的 定义 域 ， 


定 光 4 落 对 于 周 定 的 了 = zo & DD, 数值 级 数 yanfzo) 收效 ， 则 说 函数 级 孝 
anfT) 在 点 工 = zo 处 收效 . 


定 忱 着 由 使 级 数 yan(zif 或 者 序列 {An(z)}) 收效 的 点 的 全体 所 成 的 集合 
Do CD 串 必 该 级 数 [或 该 序列 ) 的 收 顷 城 ， 

注 ” 通 数 级 数 的 收 剑 域 通常 比 它 的 定义 域 狐 小 , 例如 无 穷 儿 何 级 数 Ta 二 > 9” 就 是 如 
此 . 

定 兴 6 设 Do 是 函数 序 别 {An(z)} 的 收 玄 域 , 并 设 A(z) 是 此 序列 在 固定 的 点 
z € Do 处 的 家 限 值 . 那么 对 于 一 切 re Do, 数 对 (2, 4(z)] 的 集合 给 出 了 一 个 函数 
二 A(x), 它 定 义 在 集合 Do 上 . 这 个 函数 叫 作 函数 序列 {4nfz)j} 的 极限 函数 . 若 此 
处 {An(z)} 是 级 教 yanfz)] 的 部 分 和 序列 则 函数 4(z) 叫 作 此 级 数 的 和 . 


于 是 , 函数 级 数 的 和 是 一 个 定义 在 级 数 的 收 伍 域 上 的 本 数 . 对 于 = es Do, 级 数 的 
余 项 mtz) = A(z) 一 Anlz) 也 是 z 的 一 个 图 数 , 而 且 当 一 oo 时 , 对 于 任何 ze Do 
皆 有 r(x) 一 0. 

级 数 并 an(z) 的 和 A(z) 的 许多 性 质 , 譬如 连续 性 ， 都 与 它 的 余 项 rnfz) 当 
n 一 ce 的 性 状 有 关 ， 为 了 描述 此 性 状 , 还 要 引入 函数 级 数 及 陋 数 序列 的 一 臻 收敛 
这 一 重要 概念 . 为 了 强调 一 致 收 敏 与 上 面 引 和 的 简单 的 收 往 概 念 的 不 同 , 常 把 后 者 
叫 作 点 态 收 敏 

不 同 的 一 数 按 素 勒 公式 展开 , 产生 函数 级 数 的 重要 的 例子 . 例如 , 在 点 zo = 0 
处 展开 函数 yy = gin zfz ec 及), 得 到 
2n—1 


J Qn 


6。、 郑 对 级 数 之 收 浆 -311 ， 


其 中 rm 人 z) 是 公式 的 余 项 守 . 把 余 项 写成 拉 格 朗 日 形式 : 


rn(z) 一 


sin(27) z 


22 
{2n)! 


其 中 z 位 于 点 0 和 点 x 之 间 . 由 此 


alo < BT 


然而 对 于 n > z2 成 立 下 述 不 等 式 : 


于 是 当 nn 一 oo 时 Tn(7) 一 
结果 , 令 


得 展开 式 sin zx = > tnt( 人 TK]. 


定义 了 畦 级 数 时 


(2n)! 


D0. 


qan{ 作 ) 一 


于 四 ) 


wn < 1 
{2m0)1 Tn2 np 


1 
> nntl, 


(—1)" lz2n 1 
on — 1) 


: 守 捷 及 


一 一 (ran 风 作 函数 f(z) 在 点 x = a 处 的 泰勒 级 数 ， 


所 叫 作 丈 数 (x) 在 ， 点 r= 7 处 的 胡 惑 级 数 展 开 式 . 
我 们 举 出 一 些 函 数 的 泰勒 级 数 的 例子 : 


oo TIT 
例 1.e5= 一 
nt 二 [0D 


FL 
nt 


Do 1 了 
2. Int 十 2 一 {1)” 一 


守 n 一 1 
OO 说 
3. sin z 一 CD mgr 


全 


(2n 


08 T= ba "i 


[| 
5. (1+xz)° =1+ 
下 一 二 


oO 出 
6， arctan Tz 一 了 (-D” 有 


7 了， arcSsim 芯 一 人 十 by 
1 


oa entl), 


(2n 一 lz 27 二 1 
(2p 2n+l 


及. 
一 上 所 邓 裤 二 


Ly + 写 眉 . 


TT 忆 展 . 


一 ] < 守 守 所 1, 
nl 


—1 
1 
ia 


位 | 1 


中 此 rs 不 是 阶 余 项 ， 而 是 2 一 1 或 2 阶 余 项 一 一 译 者 注 . 
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82， 一 致 收敛 


定 必 8 设 函 数 序列 {rn{z)} 对 于 每 个 工 E MM 都 收 训 到 零 ， 如 果 对 于 任意 的 
E >0 都 个 在 哥 码 no = nofe), 侍 得 对 于 一 茹 n> no 同时 对 于 一 切 了 Eee MM 都 成 主 不 
等 式 rn(lz)| < e 那么 就 说 {rs(z)} 在 M 上 一 致 收 化 到 零 . 

记 作 : 当下 一 oo 时 rnfzy) 0. 

注 此 定 久 中 “同时 ”一 词 一 般 说 来 是 守 余 的 , 可 以 删 去 , 不 过 它 强调 一 致 收 竹 与 点 态 收 黎 
的 主要 区 别 在 于 , 在 第 一 种 情形 在 极限 移 定 尺 中 的 数 mofs) 对 于 一 切 z E MM 都 是 同一 个 , 而 在 第 
二 种 情形 它 还 可 以 与 zx 有关, 部 nofe)] = PofE,z). 

定义 9 车 函数 4(z) = An(z) 十 ranfo, 其 中 当 mi -oo 时 rn(2x) 也 0, 财 说 序列 
{A5(x)} 在 集合 M 上 当 n 一 o0 时 一 致 收效 到 4(z], 记 作 : 

当 交 一 oo 时 Antr) 慰 (2z). 


这 里 , 符 导 对 可 以 略 去 , 如 果 明 白 所 说 的 是 哪个 集合 的 话 . 还 有 , 如果 这 里 
{An(z)} 是 级 数 于 an(x) 的 部 分 和 和 序列， 则 此 级 数 叫 作 是 在 集合 MM 上 一 致 收效 到 
4f(z) 的 ， 

所 引入 的 一 致 收 分 概念 的 重要 性 , 以 下 述 定理 为 例 即 可 抑 到 . 


定理 1 设 每 个 沟 数 mm 人 2) 都 在 点 zo Ee 区 处 连续 , 且 级 数 Yanfz) 在 开 区 间 
工 = (zo 一 而 wo 十 人 上 一 至 收效 到 函数 A(%w), 其 中 5>>0 是 一 个 固定 的 数 ， 那么 禹 
数 Alzw) 在 点 4 一 xo 处 连续. 


pp ”根据 一 致 收敛 的 定义 有 


A(T) = An{t) tT rnt), rn(2) 子 On — 00), 


oo 


4nfz]) 一》 acts), rr)= Y arlz). 


Ek 二 1 下 二 十 1 


使 用 记号 Af{zx) = f(x) -f(zo), 其 中 f(z) 是 任意 的 晤 数 , 得 
AA(T) = AAr) + Ara(T) = AAL(T) 十 ra 人 — rn (rn). 


由 于 rn{z) 3 0(n 一 co, 所 以 对 于 任意 的 a1 > 0, 存在 号 码 no = nole1), 使 得 对 于 
一 茹 n> no 和 和 一切 xe TT 有 


fratm)| < sl， Irn (£0)| < Ee1. 


我 们 注意 到 隔 数 An{z) 在 点 x = wo 处 连续 , 因此 对 于 任意 的 sl > 0, 存在 


2， 一 致 收敛 . 313 - 


在] = dfEl) > 0, 使 得 当 lz 一 20| < 51 时 成 立 不 等 式 
[AAn(z)| =|An(®) - An (zo)| < er. 


现 对 于 给 定 的 s > 0, 可 取 si = 3; 则 对 于 一 切 满足 条 件 他 一 zol < dle) = h(E) 

的 zx 以 及 数 %== nolei)} 十 1 二 nole), 有 
IAAtz)| EAA (RT) +t rte 七 |rafzojl < 十 El 十 EL 一 人， 

这 就 表明 函数 A(z) 在 点 x = zo 处 连续 4 

我 们 来 考察 一 致 收敛 的 函数 序列 的 一 些 简单 性 质 . 

定义 10 函数 序列 {An{x)} 叫 必 是 在 全 合 M 上 一 至 有 界 的 , 如 果 存 在 数 口 ,使 
得 对 于 一 切 neN 和 一 切 zTE€EM 

[An x)| < 

命题 1 由 在 集合 对 上 有 界 章 通 数组 成 的 在 M 上 一 致 收 误 的 滞 数 序列 
{An(z)} 是 在 M 上 一 致 有 界 的 . 

Pp 设 B= sup Am{z)m EN. 在 一 致 收 合 的 定义 中 取 e = 1. 那么 对 于 一 切 

五 所 
足够 大 的 n> no 和 一 切 zE 对 
A(x) ~— Antz)| < 1, [AGT 系 14n(zi[ 十 1 入 B+tl. 

这 表明 函数 4(z) 有 上 异 . 

接 下 去 令 了 = sup |A(z)|, B 二 max Bs. 置 口 = B+1. 那么 当下 no 时 成 

rE 


D0 上 no 
立 秸 计 式 
14xfzi| EB<B+1=0, 


而 当 上 避 > no 时 有 
|Ar(m)| iACTH +t AE) 一 4 
Bo+l<Btl=0. 4 
顺便 还 证 明了 一 个 命题 . 


命题 2 若 函 救 4fz) 在 全 MM 上 有 界 生 4nfz) 了 4(z), 那么 对 于 某 no E 本 函 
数 序 列 {Anotn (Tt)} 在 MM 上 一 臻 有 界 ， 


下 面 两 个 命题 不 耶 证 明 , 因为 它们 的 证 明 与 数值 级 数 的 类 似 情 形 完全 一 样 . 
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命题 3 设 当 中 一 co 时 
an(r) = or), bn 人 2 br). 
M M 
那么 
1° on (x) + by (x) J a(x) + P(e). 
2° 车 |B(z)| <C 对 于 某 C>0 和 一 切 x EM 成 立 , 则 anfzjbafz) 村 a(z)b{r). 


o 只 x on (TY _ alz) 
3° 只 要 对 于 一 其 eM, BE > C> 0 就 有 pn) HD 


命题 4 若 序 列 {d(x)} 是 一 致 有 界 的 且 当 nn 一 co 时 rafz) = 0, 则 当 nn 一 oo 
时 dn(F)rn (x) 也 0， 


第 九 讲 


83.， 函数 序列 一 致 收敛 的 准则 


现在 我 们 来 证 明 隙 数 序列 一 致 收 钱 的 柯 西 准则 . 


定理 2 ( 柯 西 准则 ) 函数 序列 {4A(z)} 在 集合 M 上 一 致 收效 的 这 要 且 充 分 杂 
忻 是 , 对 于 任意 的 上 > 0, 存在 号 而 no = nole), 使 得 对 于 一 切 m > no,n > no 和 一 
切 zEa 成立 不 等 式 |4nfz) 一 Am(x)| 之 &. 


i 必要 性 在 这 种 情况 下 ,4 人 z) 3 Alx). 于 了 全 的 E> 0, 存在 数 no = 


nols) 使 得 对 于 一 雪 n> no 和 一 切 z 对 有 |An{zr})— Atr)| < 了 =. 此 时 , 对 于 m > no 
和 jz#>yo 有 
Mn 人 -hn 和 4o 四 一 AI+MG) -4n(zjl< 了 + 一 

充分 性 ”对 于 每 个 固定 的 = e M, 数值 序列 {4。(z)} 满足 柯 西 准则 . 这 表明 它 有 
极限 4(z). 所 以 在 整个 集合 M 上 , 极限 函数 存在 . 接着 , 不 管 数 。 > 0 多 小 , 根据 条 
件 者 存在 号 玛 ma = ma (了) ,使 得 对 于 一 切 m > m 和 n> nmi 有 |Am(z)-An(2)| < 5 
对 于 一 切 ze M 成 立 . 

再 次 , 任意 地 固定 * < M 并 让 m 趋 于 无 穷 . 得 不 等 式 


42) 一 区 (| 所 F<e 


那么 , 取 no = mefe) = mi (3 ) ， 则 对 于 一 切 n> ro 和 一 切 emM 有 
[Anlx) — Als)| < &. 


88。 铬 数 席 到 一 致 收 雍 的 准 刚 - 315 、 


这 表明 4n(z)} 也 A(zT). 避 


如 果 {4Aw(2)} 是 函数 级 数 yanfz] 的 部 分 和 序列 , 则 定理 2 给 出 了 此 级 数 一 致 
收 笋 的 柯 西 准则 . 我 们 将 它 叙述 成 下 述 定 理 . 


定理 3 级 数 Yan[z] 在 集合 M 上 一 致 收 黎 的 必要 且 充 分 条 件 是 , 对 于 任意 的 
e > 0, 存在 no = nole) 使 得 对 于 每 个 n> no 和 每 个 六 ER 克 以 及 一 切 了 <E MH 成 立 不 
等 式 


+n 


多， Ok{T) 


下 二 十 1 
最 后 , 从 定理 3 出 发 , 我 们 以 直接 的 形式 叙述 级 数 亲 an(x) 不 一 致 收 敏 的 准则 ， 
定理 4 级 数 yanfz] 或 序列 {An(x)} 在 集合 M 上 不 一 致 收 孝 的 必要 且 充 分 

条 件 是 , 存在 5 > 0 和 自 热 数 的 两 个 序列 {nm} 和 {pm}, 其 中 ful > mm 以 及 朵 

中 的 一 列 点 {zm] 使 得 成 立 不 等 式 


位 mm Pm 


>》 Ok{Trm) 


尽 二 tn 十 1 


我 们 来 看 不 一 致 收 合 的 级 数 和 不 一 致 收 伍 的 序列 的 例子 . 
例 1. 级 数 4(z) = > zl 一 z)* 在 [0,2) 上 不 一 致 收 化 . 


实际 上 , 级 数 的 和 A4(x) 当天 0 时 等 于 


EE 


之 EE, 


4(z] =?20 ~ 2)" = 1 = = =1, 
而 A(0) = 0. 这 表明 x = 0 是 函数 A(z) 的 间断 点 . 但 由 于 an(z) = z(1 一 2)" 在 零 处 
连续 , 俏 若 收 伍 是 一 致 的 话 , 则 根据 定理 1 函数 A{z) 该 是 连续 的 . 但 并 不 如 此 . 所 
以 收 敏 不 是 一 至 的 . 
2, 若 An(z) = x", 则 在 集合 M = (0,1) 上 一 致 收 伍 不 成 立 , 
实际 上 , 在 定理 4 中 置 e = 0.1 并 对 于 每 个 mm > 1 取 mm = mzm = 1 一 二 ,pm = 
m. 那么 将 有 


|Am (Tm) 一 Aam (Lm)| = IG 一 工 ) 一 @ 1)” 


nL 


= 11) (1- (i) )>33>01=e 
于 是 , 根据 定理 4 形式 的 柯 西 准则 , 序列 {4%(w)} 不 是 一 致 收敛 的 ， 


问题 ” 设 函 数 f(x) 在 i0,1] 上 连续 ,me NN. 并 设 当 nn 一 oo 时 所 (7?) 一 (7). 
证 明 梢 数 f(z) 在 (0,1) 上 有 连续 点 . 
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84、 一 致 收敛 判 列 法 


我 们 将 证 明 丁 数 级 数 一 致 收 伍 的 三 个 判别 法 ,它们 分 别 属 于 魏 尔 斯 特 朱 斯 , 阿 
贝尔 和 狭 利 克 雷 . 这 些 判别 法 给 出 了 一 致 收 合 的 充分 条 忻 , 但 它们 不 是 必要 的 , 也 就 
是 说 , 级 数 an(z) 可 以 一 致 收 伍 但 不 满足 这 些 条 件 中 的 任何 一 个 . 话说 回来 了 , 对 
于 通常 的 数值 级 数 情 况 也 是 一 样 . 男 一 方面 , 我 们 指出 , 这 些 判 齐 法 对 应 于 数值 级 数 
收敛 的 同名 判别 法 并 且 发 展 了 它们 的 原理 ， 

先 考察 下 述 关于 无 穷 小 函数 序列 的 一 致 收 敏 准则 , 


定理 5 当 ? 一 oo 时 to 人) 对 0 的 充分 必要 条 件 是 , 存在 数列 {Bn), 使 当 
中 一 oo 时 局, 一 和 且 对 于 每 个 妊 和 到 和 一 切 了 生计 (所 局 
bp 充分 性 ” 设 这 样 的 数列 {5,} 存在 . 那么 对 于 任意 的 e > 0, 存在 号 码 nw = 


nols) 使 得 对 于 每 个 n > no 成 立 Bi < = 然而 对 于 同样 的 % 和 一 切 < MM 都 有 
bro 二 < =. 所 以 , 当天 一 ec 时 


bz SO 0. 
M 


必要 性 设 当 nn 一 00 时 友 ,(X) 子 0. 令 ,一 sup bwtz)|. 由 于 对 于 任意 的 =>0 


存在 导 码 no = nolsy, 使 得 对 于 每 个 n> no 和 一 切 ze M 成 立 不 等 式 |b(z)| < es， 
所 以 对 于 同样 的 %n 有 8 = sup lbn()| 乏 E. 这 表 表 当 n 二 时 二 0. 
于 所 


注 定理 5 中 的 数列 {B54} 叫 作 {6%(w)} 的 优 控 , 此 定理 的 结论 说 的 是 , 无 穷 小 函数 序列 之 
一 致 收 合 等 价 于 它 有 无 穷 小 优 控 ， 


现 考 察 函 数 级 数 一 致 收 合 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 

定义 11 收 敲 的 非 负 项 孝 情 级 数 人 pr 也 作画 数 豚 数 人 anfz) 在 集合 本 上 
葛优 控 , 如 果 寺 于 每 个 nN 和 一 切 XE JM 成 立 针 计 式 |aslD)| 所 pw. 也 说 级 数 
yonfz) 在 集合 MM 上 被 级 数 》 pn 控制 ， 

定理 6 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 设 函 数 级 数 宁 an(T) 在 集合 M 上 有 优 控 
pn. 则 它 在 此 集合 上 一 致 收 语 . 

p 只 需 确认 级 数 的 余 项 ratz) 在 集合 到 上 一 致 收 伍 到 零 . 我 们 看 到 , 对 于 任 
何 固 定 的 x € 村 , 数值 级 数 六 a,(z) 是 收 伍 的 , 因为 有 优 控 ps = PP 此 外 , 对 于 每 
个 国定 的 > 有 


Co 


bp Q(T) 


[i 


DO [由 
< 》，|lak(zl 和 >》 了 = pn， 


=n 二 1 k=—n+1 


其 中 p,, 是 数值 级 数 二 pr 的 余 项 且 当 一 co 时 pn 一 0. 而 根据 定理 5 的 注 , 这 就 


|rnkz 放 一 


$4.。 一 融 收 前 判别 法 .317 . 


表明 {r(xw)} 有 无 穷 小 优 控 {pn}. 因此 , 根据 定理 5, 当 nn 一 oo0 时 rr,(r) 3 0, 即 级 
数 yan(z) 在 邮 上 一 致 收 敏 ， 4 


定理 7 (A) 隔 册 尔 判 列 法 设 : 

1) 2 emtkz1 二 全 ji 

2) 序列 fbn(z)j 在 对 上 一 致 有 界 ; 

3) 对 于 任何 固定 的 ww E MM, 数列 {bw(z)} 都 是 单调 的 . 那么 级 数 7 an(z)]bnfz] 
在 本 上 一 致 收 笋 

{D)《 狱 利 克 雷 判别 法 ) 设 : 

1) 部 分 和 4ifz) 在 M 上 一 致 有 界 ; 

2 当中 一 oo 时 bnfe) 30; 

3) 对 于 任何 圈定 的 fe M, 数列 {bn(z)} 都 是 单调 的 . 那么 , 级 数 anfzjiafz) 
在 本 上 一 致 收 笋 . 


= ”施用 与 证 明 关 于 数值 级 数 的 同名 狗 别 法 相同 的 步骤 ， 与 前 一 样 ， 先 认为 数 
列 {B(x)} 是 单调 减 的 并 其 对 于 每 个 n E N,bn,(r) > 0. 施用 阿 贝 尔 变 模 于 级 数 
yan (bn lx) 的 部 分 和 并 使 用 记号 


大 让 
Hilz)= >，am(zbn(z)， (Oo 一 YD, om(r) 


mm 一 入 十 1 1 一 好 十 于 
来 表示 级 数 yan(o)i(z] 和 anfz) 的 一 段 . 得 


np 


>, CRT br (x) 


真一 开 十 荆 


[HplT)| = 


性 十 轨 一 1 
A pT)ontp(T)+ 4 人 za)(bk(z) 一 br+t(z]] 


Fr 二 i 


， n+p—1 
SArplr)lonrp(e) + sup (IAC) 2, (Bre(s) 一 本 Hz) 
n+p R= 十 1 


& bari(r) sup |4k(z)， 
及 之 上 生生 
考虑 情形 (A}. 由 于 级 数 9 an{z) 一 致 收 合并 根据 柯 西 准则 , 对 于 任意 的 < > 0， 
存在 导 码 no = no(s), 使 得 对 于 每 个 让 >> no 都 成 立 不 等 式 


sup |.4 {rz)| < e, 
rEM 


此 外 , 由 于 {5,(z)} 一 臻 有 界 , 存在 数 C > 0 使 得 对 于 每 个 neN 和 一 切 ze 人 有 
Bo 所 CC, 因此 当 ni 之 no 时 成 立 估 计 式 | 再 oz)| & Ce. 
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根据 sa > 0 的 任意 性 , 这 表明 对 于 级 数 9 anfzjbusfz)] 一 致 收 伍 的 杜 西 准则 的 条 
件 成 立 , 于 是 情形 (A) 时 结论 成 立 . 
现 考 虑 情形 (D). 此 时 由 于 和 4xfz) 一 致 有 界 , 从 而 A4{z) = Ak(x) 一 An(z) 也 

同样 一 致 有 界 , 所 以 存在 数 C > 0 使 得 |4; (zx)| < C 对 于 一 切 keN 和 和 一切 zxeM 

成 立 . 根据 第 2) 款 , 当 n 一 co 时 (7) 3 0. 那么 , 对 于 任意 的 >0 当 n> nole) 
足够 大 时 |pasigag| < 8 对 一 切 ze 对 成立. 由 此 , 同上 面 一 样 得 | 下 (zi & Ce. 
于 是 (D) 的 结论 也 获得 证 实 . 

剩 下 的 是 取消 限制 :1) 序列 {bn,(z)} 减 ;2) 对 于 一 切 n, B(xz) 2 0. 为 取消 限制 1). 
可 将 一 切 函 数 asfz] 和 {x) 都 同时 改变 成 相反 的 符号 . 那么 条 件 {bz)} 增 就 转化 
成 条 件 {5,(z)} 减 , 而 加 于 级 数 于 a,{z) 的 一 切 条 件 都 不 变 . 为 了 消除 限制 2), 考虑 
丽 数 bol£) = inf bn [zl] = im bn{2). 那么 Pr = Bolz) 十 Bafz)， 其 中 AZ 0 对 
于 一 切 re M 成 立 , 并 且 {8,(x)} 减 . 由 此 


> an(zjbn(z) = bo(2) > an(t) + Fan(z)Bn ls). 


在 情形 (D), 右 端 第 一 个 被 加 项 等 于 等, 面 在 情形 (A) 它 是 一 致 收敛 的 级 数 . 而 
第 二 个 级 数 满足 定理 的 条 件 且 符合 上 面 所 作 的 两 条 假定 4 
我 们 来 证 明 下 面 的 关于 正 束 级 数 一 致 收敛 性 的 精致 的 判别 法 ([36], 137])- 


定理 8 设 {bn} 是 单调 减 的 正 数 列 ， 那么 级 数 > bw Sin nz 在 要 上 一 至 收效 
的 必要 且 充分 的 条 件 是 
im nb», = 0D. 
bp ”必要 性 ”根据 柯 西 准则 , 对 于 任意 的 s > 0, 存在 no = nole), 使 得 对 于 一 切 
ma > ng; 一切 n> no 和 一 切 ze |0,7] 成 立 不 等 式 


》， 1 
虹 二 #7 十 1 
nl] ， 而 _ TXT V2 
到 m= [3| 以 及 z= 一 .了 闭 么 当 mm+1 En 时 有 sin kx > sin 一 一 一， 
2 (2n) 4 2 
因此 
”baiinks (nn — min > nb, 


k=m+1 
于 是 , 对 于 任意 的 > 0 找 得 到 数 no = nols), 使 得 对 于 一 切 % > ro 成 立 不 等 式 
Inon| < < 因此 lim nbn =0. 必要 性 证 毕 . 
充分 性 ”由 于 对 于 任何 自然 数 n, 函数 都 是 以 2r 为 周期 的 奇 函 数 , 所 以 只 需 证 
明 所 考虑 的 级 数 在 闭 区 间 [0, 了 上 一 致 收 化 就 可 以 了 . 从 和 定理 的 条 件 推出 , 对 于 任意 
5 原文 于 处 为。 一 6。 译 者 注 


全， 迪 尼 定理 .319 ， 


的 = > 0, 找 得 到 no = mofey 使 得 对 于 一 切 > mo 成 立 不 等 式 |nbl < e. 取 任 意 的 
n> no 和 任意 的 p 21I 来 估计 和 


如 十 吕 
> 一 力 ， br Sin ky 一 > 十 > 
大 一 所 十 1 
其 中 
IE] Tp 
bp 一 >》 br sin ke 人， 一 > ， bx sin Kx 
' ==7t 十 1 天 一 | 三] 十 1 


当 k < 二 时 有 sinkzw 扫 天 ii 所 以 


[21 


2,, 世 >》 ， ke ET. 


开 一 所 十 工 
为 估计 和 六, 实施 阿 贝 尔 变换 . 得 到 


天 十 了 


为， sin kz 


k=[ 筷 ] 十 1 


> & blzl+1 ,Max 加 ， 


< 
lsqsp | 


pr 


这 是 因为 当 0 < t < 时 函数 到 单调 减 , 且 


“+ 


Tt 
25in 


死 十 人 


> sin Kx 


EE 


因此 ,二 < slr +1). 于 是 , 对 于 任意 的 <>0 找 得 到 数 no = not{s), 使 得 对 于 一 切 
4 > no, 对 干 一 切 jp 之 1 以 及 对 于 一 - 切 z E 民 , 成 立 不 等 式 人 < elr + 册 . 根据 级 数 
一 致 收 钱 的 柯 西 准则 , 这 表明 级 数 Bsin nz 是 在 及 二 一致 惧 伍 的 ， 因 


我 们 指出 , 哈代 [3 给 出 了 这 个 定理 的 一 些 有 趣 的 推广 . 


第 十 讲 


3$5. 迪 尼 定理 
迪 尼 定理 对 于 弄 清 楚 一 致 收敛 概念 的 本 质 有 重 训 作用 . 我 们 来 证 明 这 个 定理 . 
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定理 9 ( 迪 尼 判别 法 ) 设 在 闭 区 间 I 一 [a, 酉 上 连续 的 非 负 函数 pr 人 fz] 的 序列 
在 此 区 间 上 逐 点 收 化 到 霍 . 如 果 对 于 一 切 2 EJ 和 一 切 nEN 成 立 pa(2) > Pathifz， 
那么 收 襄 在 闭 区 间 了 上 是 一 致 的 , 即 当 风 一 co 时 pn(z) #0. 


> ”由 于 序列 {pn(zx)} 逐 点 收 筑 到 零 , 所 以 对 于 任何 a > 0, 对 于 每 个 x e 了 都 可 
以 指出 号 码 n 二 ns,zx), 使 p(x) < 5 而 由 于 函数 mw(z) 连续 , 所 以 在 点 x 处 存在 一 


个 5 邻 域 (5 > 0), 对 于 此 邻 域 (与 了 的 交集 ] 中 的 一 切 点 y 有 p(y) < <. 一 切 这 样 的 
邻 域 的 全 体 完全 覆盖 了 闭 区 间 了 而 1 是 紧 致 集 , 故 从 这 个 对 盖 中 可 取出 有 限 的 子 禾 
羡 O(51,21),… ,Ot6k; Tk)- 数 z1,--… ,zx 中 的 每 一 个 都 对 应 有 自己 的 号 码 mm ,nx. 
以 及 函数 pn ( 胃 ),… ,pns(®), 使 得 对 于 一 切 y Ee ol ,X89) 有 0 芝 pro(gj < E. 令 
ne = me, mo- 那么 对 于 任何 ye O(65,, zn.),3 = 二 天 有 0 所 poof 攻 所 pno( 有 < 二 e. 
闭 区 间 工 的 每 点 站 都 必 伟 于 某 个 这 样 的 邻 域 中 , 因此 在 工 的 每 点 y 处 都 成 立 不 等 式 
0 志 pni( 切 <E. 那么 , 对 于 一 切 n> mo = mole) 和 一 切 y er 成立 lpn( 加 | < E 证 得 
当 n> 00 轩 pn(z) 0. 本 

如 果 在 定理 9 中 作为 mtzy 而 考虑 满足 条 件 anfz] > 0 的 函数 级 数 Yanfz) 的 
余 项 rn(z), 那么 与 先前 已 证 明 的 一 致 收 伍 保持 和 的 连续 性 的 定理 一 起 , 我 们 就 得 到 
下 述 准 则 . 

定理 10 由 在 闭 区 间 六 上 连续 的 非 凋 的 函数 组 成 的 级 数 的 和 仍 在 了 上 连续 的 
这 要 是 充分 的 条 件 是 此 级 数 在 工 上 一 致 收 开 . 


注 对 于 定理 9 的 结论 的 真确 性 , 所 区 间 了 是 紧 致 的 这 一 性 质 具 有 本 质 的 意义 . 例如 , 若 在 
其 条 忻 中 把 闭 区 间 了 搁 咸 开 区 间 , 则 定理 不 再 成 立 . 先前 举 的 例子 x(1 一 四 ”就 说 明了 这 一 点 . 
此 级 数 在 开 区 间 (0,1) 上 不 是 一 致 收 化 的 ， 


86. 级 数 的 逐 项 微分 和 逐 项 积分 


我 们 下 一 个 目标 是 寻求 保证 明 数 级 数 可 逐 项 微分 和 可 逐 项 积分 的 条 件 . 级 数 一 
致 收敛 的 概念 在 此 起 着 主要 的 作用 . 
关于 一 臻 收敛 级 数 的 和 的 连续 性 的 定理 表明 


Alzo) = Jim, Alz) = Ji 4n(D)) = Ji 2 on(z) 
= > anfzo) = lim 4n(ro) 一 lm (lim An(2)). 
换言之 , 这 个 定理 允许 交换 顺 次 完成 的 两 个 极限 过 程 x 一 ze 和 一 oo 的 次 序 . 
我 们 还 要 证 明 一 个 形式 很 一 般 的 命题 , 然后 指出 , 无 论 是 逐 项 微分 还 是 逐 项 积分 , 同 


样 可 以 看 作 是 对 于 完成 关于 两 个 不 同类 型 的 集合 基 的 极限 过 程 的 次 序 的 交 摘 . 
我 们 来 考虑 级 数 的 逐 项 积分 的 间 题 . 


加 级 数 的 这 项 微分 和 这 项 积分 * 321 ， 


定理 11 由 在 了 = fa, 由 上 黎 有 要 可 积 的 函数 组 碟 的 在 『 上 一 笋 收 笋 的 级 数 
yanfz) 的 和 4(z) 仍然 歼 村 可 积 , 并 且 


B= 三 AlzxYar 一 三 /oa 一 > 


*。 报 据 函 数 黎 曼 可 积 的 勒 黄 格 准 则 , 每 个 旺 数 aufz) 的 间断 所 的 集合 工 , 的 测 
度 都 等 于 堆 . 于 是 所 有 这 些 集 合 的 并 集 了 = UT 的 勒 内 勒 测度 也 是 零 . 区 间 工 的 一 
切 其 他 的 点 都 是 一 切 函数 an (zx) 的 共同 的 连续 点 . 于是, 根据 级 数 yanfz)] 的 一 致 
收 伍 性 , 此 级 数 的 和 4(z)] 是 有 界 的 并 且 在 I\T 的 每 点 都 连续 . 那么 , 有 界 函 数 4fz) 
的 间断 点 的 集合 的 勒 内 格 测 度 也 是 零 . 从 而 根据 勒 贝 格 准 则 , 4(z) 在 了 上 和 歼 曼 可 积 . 
那么 对 于 一 切 mne 和 时 有 


/ Aw)de = 上 4 (oa 上 yd 


但 由 于 当 半 一 oo 肝癌 (半山 所 以 当 半 一 oo 肝 sup Irn(z)| = pn -= 0. 由 于 得 知 当 


n=o0 肝 


厂 Alz)adr 一 三 An(T) dr SE 三 [ranfzjlaz & pr 人 ~ a 一 0. 


即 当 % 一 oo 时 (8 并且 | 一 0, 也 就 是 B= 了 b，< 
下 二 站 一 1 

所 得 的 结果 训 以 用 来 非常 简单 地 证 明 级 数 逐 项 微分 的 第 一 个 规则 . 

定理 12 级 数 yanfz) 可 以 逐 项 积分 ， 如果: 

1) 此 级 首 在 区 间 本 二 Ia, 用 的 某 点 zo 处 妆 仇 ; 

2] 它 的 每 个 被 加 项 an(z] 的 导 函 教 都 在 工 上 连续 ; 

3}) 由 这 些 寻 甫 数组 成 的 级 数 ai(x) 在 工 上 一 致 收效 . 

更 准确 地 说 ， 我 们 有 

1) 人 ane) = no 3 A 

2) M2) = oh le) 

、 该 定理 的 条 件 允 许 使 用 定理 11 来 对 级 数 次 ei.(z) 在 以 zo 和 + 为 端点 的 区 
间 上 逐 项 积分 , 此 处 te la, 向 . 这 时 借助 于 牛顿 -全 布 尼 获 公式 得 


t 二 
4fb — A(z0) = B(D = / A'{g)ds = / Vat (z)dr 


= | a (Tz)ds = (an 的 一 ntzo) = 2 bn (0 


n= 二 1™ 0 n=1 
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这 个 等 式 表 明 , 隶 介 = BP'(t) = 开 o( 提 . 剩 下 的 是 证 明 , 级 数 》 an(z) 在 了 一致 收 
化. 我 们 有 


二 + Do 
Bn(t) = / rm (zjdz = / y、 wzjdz 
I0 区 D 大 


= 十 1 


一 bp {or ltt) ~ arlxo0)) = >》 brtt), 


二 nt 十 1 卡 二 1 十 1 


Bn{D) = Bl) — 了 全 
二 1 


担当 n 一 ce 时 ri 人 = 0, 所 以 存在 数列 {pl} 满足 条 件 :pn 一 0 且 对 一 切 足 够 大 的 
7 > no 和 一 切 x eT]ri,{z)| 所 pr. 因此 ， 
去 f Prdr 


hr 
这 表明 , 当 n 一 oo 时 Bi 30, 即 级 数 于 ,l(t) 在 了 上 一 致 收 敏 . 那么 级 数 > an{2) 
也 与 它 一 道 一 致 收 敏 , 因为 


A = antt) = 加 的 十 > an(zo)， 

其 中 二 on(zo) 是 数值 级 数 .有 4 

定理 13 设 

1) 级 数 yan[z) 在 茶点 zo ET 了 T= ja, 了 收效 ; 

929] 级 数 ah(z} 在 了 上 一 致 收 敦 . 
那么 级 数 Wan(z] 也 在 了 上 一 致 收敛, 六 且 它 的 和 A(T) 有 导数 A'(T) 一 > asfz) 

首先 指出 , 这 里 不 能 使 用 牛顿 - 菜 布 尼 蔬 公式 , 因为 函数 oz) 可 以 不 是 黎 曙 可 
积 的 . 所 以 必须 使 用 别 的 办 法 . 


bp ” 先 证 明 初 始 的 级 数 六 anfz) 在 工 上 一 致 收 伍 .为 此 , 对 这 个 级 数 来 验证 柯 
西 准 则 的 条 件 成 立 . 确 言 之 , 我 们 考察 差 


》 (an(z] — an(zo)) = 》 pn 人 四 


这 是 可 行 的 , 因为 并 anfz) = 并 jn 人 tr 上 + 和 anfzo), 其 中 数值 级 数 > on(xo) 收 部 . 
将 拉 格 朗 日 有 限 增 量 公 式 施 用 于 级 数 们 ji 的 一 段 , 对 于 zo 和 x 之 间 的 某 个 t 
有 


[Bt)| 守 < PnlB 一 0). 


np 


》 天 5(2)| = 


天 一 所 十 


n+p 


y (ar(r) — axr(z0))| = 


上 一 Tt 十 1 


六 十 六 


bp (x 一 role 人 | ， 


起 二 = 区 十 1 


5， 级 数 的 这 项 微分 和 时 殴 积分 . 323 . 


于 是 根据 柯 西 准 则 , 对 于 任意 的 s > 0 和 足够 大 的 m> no 以 及 任意 的 pe N, 有 


1 十 pp 


aka) 


让 二 4 十 1 
由 于 > 0 是 任意 的 , 这 表明 柯 西 准则 的 条 件 对 于 级 数 六 hn(z) 也 成 立 , 从 而 它 与 
级 数 3 Ce 一 道 一 致 收 钱 . 


现在 必须 证 明 , 级 数 六 an(z) 的 和 A(z) 可 微 , 并 且 在 了 的 任何 一 点 z1 处 和 的 
导数 等 于 导数 的 和 . 为 此 考察 比 式 


AA(T) ALz) — Alx1) AAn (zr) Arn (Ir) 


三 所 | 人 一 了] < elr — zol. 


一 一 一 一 一 


AT TT— El AT 生字 一 和 


其 中 中 < 本 是 任意 的 ， 
再 次 使 用 有 限 增 量 公式 , 对 于 RR, 得 估计 式 
如 十 吾 


rat — 他 人 1 Ak{T) 一 ER 人 1 


[| = = lim 
Tl Prt Tl 
及 十 各 十 六 
alt rit 
< SUP > Se 一人 < sup 》， 如 好] = 1. 
P k=n+1 1 5EN | ma+1 


根据 级 数 站 性 (z) 的 一 致 收敛 性 , 对 于 任 给 的 = > 0, 量 只 要 n> m(e) 足够 大 就 
小 于 s 因此 对 这 样 的 有 |Ru| < < 置 Dz) 一 如 4(z) 以 及 加 人 一 2 oo) = 


Dtz) _ 44.(z). 对 于 同样 的 n 和 一 切 z e 二 显然 有 估计 式 - 
dz)| < Ti <e. 


AD = A (rE1) + Yn(w), 


其 中 对 于 任意 固定 的 m 当 rz 一 ma 时 加 人) 一 0. 现 固 定 某 nn > nole), 譬如 说 
一 nofe)-+1, 并 选择 数 6(e) > 0 使 当 0< lz 一 zi< 6 时 , 成 并 不 等 式 nz < < 
那么 对 于 所 有 的 这 样 的 r 有 


SA — D(z)| = ID + Fn — Dm)| = |An(T1) 十 加 证 ) + Fo — D(z1) 


= mo 四 一 ZTE < 35, 


而 这 表明 , 当 Az 一 0 时 分 四 一 Dl), 或 者 4)= 基 < 
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87. 沿 集合 基 的 二 重 极限 与 肾 次 极限 


各 种 不 同类 型 的 累 次 极限 相等 的 例子 清楚 地 启示 我 们 提出 对 此 问题 的 可 能 更 一 
般 的 观点 是 合理 的 . 这 里 我 们 来 考察 此 问题 与 男 一 概念 , 即 沿 着 两 个 基 的 总 体 的 极 
限 概念 的 联系 . 我 们 需要 一 系列 新 的 定义 ， 


定义 12 设 溃 数 f(z,y) 定义 在 两 个 集合 区 和 的 向 卡 儿 率 积 天 xY 上 . 设 
在 集合 互 给 定 了 某 个 基 BB. 我 们 说 函数 f(z, 胃 活着 基 如 在 集 含 丫 上 一 致 收 误 和 
沪 数 gf 四 , 如 果 对 于 任何 s > 0 都 找 得 到 终端 HE) E BB 使 得 对 于 一 切 x & te) 与 
EY 无 基地 成 立 着 不 等 式 |f(z, 员 一 9{ 胡 | < es. 此 时 记 : 

f lz, 功 = 00) 

现 考虑 给 定 在 集合 Y 上 的 基 DD = {dj. 

定义 13 车 flz,y) 沿 基 曲 收 襄 于 gl 办) 而 函数 gly) 党 基 忠 收 伐 到 呈 , 那么 数 了 
叫 作 系数 f(x%,y) 洪 基 和 基 中 的 累 次 极限 . 此 极限 以 符号 记 作 lm lim f(z, = 下- 

改变 完成 极限 过 程 的 次 序 还 可 观察 男 一 累 次 极限 ,lig lin f(z,y) = 42. 下 面 我 们 
引入 沿 基 B 和 DD 的 二 重 极 限 的 概念 ， 


定义 14 把 篆 卡 儿 票 积 五 xY 看 作 基 本 集 ， 它 由 一 切 可 能 的 元 素 对 (z; 切 组 
成 , 其 中 x EX,Y EY 把 由 一 切 可 能 的 形 如 刻 一 bxd 的 组 会 所 成 的 集 互 看 作 是 定 
义 在 卫 xY 上 的 类 , 其 中 beB 且 deDD. 这 个 基 叫 作 基 户 和 基 只 的 苗 卡 儿 率 积 ， 
记 必 及 一 Bx 了 DD. 


容易 确认 , 集合 玉 的 确 构成 一 个 集合 基 . 事实 上 :1) 它 的 每 个 元 h =b x d 显然 
不 空 , 且 2) 它 的 任意 两 个 元 的 交 和 mi = (B11 xx 有 下)m (加 x dz) 包含 有 某 第 三 个 元 
hs 二 ba x da, 其 中 终端 Ba e B, 终端 ds e 品 满足 条 件 Bs Chnb,dsCdnd. 


定理 14 (关于 沿 集合 基 的 二 重 极限 和 累 次 极限 的 定理 ) 设 f(x,y) 了 下 全 且 
ffz, 信 马 丙 (ze), 那么 两 个 累 次 极限 都 存在 : 
lm lim f(z,9) 一石， lim lign f(z, 9) = 1s, 
而 且 漆 基 玉 二 BB xD 的 二 重 检 箭 也 奉 在 : 


lim fz, 功 = ls, 


往 ， 沿 集合 基 的 二 重 极限 与 时 次 极 跟 - 325 ， 


局 时 六 三 玉 = 三 咏 . 


> 设 。> 0 是 任意 的 . 由 于 fr,a 志 F(y), 故 存在 终端 1 = ie) < B 使 对 于 
一 切 xz < ble) 和 一 切 # ET 成 立 条 件 |Fz, 故 一品 全 < 了 固定 某 z = xo € Me). 根 
据 条 件 了 (zo,y) DD 互 (zo), 找 得 到 终端 4 = dle) e DD, 使 对 于 一 切 yeE 志 ys EDD 有 
(co ga - f(zo, 4p)| < 3. 那么 对 于 这 些 yy 和 加 成 立 不 等 式 
[Mn) ~ Fitye) | = F(a) — Fro tn) + Flro, 1) — fro, ya2) + fro, Yo) — Fi (ya)| 

|in) — fro mn)l+ [f(ro, mn) ~ fro yo) + (fzo, 2) — Fi (ye) 
Ea 后 [a 

根据 柯 西 准则 , 由 此 推出 , 对 于 某 1 有 及 (y) 号 1 即 tn lim f(z,y) = 现在 来 
证 f(z, 切 久 4 其 中 五 = BxD. 由 于 及 ( 胃 世 4, 故 对 于 任意 的 c > 0 都 找 得 到 终端 
4 = dle) e DD 使 得 对 于 一 切 ye dl(e) 有 |F(y) 一 让 < 三 接着, 根据 f(z, 妇 二 所 ty) 
找 得 到 终端 ble) 使 得 当 x < We) 和 y EeY 时 有 Leo) 一 五 二 | < 5- 现 取 终端 
He) = ble) x 二 E) € H. 那么 对 于 hfe) 的 一 切 元 位, 切 都 成 立 不 等 式 

fg) ls -Rt -ll< 3+3=e 


3 
这 表明 f(z,g) 节 L 

剩 下 的 是 证 轧 (z) 号 1 为 此 , 在 对 于 一 切 (2, 让 E hle) = ME) x Ge) 成 立 的 不 等 
式 

flr) ~ FW)| < 3 
中 , 对 于 每 个 固定 的 x 考虑 沿 基 DD 的 极限 . 得 到 
[F(z) — ita 3 <e, zebe). 

这 表明 (人 马 二 

T. I. 鲁 卡 申 枉 注 意 到 沿 两 个 集 B 和 DD 的 总 体 的 累 次 极限 元 存在 且 相 等 的 准 


则 . 此 准则 由 R.A. 戈 登 32] 于 1995 年 证 明 . 这 个 命题 推广 了 A.A. 马尔 可 夫 关 于 累 
次 级 数 的 相应 的 准则 . 


定理 15 ( 沿 集 合 基 的 累 次 极限 存在 的 准则 ) 设 在 集 区 上 给 定 了 基 日 而 在 集 
Y 上 给 定 了 基 万 , 考虑 定义 在 蕊 XY 上 满足 下 述 条 件 的 函数 了 (2 人 切 : 


fr5D gD, Fr, 2 Mz). 


那么 , 两 累 次 极限 lim liga fa， 功 一 lim g(y) 和 tim lin fz, 9) = li he 都 存在 且 
相等 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 任意 的 = > 0 都 存在 终端 Me) E 日 使 得 对 于 每 
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点 x E ble) 存在 自己 的 一 个 终端 a 二 由 他) E DD, dz(le) 中 的 每 点 y 都 满足 不 等 式 
JE y) — g{W)| < < 


> ”必要 性 ” 设 两 个 累 次 极限 都 存在 昌都 等 于 !. 那么 


[fr — gD| = fr, — RE) + htr) ~ +i— 9(y)l 
& |fz, 0 ~— hw)| + |R(m) — + i — gt 


由 于 两 个 累 次 极限 都 等 于 1, 所 以 对 于 任何 = > 0 都 找 得 到 终端 5e B 和 终端 4e DD 
使 得 对 于 一 切 x eb 和 一 切 yed 有 |h(z) 一 i| < 3 和 gl) 4 < 3 此 外 , 对 于 
固定 的 x € b, 根据 条 件 f(x,y) 马 hl(z), 存在 终端 四 E DD, 使 得 对 于 一 切 y & di 
有 {f(x,y) — hlz)| < 5 现 取 5 为 Wej, 取 属 于 4 和 中 的 交 的 某 元 素 四 ED 
为 而 (6). 则 对 于 一 切 点 xz € BE) 和 一 切 点 y € d(e), 成 立 全 部 三 个 不 等 式 ， 从 而 
|ftw, 一 90)| < es. 必要 性 获 证 . 

充分 性 ” 任 歌 = > 0, 考察 定理 条 件 中 的 Hs) E B. 我 们 来 验证 关于 gly) 沿 着 
基 口 收 茹 的 柯 西 准则 成 立 ， 为 此 考虑 固定 的 辅助 的 点 x e ble】) 和 对 应 于 它 的 终 
端 页 (se) € DD. 根据 收 敏 性 f(z,y) 号 hlz), 由 柯 西 准则 推出 , 对 于 该 点 z 存在 终端 
d e D 使 得 对 于 一 切 ,yo E d 成立 不 等 式 | Flz, 护 ) 一 了 (2,92) < E. 现 取 一 终端 
do C dn ds(e). 对 于 任意 的 属于 终端 oe D 的 点 Hj 和 gw, 量 人 = g(t) 一 gly2)| 如 
下 性 计 : 

六 要 (2 有) 本 了 (z， 2 十 If tz, v1) fr, y2)| 十 [FUz， 4%2) 032j < 3e, 
这 就 表明 , 对 于 某 上 成 立 收 襄 性 : 
gg HL 

剩 下 的 是 证 明 h(x) 三 上 为 此 重新 尾 取 >0 及 相应 的 终端 bls) <e B, 而 对 于 每 
个 国定 的 点 ze Me) 来 估计 量 Al = |h(z) 一 让 从 条 件 f(x,y) 马 p(z) 和 gly) 马 1 推 
出 , 存在 终端 GE D, 使 得 对 于 一 切 yed 成 立 不 等 式 

IF(z, 9 — ho) <e 和 8 一 下 < es， 
取 辅 助 点 ye dn ds(s). 那么 成 立 估计 式 
Ai = hz) — < IA) — Fr D+ Nf) — gONI + gD < 3 

这 就 证 明了 h(x) 马 I 4 

注 车 在 定理 15 的 叙述 中 息 设 ds{e) = 六 则 得 到 沿 基 B 关于 下 一 致 收 伍 的 条 件 . 此 时 定 
理 的 结论 是 定理 14 的 推论 . 于 是 , 定理 15 使 得 本 以 在 较 弱 的 限制 之 下 交换 极限 过 程 . 不 过 这 时 
二 午 极 限 在 一 般 铺 况 下 已 不 存在 ， 所 以 御 个 定理 各 有 自己 的 应 用 范围 . 然而 , 如 果 在 定理 15 的 条 
件 中 认为 , 作为 dr{e) 市 以 取 辐 一 个 与 点 x ble) 无 关 的 终端 dlsy, 那么 二 重 极限 存在 旦 等 于 票 
次 极限. 
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我 们 还 指出 , 定理 15 的 结论 作为 累 次 极限 存在 且 相 等 的 准则 , 关于 所 考虑 的 两 
个 基 是 对 称 的 , 但 是 , 两 个 基 在 定理 的 条 忻 中 是 不 平等 的 . 这 给 出 了 在 应 用 定理 时 的 
一 定 的 选择 自由 . 


第 十 二 讲 


348、 震 级 数 


我 们 记得 , 医 级 数 万 是 形 如 二 anfz 一 Yo” = A(z) 的 级 数 , 其 中 xo 是 固定 的 
实数 , 震级 数 的 基本 性 质 实际 上 与 ， To 无 关 , 因此 常常 认为 ro = 0. 

前 面 见 到 的 泰勒 级 数 都 是 短 级 数 的 例子 ， 其 实 , 任何 雷 级 数 都 是 自己 的 和 的 泰 
勒 级 数 . 我 们 来 考虑 与 确定 瞧 级 数 的 收 倒 域 相关 的 问题 

定义 15 数 p 中 人 必 和 略 级 数 an 人 (zz 一 加 )m 的 收 仇 半 径 , 如 果 此 级 数 对 于 一 切 满 
是 条 件 |f 一 Z0| < 之 p 的 x 收 雍 而 当 |z 一 zo| > 户 时 发 散 . 


下 述 定 理 保 证 了 此 定义 是 得 体 的 ， 

定理 16 ( 柯 西 -阿达 马 定理 ) 设 给 定 堆 级 数 人 f(z) = an(2 一 zo)". 我 们 来 
者 察 数列 和 66 = |an|*}. 那么 : 

1) 车 {64} 是 无 界 数 列 , 则 此 级 数 对 于 一 雪 了 天 mo 发 散 ; 

2) 车 {bn} 有 界 且 1 一 Jinbs #0, 则 p 一 

引 若 lim br 二 0, 则 所 给 的 级 数 对 于 一 雪恨 都 妆 北 . 

我 们 记得 , 任何 有 界 数列 名 有 上 极限 和 下 极限 . 

mw 为 简化 记号 , 认为 zo = 0. 对 于 级 数 的 通 项 有 等 式 

| 六 人 | = janz | = balzl” = (nz|)”. 


在 情形 1), 通 项 f(z) 不 趋 于 零 , 所 以 级 数 发 散 (x 关 0). 在 情形 2) 对 于 固定 的 
| < ， 使 用 极限 形式 的 柯 西 收敛 判别 法 于 级 数 宁 | 户 (zj 有 


一 -一 
Tim | 六 (zj|* = | lim bn < i=1 


这 表明 , 一 切 使 |z| < + 的 = 皆 属 于 级 数 的 收敛 域 . 而 车 |z| > 了 , 则 级 数 的 通 项 如 在 


情形 1) 一 样 , 不 收敛 于 零 , 从 而 级 数 发 散 . 
在 情形 3), 还 是 根据 柯 西 判别 法 , 对 于 一 切 有 


ET 人 (zl 圭一 | Un bn 一 0< 1 
om 亿 一 站 站 
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所 以 级 数 收 敏 ， 有 4 
注 车 lz|= p, 则 所 证 定理 中 的 级 数 了 所 (2) 既 可 以 是 收 语 的 也 可 以 是 发 获 的 . 例如 级 数 


n 1—z' 
他 一 圭 


其 收 伍 半径 p = 1, 且 对 于 z = 一 1 级 数 收 使 , 而 对 于 x = 1 级 数 发 散 . 


定理 17 设 p>80 是 鹤 级 数 yang2” 的 收效 半径 且 0<r < p. 那么 在 闲 区 间 
[7,7] 上 此 级 教 绝对 且 一 至 收效, 从 而 其 和 A(z) 在 此 区 间 上 连续 . 


bp 点 二 2 > < p 属于 级 数 的 收 敏 区 域 , 因此 对 于 x 二 7, 级 数 的 通 项 gr? 
有 界 , 即 对 于 某 ec > 0 和 一 切 njan|r? < ec. 根据 7 <, 有 


Dhol" = Don (FF) < 人 二) = 
n=0 n=0 1 no0 “1 1 


> 
于 是 , 收敛 级 数 二 |an|r" < oo 是 级 数 yanzn 在 财 区 间 [一 r,+] 上 的 乱 控 . 因此 , 在 
此 闭 区 间 上 级 数 绝对 且 一 至 收 合 . 

在 同样 的 条 件 下 , 级 数 于 anzm 的 和 4(x) 是 闭 区 间 [+,r] 上 的 连续 函数 , 由 于 
级 数 在 此 区 间 上 一 致 收 伍 而 它 的 项 红 连 续 .， 4 


定理 18 车 p > 0 是 肾 级 数 7 anz” 的 收 化 半径 ， 虽 在 任意 的 闭 区 间 fr,+] C 
(-p,p) 上 , 此 级 数 可 以 逐 项 微分 和 逐 项 积分 . 


> 等级 数 并 anzr 的 形式 逐 项 微分 给 出 级 数 


Co [er 
1 > nanrT" = 1 》 二 
t=1 


=1 


而 其 形式 逐 项 积分 得 到 级 数 


[| [| 
x 》 — ry > Cn, 
二 1 
全 二 让 1 二 必 


对 于 柯 西 -阿达 马 定理 中 的 量 |6] 和 |csj* 有 等 式 
[Bl 一 nan| 寺 ,|en|* = (nm 十 1 一 专 |an| 去 . 


而 由 于 当 nn 一 00 时 人 +DT-* 一 1 所 以 根据 此 定理 , 全 部 三 个 级 数 的 收 伍 半径 都 
相等 , 从 而 这 些 级 数 都 在 任意 的 形 如 [~mr,0<r <p 的 闭 区 间 上 一 致 收敛 . 于 是 可 
以 对 它们 在 此 收敛 开 区 关上 逐 项 微分 和 逐 项 积分 . 二 


定理 19 ( 阿 贝尔 定理 ) 设 颖 数 了 anam 在 点 了 =e>0 处 收效 .那么 它 的 和 
A(z) 在 阔 区 间 了 工 = fi,c] 上 连续 . 而 车 c<0 则 函数 4fz] 在 闲 区 间 Te,0] 上 连续 . 
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bp 先 考 虑 > 0 的 情形 . 将 此 级 数 的 通 项 on.zx" 写成 ow(z)B(z), 其 中 ow{z) = 
ancn 而 Ba(z) = 二 :那么 对 此 级 数 在 区 间 I = [0,c] 上 可 使 用 阿 贝尔 的 一 致 收 敏 判 
别 法 , 这 是 因为 : 

1) 级 数 oncn 与 x 无关, 从 而 在 了 上 一 致 收敛 ; 

2) 序列 {B(x)} 单调 且 在 T 上 一 致 有 界 ， 由 于 对 于 一 切 z < 4 癌 < 1 

于 是 ， 级 数 的 A[x) 在 工 上 连续 . 情形 c < 0 异 助 于 替换 4 = -z 归结 为 已 
考虑 过 的 和 情形， 4 

定理 20 (和 寡 级 数 的 系数 通过 它们 和 在 展开 的 点 的 导数 的 囊 示 ) 设 敌 级 数 


2 an(s — 0)" = A(z) 
如 一 个 
有 正 的 收效 半径 p. 那么 ao = A(z0), 且 对 于 一 切 n 之 1 有 等 式 an 一 A (mo) 
bp 根据 定理 18, 可 对 等 式 A{x】 = > an(z — To 逐 项 微分 . 因此 在 呈 二 zo 时 
有 = 


A{xo} 一 >》 tn tT0 一 To) = 20， 


天 一 站 


oo 
A'{ro) 一 Sann(zo 一 TD) 一 1 一 上 1 1 


n=1 


A"[(xo) = » anni(n — D(zo — zo0)" ? = a 21, 
扩 二 全 


A (zo0) = > ann(n— 1}-.- {no E+1)(ro — zo "= or. kl. 
于 一 是 
由 此 就 推出 所 要 的 结论 . 4 . 
于 是 ， 具有 非 索 收敛 半径 的 舌 级 数 > an{z— zo)" 永远 是 自己 的 和 .A(z) 在 z= zo 
处 的 泰勒 级 数 展开 . 函数 A(z) 取 在 不 同 的 点 zo 和 z 处 的 两 个 泰勒 展开 式 的 收敛 
半径 之 间 有 怎样 的 联系 呢 ? 这 个 问题 是 有 意思 的 . 这 里 作为 例子 给 出 下 述 定 理 . 


定理 21 设 Ro > 0 是 短 级 数 an(z - Tom = 4(z) 的 收效 半径 考虑 函数 
A(z) 在 点 gl 处 的 另 一 泰勒 级 数 展开 式 , 其 中 jzo 一 Z| 二 7 < Ro. 那么 ,车 加 ,和 
是 此 展开 式 的 系数 而 忆 是 它 的 收 笋 半径 , 则 妃 > BE -7 且 


(zj 一》 bn(z 一 21]n， 当 | 一 21| < 五 1 时 ， 


二 收 
p> ”为 简 音 起见, 认为 so =0, 且 令 x 一 Xz1==Y. 那么 4 一 zo 二 z= 二 yz1, zi| 一 
| 呈 一 zol=r 著 全 < 名 -mm 则 加 +lgeal < Ro 一 r+r 一 Jo, 因此, 级 数 Do lenldlsi+ 
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[euD" 收敛 , 于 是 累 次 级 数 > on 的 gz + 绝对 收敛 , 从 而 它 的 项 可 以 任意 
重 排 . 据 此 , 得 


oe nn | . 
me ) TR Dt one ®. 


» 于 是 , 我 们 查 明 了 函数 A(z) 在 点 ziflzl 一 zol = r < Ro) 处 的 泰勒 级 数 展开 式 
2 当 gy| < Fo 一 7 时 绝对 收 伍 到 和 A(x)， 有 4 


定义 16 函数 4(z] 叫 作 是 在 点 工 = zo 处 解 桥 的 , 如 果 在 此 点 的 某 全 域内 它 可 
以 表示 成 需 级 数 , 即 它 的 泰勒 级 数 . 


定理 21 表明 , 等 级 数 的 和 在 收 伍 域 内 部 的 每 点 处 都 解析 ., 我 们 还 注意 到 , 收 钱 
域 的 内 部 总 是 开 区 间 , 可 以 是 无 穷 区 间 , 因此 也 谈论 绒 级 数 的 收 伍 开 区 间 . 

可 能 有 这 样 的 情形 , 那 就 是 当 把 寡 级 数 yan(z 一 zojm 的 和 A(x) 在 其 收 合 域 内 
的 某 点 xi 半 zo 展开 时 , 新 的 震级 数 于 bb,(x 一 x1)" = A(lzY 的 收敛 开 区 间 超 出 了 先 
前 的 收 伍 开 区 间 的 界限 . 例如 考察 展开 式 


= 十 
2 22 2.23 
这 里 , 依 z 的 敌 展 开 的 级 数 的 收 敏 半径 Ro = 1, 收 和 敛 开 区 间 为 (一 1,1); 而 依 (x 一 1) 
的 寡 展 开 的 级 数 的 收敛 半径 FR = 2, 收 敏 开 区 间 为 (一 3). 


定义 17 通过 把 解析 函数 在 与 其 初始 定义 域 的 中 心 不 同 的 点 处 展开 或 震级 数 
的 途径 来 扩展 其 定义 域 的 方法 叫 作 函数 的 解析 迁 托 原理 . 


在 研究 复 变数 的 星 级 数 时 , 此 原理 具有 独特 的 意义 问题 在 于 , 在 短 级 数 守 ai,(x 一 
zo)* 中 形式 上 用 复数 > = a 十 下 代替 实数 xz, 可 以 自然 地 把 和 销 数 A(z) 的 定义 域 
扩展 到 复 平 面 上 去 . 为 此 只 和 需 引 入 由 复数 组 成 的 级 数 的 收敛 概念 就 可 以 了 . 最 简单 
的 方法 是 认为 吏 (an 二 遍 w) 收 伍 到 复数 4+ Bi, 如 果 于 a 和 并 bs 同时 分 别 收 敏 
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到 A4 和 8B 的话 . 可 以 很 简单 地 证 明 , 对 于 复数 项 级 数 的 收 敏 性 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 控 
制 判别 法 依然 成 立 . 但 若 级 数 和 anzn 在 某 点 二 = 2 如 关 0 处 收 敏 , 则 对 于 一 切 正 数 
* < |zol) 级 数 lo 也 收 襄 ,而 着 zz 一 a 十 下 且 | 直 =m 则 级 数 和 anzn 也 收 伍 ， 
这 表明 , 级 数 于 az” 的 收 敏 城 在 复 平面 C 上 包含 以 原点 为 中 心 , 以 R= |zo| 为 半 
径 的 圆 盘 . 使 用 解析 延 拓 原 理 , 可 以 定义 解析 函数 在 复 平面 的 其 他 点 处 的 值 . 重要 的 
是 , 所 说 的 程序 实质 上 给 出 了 一 定 意义 上 的 单 值 延 拓 . 这 样 的 方法 可 以 把 一 切 初等 
函数 单 值 地 延 拓 到 复 平 而 上 . 例如 , 对 于 实数 ma 和 所 有 


ea+ 训 一 esfeos b+ isin 机 ， 


复 平面 上 的 解析 函数 在 数学 中 起 着 很 重要 的 作用 与 其 相关 的 问题 构成 了 数学 
的 一 个 广阔 的 领域 一 一 复 变 函 数论 的 内 容 . 复 变 函数 论 是 另外 的 一 门 课程 . 


问题 设 f(x) 是 在 开 区 间 (ce, 电 上 无 穷 可 微 的 琐 数 . 用 各 来 代表 方程 ftz) =0 
的 解 的 个 数 . 设 对 于 某 个 CC 和 一 切 me Nm < C. 证明 函数 是 在 并 区 间 (a,5) 上 解 
村 的 . 


第 十 三 讲 


89、 无 窃 乘积 
定 光 18 考虑 正 数 序列 他. 它 的 一 基 项 的 形式 无 穷 来 积 
bj :bo ba. 


叫 作 无 穷 数 慎 乘 积 , 或 无 穷 乘 积 , 或 阐 称 为 来 积 . 


无 穷 乘 积 常 记 作 : 
by : ba = Te, = 115 
n= 二 1] 
定义 19 形 如 和, 二 如. … .bn 的 有 限 乘 积 [T。 巴 作 无 穷 乘积 Lm 的 第 
部 分 积 . 


定义 20 如果 数列 {]],} 收效 到 数 [[ 关 0( 好 [> 人 0), 则 无 穷 乘 积 叫 作 是 收效 
的 ( 收 误 到 数 了 和). 车 上 = 0 则 说 此 无 穷 磁 积 发 散 到 零 , 而 车 上,。 一 +occ, 则 说 无 穷 
乘积 发 散 到 无 劳 . 若 极 限 不 存在 , 则 无 穷 乘 积 简单 地 叫 作 是 发 散 的 . 


命题 $5 (无 穷 箭 积 收敛 的 必要 条 件 ) 著 [如 收 仇 , 册 当 n>00 时 和 一 圭 
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p> 若 JI, 一 [[ 关 0, 则 当 n 一 oo 时 


Il» ,I 
i 
命题 6 无 穷 吉 积 了 bn 收效 等 价 于 饭 数 末 In 和 收 敏 ,而且 
mI = Db 
三 1 
” ”我 们 有 In Tl = In Bk. 函数 y = In z 建立 了 射线 (0, 二 00) 与 全 实 轴 


= (—00, +00) 之 间 的 连续 的 双方 单 值 对 应 ， 因此 , 由 于 对 于 一 切 mn < N, pn 都 是 正 
的 可 以 在 等 式 的 一 边 取 极 限 , 只 要 它 的 另 一 边 收 伍 , 而 此 时 In [[ = 2 im b%. 无 穷 


乘积 I 发 散 到 零 等 价 于 上 式 右边 发 散 到 一 co. 外 有 


注 显然 , 删除 或 永 加 任意 有 限 个 非 零 因 子 不 影响 无 穷 汽 各 的 收 伍 竹 . 所 以 , 可 以 多 许 无 穷 
乘积 的 有 限 多 项 取 负 值 、 


定义 21 无 穷 来 积 十 x 驯 作 是 绝对 收 化 的 , 如 果 级 数 于 In bi 绝对 收效. 这 
此 一 1 


说 的 是 级 数 六 |ln 如 | 收 第 . 收 化 的 无 穷 乘 积 I bu 如 果 不 是 绝对 收 敏 的 ， 就 叫 作 是 
条 人 忻 收 玄 的 . 
从 上 面 的 命题 和 关于 绝对 收 化 的 级 数 必 收 化 的 定理 直接 推出 下 述 定理 . 
定理 22 绝对 收 仇 的 乘积 必 是 收 北 的 
由 于 我 们 认为 对 于 一 切 mw 如 > 0, 所 以 常 把 数 入 写成 如 = 1+en 其 中 an > 一 l. 


IT = ITa+o 


wt 二 1 


定理 23 (无 穷 乘 积 绝对 收 敏 的 准则 ) 无 穷 来 积 IT + en) 绝对 收效 ， 当 且 仅 
考级 数 |an| 收 仇 ， 


那么 


by 内 于 当 n 一 00 时 1 二 ow 一 1 所 以 oar 一 0. 然而 当 xw 一 0 时 
二 位 十 了 1 


出 
所 以 当 nn 一 oo 时 有 
In(l+an) | bnu+eans , 

Qn ， lon 


中 此 旬 原 文 为 “等 式 左边 发 散 到 零 等 价 于 它 的 右边 发 散 到 -ee" 一 一 译 者 注 . 
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因此 , 对 于 足够 大 的 n > no 成 立 不 等 式 
1 | 了 (十 an)| _ 3 


|an| < 
若 级 数 并 |ln(l + mm)| 收敛 , 则 它 是 级 数 立 lenl 的 优 控 , 而 若 级 数 并 |as| 收敛 , 则 


它 是 级 数 于 5 lin( 十 an)| 的 优 控 . 这 就 表明 , 级 数 末 |as| 和 如 |In(l + an)| 同 收敛 
和 同 发 散 . 4 
下 述 命题 是 此 定理 的 推论 . 


命题 7 如 果 对 于 足够 大 的 ni > no, 所 有 的 数 un 都 同 号 , 那么 莱 积 [If1 十 an) 
的 收 敲 性 与 级 数 a 的 收 评 性 等 价 . 


”无 论 是 级 数 收 伍 还 是 乘积 收 伍 , 都 蕴含 关系 式 


Intl + an) 
”an 


oan + OD,lIn(ian} 一 站 -~~+ no 00), 


由 此 推出 , 对 于 足够 大 的 nn > no, In{1 + an) 保持 与 un 同 号 . 这 表明 , 级 数 并 a, 和 
ln(1 十 an) 以 及 冬 积 的 收 合 福 与 它们 的 绝对 收 敏 性 等 价 . 现 使 用 定理 23 就 得 所 要 
的 结论 ， 有 4 

我 们 来 看 几 个 无 穷 莱 积 的 例 于 . 


例 1 欧 拉 的 TT 耳 数 . 依 定义 有 
Ts) = 一 I (ts 2) eo 


全 [ 漠 重 


其 中 s 关 0, 一 1, 一 2,:…. 是 任意 的 实数 站 至 是 复数 只 要 把 定义 20 扩展 到 复数 ), 7 
是 欧 拉 常 数 ， 


1 1 
y= lim (+ 二 一 n) 一 0.577… 
To 2 入 


定义 T 函数 的 无 穷 科 积 对 于 任何 s 关 0, 一 1, 一 2,… 绝对 收敛 , 因为 对 于 是 够 大 
的 n > no 根据 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 , 成 立 估 计 式 


= 上 -mn(1+5)| < 与， 


从 而 收 敏 级 数 二 5 是 级 数 并 |In 如 | 的 优 控 . 
命题 8 ( 欧 拉 公式 ) 下 述 公 式 成 立 : 


人 村 _1 
=s+1] (+ (+ 了 二) 
n= 各 各 


Im onl= I (( (1+2) et) 


334 - 蕴 十 六 章 本 数 序列 与 函数 级 数 


bp 已 经 证 明 , 定义 函数 的 无 穷 且 积 在 自己 的 定义 域 的 任意 点 处 都 绝对 收 合 . 
因此 由 工 函数 的 定义 得 到 


Ht 
_1 
rT(s) = s™! lim 一 1+ 二 二 直 一 In mm) jim [I (1+) 扎 立 
TIL 一 De 7 一 | 1 


Tr gy -1 mi—1 1 Tt gy—! 
一 gs LT lim mm (1+=) =s! lim 上 (+ I[ (1+=) 
+o Me 2 7 一 oO La ti 内 
中 一 二 n=1 =+ 


= s-1 im 机 4 十 工 ) (1 十 2) ( 十 二 
[2 1 8 一 1 
~ [ra) (1+=) ， 二 
命题 9 (关于 欧 拉 的 工 函数 Ts) 的 函数 方程 y 下 述 公 式 成 立 : 
Tis+1)= slis), TT(l}=1. 
> 按 欧 拉 公 式 ,T(1) = 1, 而 且 


号 
rlstl) 5 全 1+) 1+ 
Tl(st1) _ i 
T(s) 8 十 1 和 (1 十 1+ +1 

四 


3 十 1 nn 天 十 3 十 革 

jm 2.3. .fn 二 1) Qt+s)r: (mits) 

8 十 1m-mco 42 人 二 中 -十 1 十 5 
, 十 1 

-FT tli?” 


由 此 推出 Fls 十 1) = srT(s). 4 
从 命题 9 直接 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 对 于 自然 数 ,Tn 十 1)}= nl. 
后 面 还 要 证 明 , 当 s > 0 时 I(s) 有 积分 表示 


I'{s) = 三 I* le Tdr. 
0 
例 2 对 于 一 切实 数 r>, 下 述 无 穷 磁 积 收 仇 ， 
x2 sin Pz 
有 0- 让 =- 


此 等 式 将 在 下 面 证 明 , 而 收 钱 性 从 命题 3 推出 . 
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例 3 对 于 黎明 < 函数 的 无 窃 乘 积 . 当 s > 1 时 , 隙 数 Cc(s) 由 收 合 级 数 6(s) = 
> 二 定义 . 设 p= 2,pz = 3,ps 一 5 是 依 自然 数 顺 序 编号 的 素数 序列 . 


n= 二 1 ns 


命题 10 { 效 曼 ¢ 函数 i(s) 的 于 穷 乘积 的 欧 拉 公 式 ) 当 sa > 1 时 成 立 下 述 公 


式 : 
Eas O05 —1 
ca= 世 六 = 了 人 一 珊 ) 
> ”我 们 有 
TL.= 了 1(- 去 ) = 仙 (1+ 去 + 志 +…) 


由 于 不 等 式 pp > 上 对 寺 一 切 ke NN 成 立 , 那么 打开 插 呈 就 得 到 
大 
1 
Il, > > ， 3 
ni 二 1 
另 一 方面 , 显然 有 和 ,== 过 二 其 中 {am} 是 自然 数 的 某 个 子 数列 , 它 不 含 重 
复 的 元 , 这 是 由 于 自然 数 的 素 因子 展开 具有 单 值 性 , 由 此 得 到 不 等 式 


[| 


1 1 | 
9 =? > 


1 二 ] 1 一 工 


于 此 令 hh 一 oo 过 渡 到 极限 就 得 到 所 要 的 结果 .、 << 
对 于 s = 1, 成 立 估 计 式 


2 1 1 1 1 
也-=- 光 (+ 起 1) >1+3t + 
oo 1 ANT ,. cc 1 oo 1 2 
tb 各 忆 (1 一 土 ) 发散 到 +oo, 从 而 级 数 呈 im (1 一元) 和 总 去 也 同 它 


第 十 四 讲 


810. 无 穷 行列 式 


无 穷 阶 行列 式 的 概念 的 产生 , 联系 于 对 于 无 穷 多 个 自 变数 的 无 穿 多 个 线性 方程 
的 方程 组 的 研究 . 在 研究 确定 月 球 轨道 的 近 吕 点 的 运动 的 问题 时 , 首次 产生 了 对 于 考 
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察 此 种 方程 组 和 此 种 行列 式 的 要 求 ， 此 项 研究 是 台 . 希 尔 于 1886 年 引 人 的 .H. 虎 加 
匠 给 出 了 和 希 尔 方 法 的 严格 的 数学 根据 ,无穷 行列 式 方法 还 有 一 个 应 用 采纳 在 E. 厚 
雷 德 霍 姆 {1903) 研究 线性 积分 方程 的 工作 中 . 

设 {bwn] 是 二 重 实数 序列 . 用 Di = 上 Bl 表示 方 阵 吾 。 = (Bm) 的 行列 式 , 其 
中 脚 标 天 和 跑 遍 从 1 到 m 的 值 . 在 此 知 阵 中 , 数 bi 位 于 第 开行 和 第 1 列 相交 之 
处 , 此 矩阵 的 主 对 角 线 由 数 ix 级 成 k= 1,… ,m. 我 们 用 B 代表 无 穷 矩 阵 (8,)， 
其 中 m,n = 1,2,……- 

定 忱 23 著 行 列 式 序列 {Dm} 当 m 一 oo 时 收 训 到 数 万 , 则 说 姓 阵 曙 的 无 穷 
行列 式 DD 二 BV 收 北 到 数 口 , 或 说 它 等 于 万 . 若 数 列 { 丰 发散， 则 说 此 行列 式 发 
斑 . 

称 行 列 式 Dm 为 无 穷 行 列 式 D 的 部 分 行列 式 . 我 们 引入 一 些 新 的 记号 . 对 于 钝 
阵 B 的 对 角 线 元 素 置 bn。 = 1 十 ann. 而 阁 mr 对 nn, 则 认为 amn = br. 


定义 23 在 一 切 级 教 》 |amn| 都 收 北 且 乘 积 
二 1 


p- 并 (r+ Do) 


也 一 二 


也 , 收 笋 的 前 提 下 , 称 无 穷 乘 积 已 为 无 穷 行 列 式 万 的 许 加 菜 优 控 . 
定 党 24 有 限 彝 积 
Pn -J (4 + 
并 一 1 
叫 尾 是 行列 起 Dm 的 庭 加 莱 优 控 . 
定理 24 ( 庞 加 莱 引 理 】) 对 于 一 切 me NN 成立 下 列 估 计 ; 


1) | < Pn 

2) [Dm 1 Dn 人 Pnt1 Pm. 

pp 1 行列 式 五 。 由 ml! 个 形 如 (一 1)5(9Bir,， .bmi 的 被 加 数组 成 ， 这 里 
clo) 是 排列 og = (,…- ,tm) 的 偶 性 函数 , 当 = 为 偶 排 列 时 c(o) = 0, 而 对 于 奇 排列 
orlo) = 1. 因此 ， 

|Dml < 9 pa br | < I ba < lI hl) = 
全 处 二 i—=1 

结论 1} 获 证 . 


2. 按 最 后 一 行 展 开行 列 式 Dm+1. 得 


Dmatl = amdmn+iI 十 … -十 GmHim 人 mm-Ham + (1 Gmti,mti} Drm. 
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这 里 Am+1i 是 矩阵 Bn+1 中 元 素 am+14 的 代数 余子 式 


上 十 Ga GM4l -Op 二 i 
1+1 
Amt1 (—1)™+ 十 


Orml mt GuiIH1L mmtl 


像 上 面 (第 4) 款 的 证 明 ) 一 样 , 有 


Th m+t+1 mm m+1 
| (¥ 加 < 五 ( + eu -on 
天 一 1 


二 1 性 一 工 


我 们 指出 ,Qm > Pn >0 且 Ptt=Gnfl + 入 lanl). 因此 


[Dmt1 — Dm) < lamrsliAmr11| tt amsml | Am ml + am+ti,m+1l| Drm| 
& Omllomtiil t+ + [mrim! Ft [mim ih) 


定理 25 ( 斋 加 菜 定 理 ) 无 穷 行列 式 收 效 , 如 果 它 的 对 角 线 元 的 无 穷 来 积 绝对 收 
化 且 由 非 对 角 线 元 组 成 的 二 重 级 数 绝对 收 融 . 


p> 由 于 bn =1+anm 所 以 对 角 线 元 素 的 匀 积 I bam 的 绝对 收 敏 等 价 于 


级 数 lamm| 的 收 化 此 外 , 根据 条 件 , 还 有 二 重 级 数 ,2 lamn| 收 伊 . 于 是 就 有 
无 穷 乘 各 PP 收 敏 , 其 中 


P= I (: 十 Y、 em， 
7393 一] 二 1 
因为 它 的 收 合 性 由 二 重 级 数 学 过 lamn| 的 收 化 性 所 保证 . 把 矩阵 B 的 行列 式 D 
的 值 表示 成 级 数 和 的 形式 


oo 
D=Dit+(Ds— DI)+(Ds— Dt =d+tdt+dt = )》 全. 


如 一 工 


根据 定理 24, 对 于 一 切 me N 成 立 估计 式 
Ian.1l 二 [Dn 一 Dn 安 | 一 也 一 Pnt1; 
其 中 已 是 行列 式 P， 的 席 加 菜 优 控 且 P< P 由 此 推出 , 收 化 的 级 数 二 pari = 


PP- 记 是 级 数 沁 dnt1 的 统 控 . 于 是 后 者 收敛 , 也 就 是 说 它 的 部 分 和 如 。 的 序列 收 
得 而 这 就 表明 玩 穷 行列 式 娓 收 敏 .本 
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注 ”类似 的 定理 对 于 形 如 BB = (bma), 一 50 < m,n < 00, 的 矩阵 B 的 无 穷 行列 式 DD 咸 并 . 
这 里 部 分 行列 式 Dw 和 部 分 年 阵 Bm 的 形状 是 


Dr = Bn,ll, Bm = (bri); 一 人 < k,l < mm. 
问题 证 明科 赫 (Kox) 定理 ; 形 如 


rer 


00 .-..Bn,1 


的 无 穷 行列 式 D 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 习 anb 绝对 收敛 此 处 行 列 式 
万 绝对 收 化 指 的 是 级 数 时 |Dwsl - Dn| 收 信 


最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 定义 , 它 推 广 了 庞 加 莱 优 控 的 概念 ， 
定义 25 设 {4afz)}l 是 一 个 函数 序列 , 而 {Bn} 是 一 个 数列 ,并 且 当 nn 一 oo 时 


BB. 还 设 对 于 一 切 nn € N 和 每 个 x €E DD 都 成 立 不 等 式 |An41(7) 一 An(x)| < 
Bny! 一 Bn, 那么 数列 {Bn} 叫 作 是 函数 列 {An(z)} 在 集会 DD 上 的 优 控 . 


$11. 等 度 连 续 及 阿尔 泽 拉 定 理 


我 们 来 证 明 阿 尔 泽 拉 {Arzeli 定理 . 此 定理 主要 是 对 于 超出 数学 分 析 课 程 基 本 


定义 26 函数 的 集合 Mf 叫 作 是 在 闭 区 间 了 = [@, 划 上 等 度 连 续 的 ,如果 对 于 任 
何 上 > 站 都 找 得 到 教 5 = 6fe) > 0, 使 得 对 于 任意 的 函数 Flz) < M 和 任意 的 满足 条 
件 lzl 一 zx2| 声 5 的 21 ET 和 xz2 E 1 都 成 立 不 等 式 (el) 一 f(x2)| < e. 

定理 26 {阿尔 泽 拉 定 理 } 车 函数 的 无 穷 集 JM 在 闭 区 间 了 上 一 致 有 界 且 等 度 


连续 , 则 从 任何 表 数 序列 {所 (5)} C MM 中 都 可 以 选 出 一 个 子 列 {f(z)}, 它 在 工 上 
一 致 收 仇 到 某 个 在 了 上 连续 的 函数 f(z), fo(z) 不 必 属 于 M. 


p 为 简单 起 见 , 认为 了 = |0,1]. 证 明 的 思想 是 , 在 使 用 森 西 准则 时 , 以 允许 的 误 
差 代 替 一 个 任意 的 点 以 与 它 接 近 的 分 母 尽 可 能 小 的 二 进 有 理 点 . 
把 了 中 的 全 体 二 进 有 理 数 , 即 形 如 未 的 既 约 分 数 , 其 中 a 为 整数 , & 为 自然 数 ， 


排 成 一 列 {zn}, 对 于 分 母 的 不 同 矫 次 按 增 序 排 而 对 于 同一 个 分 母 2*, 则 按 分 子 a 
的 增 序 排 . 于 是 由 二 0,z2 二 Lx = Ls = lr 3,... 2 1 


pF 机 4! 4 :小 22k! 一 公民 TAR CO 一 


aorta 一 本 EN, 现 考虑 数 集 ,一 {f(z1)}, 其 中 {f(s)} 是 原始 的 
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函数 列 ,fo 人 zs) < M. 根据 吉 于 M 的 条 件 , 集合 Bi 是 有 界 的 . 于 是 根据 波 尔 查 诺 - 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 , 从 序列 Bi 中 可 选 出 收 伍 的 子 列 {f(x1)}. 

令 gm(z) = fnn(z),m & N, 得 函数 列 G1 = {glm(z} 它 是 原始 郴 数 列 { 态 (z)} 
的 一 个 子 列 , 它 的 性 质 是 {guml(zi)} 收 化 到 某 数 凡 - 

于 同样 的 原则 ， 从 Ga 出 发 选 测 它 的 一 个 子 列 记 为 Ga = {gs,m(z}, 满足 
lim 2, ml(z2} 一 = Ya. 

无限 地 继续 这 个 手续 ， 就 得 到 一 列 函 数列 Gi = fgkm(z]} 和 -天 一 1 2， 它 
具有 这 样 的 性 质 :Gy 是 G 的 子 序 列 ,G1 是 原始 序列 Ce )} 的 于 序列 ,Gi 在 点 
zk 处 收 化 到 一 个 数 yj, 即 im gm{lTR) = Yk 

现 考虑 * 对 角 线 ”函数 列 {hs )}, 其 中 h(x) 二 加 af) 由 于 当 n 宛 上 时 


hax) 一 的 nm E Gn TC Gn CC 


所 以 {hf 是 Gs 的 于 列 ， 从 而 {hnsfzpys 是 {grr{zx 儿 2] 的 子 列 , 从 而 
im 站 asf) 一 yk EN. 

“最 后 我 们 来 证 明示 数列 {hntz)}2 满足 一 致 收 伍 的 柯 西 准则. 考虑 任意 的 数 
se > 0 并 证 明 存 在 号 码 no = niote), 使 得 对 于 一 切 mr 和 n> no, 对 于 一 切 ec Er 
一 致 地 成 立 |hmlr) - hn(z)| < 5. 为 此 , 使 用 函数 集 M 的 等 度 连续 性 , 找到 数 5 = 

6 (3), 使 得 对 于 一 切 思 和 yz eT 只 电 多 < 届 就 对 于 一 切 f(z) e M 都 有 
|f ly2) 一 Fn < =-. 选取 数 满足 条 件 < 过 2k <5 把 全 部 分 母 不 超过 2* 的 二 进 
有 理 点 下 413 po 重新 按 它 它们 的 值 的 增 序 排列 . 若 局 1 是 它们 的 重 排 ， 
则 对 于 一 切 s 5 二 1 28，Zat1 一 Zs 二 2- < 贡 由 于 每 个 数列 {hn(zs))} 吕 1 都 收 合 ， 
所 以 存在 导 码 ns 使 得 对 于 一 切 n 和 mm > ns 有 


jaatzs) — falzo)| < 3 
现在 , 作为 no(e) 我 们 取 号 码 no(e) = ”max ns 并 证 明 它 满足 所 需 的 条 件 . 实际 上 ， 


1 受 5 妥 2 十 1 
设 zspHj 且 xs 是 和 ,zzk+i 中 与 它 最 接近 的 数 . 显然 lz 一直 < 2 下 * < 由 此 
推出 Re 一 pm(2 < 5 对 于 一 切 me e N 成 立 ， 
最 后 , 对 于 一 切 mr 和 n> note 关于, 有 
lpm(z) 一 an(zjl & In(z) 一 Rn)| + [hrm(z8).— nla) | + [hn (ze) 一 Rn 人 zj| 
< 3 + 3 + 5 =& 
这 表明 , 根据 柯 西 准则 , 函数 列 {h(xz)]}21 在 了 上 一 致 收敛 .4 


注 定理 26 的 论断 可 以 看 作 是 闭 区 间 了 = [0, 1] 上 的 全 体 连续 函数 所 成 的 空间 C0,1] 中 
的 某 子 集 的 紧 致 性 的 充分 条 传 . 可 以 证 明 , 这 个 条 件 对 于 闭 的 函数 集 也 是 必要 的 . 
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第 十 五 讲 


§1. 正常 参 变 积分 及 其 连续 性 


对 于 依赖 于 参数 的 积分 或 者 叫 作 参 变 积分 的 研究 是 一 个 大 的 课题 , 它 训 括 了 正 
常 积分 和 反常 积分 的 初等 理论 . 我 们 先 来 研究 依赖 于 一 个 参数 的 嘿 数 的 正常 积分 . 

设 函 数 flz,y) 给 定 在 矩形 T = 五 x 五 上 ,其 中 五 和 瓦 是 形 如 五 = 区 引 天 = 
[e, dl 的 闭 区 间 , 换言之 I 是 坐标 平面 zOy 上 满足 条 件 a < xz < bc < y < 4 的 点 
(z, 娘 的 集合 . 

我 们 将 认为 , 对 于 任意 固定 的 y E 卫 ， 请 数 gfz) = gy(z) = f(z,2) 在 [6, 目 上 莹 
曼 可 积 . 


b 
定义 1 积分 / f(z dg = eg] 巴 作 依 赖 于 参数 y 的 积分 . 闭 区 间 五 = [本 
在 这 种 情况 下 叫 作 参数 y 的 值 的 集合 ， 


当然 , 代 圭 可 取 实 轴 Oy 的 任何 子 集 M 作为 参数 y 的 值 的 集合 . 除了 财 区 
闻 , 我们 将 最 常 取 作 这 样 的 集 的 是 开 区 间 , 开 的 或 闭 的 射线 ， 点 的 去 心 邻 域 或 实 直 
线 下 自己 . 


定理 1 车 flz, 胃 ) 在 给 有 形 开 = 五 x 五 上 连续 , 其 中 石和 J 是 闭 区 间 , 厂 = 


81L， 正 常 参 变 积 分 及 其 连续 性 ,341 . 


[&;9, 五 = ie; 司 , 则 函数 » 
ply) = / fr, ydr 
在 闭 区 间 玉 上 连续 ， 

”由 于 和 矩形 I 是 紧 致 的 , 在 I 上 连续 的 函数 f{z, 衣 是 一 致 连续 的 , 因此 , 对 
于 任意 的 es > 0 找 得 到 6 > 0, 使得 愉 要 (zl, 纺 ) EH (zr2,Y2) EI 有 |z1 一 Xo 十 | 坊 一 
yal < 02, 就 有 

|f ri, an) — fa, 2)| Ee 

性 意 固定 某 点 yo E 五 则 对 于 轴 Oy 上 yo 的 5 邻 域 中 的 任何 属于 了 的 g 以 及 

任意 的 rER= a, 9 对 于 莽 r(z) 一 r(Z, y, Yo} 一 fz, y) 一 f(r, yo)} 有 徒 计 式 
| 人) = |f (2, 9) ~ f(r, yo) 

这 是 因为 点 A(z,W 和 点 B = (z,go) 之 间 的 距离 jy 一 如 | < 5. 沿 闭 区 间 五 积分 r(z) 


得 ， ， 
/ rz)dr < / rr)ldr < elb — a). 


根据 。 > 0 的 选取 的 任意 性 , 由 此 推出 当 y 一 yo 时 p(y) 一 p(yo), 即 函数 p(y) 在 点 
y 二 Wp 处 连续 . 而 点 ww 是 任 取 的 , 所 以 p( 胃 在 五 上 连续 有 4 
所 证 的 定理 可 作 如 下 简单 的 推广 . 


定理 2 设 函 教 pif 有 和 wa 及 都 在 闭 区 间 1。 = [ec 本 上 连续 上 且 满 足 不 等 式 
a 所 wi) polW) 二 b. 那 双 在 定理 1 的 条 件 下 , 表 教 


< E， 


[I¥(2) — plyo)| = 


Paty) 
h 二 ,Ydr 
w= /fy 
下 在 五 上 连续 . 
在 证 明 此 定理 之 前 我 们 指出 , 也 可 把 函数 看 作 参 变 积分 , 因为 
b 
hly) = f fro), 


其 中 , 当 p(y) 并 < pz(9) 是 有 (2,9) = f(x, 切 ,而 往 其 他 情形 所 (xz,9) = 0. 
p， 还 是 考虑 闭 区 间 五 的 性 意 的 点 如. 对 于 函数 hfy) 在 此 点 的 增 量 Ai) = 
ht 一 hh(yo) 有 关系 式 


wa 全) ip2 fo) 
Anw= /fwar-f fem)ae 
wit(y0) 


PP1(Y) 


a(y) Pa) Pa (Yo) ) 
= 一 王 Ux a dr 一 3 a 
|,, (flz, 9 — fr, go) dr 十 (f° f{r, yo) /., f(x, yo)dr 


= 71(W) + ra(W). 
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假定 |y -yo| < {Ee) = 5e > 0 和 5 如 定理 1 的 证 明 . 我 们 来 估计 量 ri 和 ro(y). 
那么 


| 
Im | fm) ~ fesso) hdr < ep2(W) ~ vr)! < slo ~o). 
LY 


还 有 , 若 朵 = sup Emo 则 对 于 量 roly) 得 估计 式 


af3o) Paty) 
{fewart fle)de 
ity) 


Paty0) 
< MlApi{yo)| + MIAgPalyo)|. 


由 于 函数 p11) 和 wz 人 丝 在 五 上 连续 , 对 于 足够 小 的 |Ayol = |y 一 wi 万 贡 {e) 成 
立 不 等 式 |Agpi(lyo) <e 和 |Agpslyo0) <5. 令 


|rz(y)| s& 


dno(s) = min(d (se), 802)). 
那么 对 于 一 切 满足 条 件 |y 一 yol < (8) 的 VE 五 有 
IAhGo)| < (WI+ Ilr) & eb — a)+2eM = elb — 64+2M). 


但 由 于 s > 0 是 任意 的 , 所 以 由 此 推出 , 函数 h(y) 在 点 y = 加 < 五 处 连续 , 从 而 在 
整个 闭 区 间 五 上 连续 ， 习 
应 该 指出 , 上 面 引 人 的 定理 1 的 证 明 , 事实 上 由 下 面 两 个 命题 的 论断 组 成 . 


命题 1 车 函数 f(z, 四 在 全 = 厂 x 上 连续 , 其 中 石和 也 是 闭 区 间 , 了 = 
[a; 可 ,2 = [ed], 并 设 函 数 gfz) = gy(x) = f(z, 阴 , 则 对 于 任意 的 go & 12， 当 一 Wo 
时 
gu{r) 也 oo (2). 


命题 2 设 对 于 某 Ww E[cd, 当 yy 一 如 时 fz y) f(r yo). 此 外 , 还 设 在 点 
yo 的 菜 邻 域 中 存在 参 变 积分 几 Flz,a)dr. 那么 当 晶 一 0 时 存在 极限 


b b 
dim f Slewar 人 feet 
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定理 3 ( 莱 布 尼 菊 法 则 ) 设 函 数 f(z,y) 在 开 = 五 x 五 上 连续 , 其 中 石和 古 
是 闲 区 闻 站 = 四 下 五 = [e, 可 . 设 偏 导 函数 及 (XZ, 在 开 上 连续 . 那么 函数 


让 
gw) — 人 fed 
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在 五 上 可 微 且 ， 
9 = / f(r, Ydr. 
> ”任意 固定 点 y E 五 , 对 于 任意 的 h 关 0 使 y+ he 者， 


gy+h -gn ff fry+h) — fr 
st Td 


此 等 式 右 应 的 被 积 图 数 关 于 z 连续 , 从 而 歼 曼 可 积 . 对 其 使 用 拉 格 朗 日 有 限 增 量 公 
式 , 得 
b 
y+ ~ gy -| F(z,y+ oh)dr, 0O<O<1. 
根据 (rT, 在 开 上 的 连续 性 以 及 1 的 命题 1, 当 有 一 0 时 
fry + Bh) 2 or). 
最 后 使 用 81 的 命题 2, 就 得 到 等 式 


一 t 
lm + = 9 = 9 (9) =|/ f(r ydr. 司 


定理 4 (推广 的 莱 布 尼 蒜 法 则 ) 保持 定理 3 的 条 件 , 并 设 aly) 和 Bly) 在 2 上 
可 微 而 且 a 太 o(), Bg) 二. 那么 成 立 公 式 
w= (fo se wer) = f° Hewar + (PW Wt) - 
a{y) vy ay) 
Fa We (W). 
Pp” 和 上 面 一 样 设 九 关 0 且 点 y,y+he 五 . 考虑 表达 式 df 有 ,其 中 


y+ -gy _1 {yth) 四 Bl ) 
d{h) = A (fo fr y+ hdr / fer, yar | . 


使 用 标准 符号 Aa = afy ++) 一 aly),AB= 6 二 问 一 DA = Fr 十 由 一 
Frz, 只, 可 将 dl) 写成 


P| 
d(h) = Fr / (fry + fr dr+ 


mx +AB 
tf oytiati fy tide 
or 二 , 
一 44 十 4 十 443. 


对 于 积分 A1 逐 字 重 复 定理 3 的 论述 知 , 当 疡 一 0 时 


8 
AAl -| F(x, Y) dr. 
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其 次 , 对 于 积分 4z 和 4s, 应 用 中 值 定理 并 使 用 琐 数 f(z, 的 连续 性 , 得 


外 = hE f(t OAmy + 有 ,As = FFB+ AB, y+). 
由 此 , 当 丸 一 0 时 有 
A = —o (WF oD DAs 一 亲人 地 GD 4 
对 定理 3 的 证 明 的 解释 ”我们 更 详细 地 解释 一 下 可 以 凭 带 一致 收敛 条 件 
f(z,y + OR) 3 hE R= 0 = [2,d), 
来 取 极 限 
m/f “foley + Oh)ds = / f(a Was 

的 理由 . 

如 所 周知 , 函数 Fi{z, 月 = 扩 (zy 十 的) 沿 闭 区 间 五 的 积分 是 积分 和 


oT) = or(T) = Flée, RAzk 
此 一 | 


的 极限 . 这 里 极限 是 沿 着 基 Ar 一 0 来 取 的 . 这 里 基 Ar 是 这 样 定 义 的 : 把 闭 区 则 
五 = [a 是 的 一 切 标 码 分 法 工 所 组 成 的 集合 4 作为 基本 集 , 标 码 分 法 T= {4 = zo < 
Ti mn nh Ep E [Zk_1; Zk], ATk = LE — Tk = ln 天 数 
gr{T) 定义 在 集合 4 上 , 而 量 Ar = max ATk- 最 后 , 基 Ar 一 0 的 终端 站 ,5 > 0, 由 
一 切 满 足 Ar < 4 的 标 码 分 法 了 组 成 . 

重要 的 是 指出 , 如 果 对 于 某 se > 0 和 一 切 x*E 攻 ,有 


F(z A) — Fle,O)| = fey + 6) — f(r, WD| <e, 
则 lor ay(T) 一 opco)(T)| < stb 一 a). 由 此 推出 ,车 当 丸 一 0 时 成 立 条 件 


(L,Y + Bh) 也 lr, ), 


则 涛 -00 时 间 样 有 
OF 3 TF {TY. 


那 时 , 两 个 累 次 极限 都 存在 且 彼 此 相等 , 即 存 在 极限 


一 下 ] 一 i i TT). 
! En dete tT) Aimo lm ecm ) 
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此 时 有 


Him opt (7) = / fi(w,y + Oh)dz, 
lim f(r, y+ 6h) = folz,y) 
由 此 推出 


b bh 
hm flevt ondar = f Fotos)as 
这 就 是 上 面 所 断言 的 


另 一 方面 , 类 似 的 结论 在 定理 1 中 基于 使 用 被 积 旺 数 的 一 致 连续 性 而 直接 被 证 
明 , 对 此 可 以 进行 和 这 里 所 做 的 完全 一 样 的 讨论 ， 


定理 5 若 了 台数 fiz, 切 在 址 形 I[ = hx [2 十 连 续 , 其 中 = [a,0,12 = fc,dl， 
则 两 累 次 积分 


= 太太 和 oe= f wf tna 


圭 存 在 且 披 此 相等 ， 
= 考虑 辅助 函数 


_ 上 
gt, 巩 三 / flz, Za， tt a, 可 Ye [c, 可 . 
我 们 来 证 明 此 函数 在 I 上 连续 . 实际 上 ， 
IAg| = ig(t + At,y t Ay) — glt, | 


t+ 十 生 # 
= / fry+ Aaya ft) 


拟 f vt a te 


让 十 上 二 
/ fr y+ AWAdr 
下 


ba) max |Avf {zu)| +t clAt, 


十 


其 中 c= max f(z 

由 于 匡 数 9) 连续 , 当 Ay 一 0 时 maxAsflz 纺 一 0 因此 , 当 (Ay,At) 一 
(0,0) 时 Ag 一 0, 即 g(z,#) 在 王 上 连续 

还 有 ,gf 信念 = f(z; 纵 . 因此 根据 定理 3, 对 于 函数 


co- f sna wf fz, Vdr 
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， 0 呆 名 dd 
oO=/ sn seniy= { fy)ay = (0). 
另 一 方面 , 函数 h(t) = “ft,y)dy 也 是 连续 的 , 所 以 根据 牛顿 - 葬 布 尼 芯 公式 


t 
h(t = 4 / hlg)dz = H'(t), 


其 中 HG) -了 h(x)dz = faf Flr, ydy. 


因此 ,R(t) 二 丽人 有 = Gt). 此 外 显然 有 G0) = 理 (0) = 0. 所 以 对 于 一 切 te 五 
成 立 等 式 GD = 焉 的 , 特别 地 , 对 于 t=5 有 G=G0)=H0D)=H. 4 


第 十 六 讲 


83. 拉 格 朗 日 定理 


我 们 给 出 推广 的 莱 布 尼 蒋 法 别 (定理 省 对 于 推导 带 有 积分 形式 余 项 的 拉 格 妓 日 
公式 的 应 用 . 有 两 篇 发 表 在 Memoires de ] Academie de Berlin (1768) 和 Note (1798， 
XI) 上 的 著名 的 论文 是 讨论 拉 格 朗 日 的 这 个 公式 的 . 我 们 引入 EE. KL. 佐 罗 塔 列 夫 对 
此 公式 提供 的 证 明 ， 

定理 6 ( 拉 格 朗 日 公式 ) 设 台 数 flz) 对 于 一 散人 EE 及 都 有 nn 阶 导 数 且 n 阶 于 
函数 在 了 上 连续 . 还 设 革 水 数 工 = T(u 昌 是 方程 


一 Ttf(z)=0 


的 解 . 那么 对 于 任意 的 其 有 n 阶 连 续 导 函数 的 函数 F(y) 成 立 公式 
史 te dr-—1 
F(z(wt) = PD) + DT ier (f(D) + Bn, 
k=1 


其 中 st 
RR, = 1 (/ pou s+ tft)"de ) 


nt! du 


如 ”考虑 函数 = Sk(t) 一 [EY Fiz) — T+ tf (rdr. 关于 参数 & 对 它 求 微分 . 


根据 定理 2 得 gg 
= kx 1 tf (), 
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即 ， 
Sk-1 一 元 忆 (7 人 十 天 二 
微分 此 式 -1 次 , 得 


PRT kl 一 Ek dwt (PF'( wf {4W)) 十 EE dk 


对 于 无 =1,… ,nn 写 出 兹 式 , 得 


So 一 人 ja + OL, 
ds 和 所 1 他 9 
FD)) + 3 
(一 or 1 ds 
BT nai Of) + om 
从 后 到 前 , 逐次 将 后 一 式 代入 前 一 式 , 就 得 到 
gt dp 2 i dr pr 因 
0 = (Wf + )) + .+ 下] 
1 os 
nl oa“ 


此 外 , 对 于 S50 成 立 等 式 
Tr) 
So = / Fr'(w)dr = F(z(u)) ~ F(u). 


将 此 式 代 作 最 后 的 表达 式 中 就 得 到 定理 的 结论 。 4 

我 们 引入 拉 格 朗 日 公式 的 两 个 特殊 情形 . 

1. 成 立 恒等式 f(z) = 1 的 情形 . 此 时 近 格 朗 日 公式 转化 为 带 有 积分 形式 余 项 的 
泰勒 公式 : 


站 (有 
Flurt) = Fu)+ tp + Rn, 
上 E 二 1 
t 
R= / F(t (wt s(t — s)"ds 
No 


2. 设 f(z) = sin x. 那么 函数 x = xz(u,t) 是 开 普 勒 方程 = - tsin x = 飞 的 解 ， 其 
中 t+ 是 二 体 问题 中 椭 贺 形 轨道 的 离心 率 . 
对 于 上 图 数 R[x) = 1 一 teos 2 拉 普 拉 斯 得 到 了 拉 格 朗 日 级 数 展 开 式 


te dk-l(gin wetl 


R(x(u)) = 1 — toos tt TT 
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且 本 质 寺 确定 了 它 当 上 < 0.662.. 时 收 敏 , 

最 后 指出 , 由 于 拉 格 朗 日 级 数 概念 的 内 容 之 丰富 , 对 此 级 数 的 研究 一 直 很 热 , 欧 
拉 , 兰 伯 特 , 拉 普 拉 斯 , 医 尔 达 , 普法 夫 , 施 勒 米 希 , 海 涅 , 柯 西 , 雅 可 比 , 杜 . 布 阿 . 雷 
蒙 , 俑 歌 , 切 比 雪夫 , 佐 罗 塔 列 夫 , 索 堆 蒋 基 , 涅 克拉 索 夫 等 都 研究 过 拉 格 朗 日 级 数 . 
对 于 推广 的 拉 格 朗 日 级 数 的 收 全 问题 的 研究 仍 是 当今 现实 的 课题 . 


第 十 七 讲 


84.， 按 海 涅 意义 的 一 致 收 策 


函数 的 沿 集合 基 一 致 收 伍 的 概念 是 经 典 的 一 致 收 敏 轿 念 的 推广 , 并 且 是 以 柯 西 
的 耳 数 极限 概念 为 基础 的 . 在 数学 分 析 中 还 用 到 另 一 种 类 型 的 极限 定义 , 即 按 海 涅 
意义 的 极限 , 无 论 是 通常 的 还 是 一 致 的. 按 柯 西 意义 的 以 及 按 海 涅 意义 的 两 个 一 至 
收敛 的 定义 是 等 价 的 , 各 有 各 自 便于 应 用 的 场合 . 由 于 两 个 定义 分 别 便于 应 基于 不 
同 的 情况 , 所 以 我 们 要 在 沿 集 合 基 收 僵 的 一 般 情况 下 , 证 明 一 个 关于 按 柯 西 意义 和 
按 海 温 意 广 收 和 敛 的 概念 的 等 价 人 性 的 定理 ， 

需要 一 些 新 定义 . 

定 凡 2 证 电 是 定义 在 基本 和 集 呈 上 的 一 个 基 , 并 且 对 于 它 的 性 何 终 端 站 和 扑 
都 或 有 Ch 或 有 可 己 如 成 主 . 称 汉中 的 序列 {xn} 是 活着 基 日 的 基本 列 , 如 果 
在 性 何 终端 之 外 仅 丰 在 此 序列 移 有限 多 项 . 

定义 8 基本 列 {zn} 电 作 是 关于 基 理 单调 的 , 如 果 对 于 任何 终端 bb 条件 zn Eb 
蓝 含 人 n+1 三 B. 

下 面 我 们 认为 , 所 考虑 的 集合 基 至 少 具有 一 个 基本 的 单调 序列 . 泪 外 我 们 还 假 
定 基 B 的 一 切 终 端的 交 是 空 集 . 

定义 4 数 1 称 作 是 函数 ffz] 按 海 涅 意义 洛 基 万 的 极限 , 如 果 对 于 任何 活着 
基 日 单调 的 序列 {zm} 都 有 lim f(xn) =1! 

在 这 种 情况 下 记 : Hm-lim fr) =L. 

关于 按 海 涅 音义 的 极限 定义 与 通常 意义 即 按 柯 西 意义 的 极限 定义 彼此 等 价 的 定 
理 成 立 ( 见 第 一 部 分 第 30 讲 ). 我 们 将 其 叙述 如下 . 

定理 7 极限 Hm-lip f(z) 看 在 的 充分 必要 条 件 是 按 柯 西 意 浆 lim f(z) 存在 时 
Hrmligm f(z) 一 lim fx). 
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为 了 强 测 lim f (2) 是 柯 西 意义 的 极限 的 推广 , 也 写作 
lim f(z) = Clip f(z). 


此 定理 的 证 明 依 靠 下 面 两 个 引 理 . 这 两 个 引 理 也 自 有 其 独立 的 意义 , 


引 理 1 证 {xn} 是 没 着 基 妞 的 单调 序列 . 那么 存在 它 的 子 列 {yp} (yx = zn.) 
及 与 立 对 点 的 终端 序列 {bx }, 使 得 对 于 一 切 ktE N, 有 Der1 Lo Dx, Uk & br 异 Yk # brrl. 


定 光 5 引 理 1 中 的 终端 序列 {Bk} 叫 必 是 基本 的 终端 序列 . 
把 基本 的 终端 序列 {5b} 的 项 写成 天 . 
引 理 2 给 定 基本 终端 序列 {如 }. 对 子 任何 终端 be BB, 都 存在 全 BC 5. 


上 面 引 入 的 概念 使 得 可 以 按 新 的 方式 作出 一 致 收 唐 的 一 般 定 义 , 为 此 , 我 们 在 
集合 区 和 集合 Y 的 笛 卡 儿 乘 积 区 xY 上 定义 明 数 flz,y) 并 认为 在 集合 世上 给 
定 了 集 EB. 


定义 6 函数 f(z,W) 活着 基 已 在 全 合 了 上 一 致 收效 到 函数 g(y), 如 果 对 子 任 
意 的 = > 0, 存在 终端 ble) E 万 , 值得 对 子 一 其 了 GE bls) 与 YEY 无 美 地 成 立 不 等 式 
fz — HD) < < 


在 这 种 情况 下 写 f(z,9) 当 9(y) 
定义 了 说 品 教 f(z,) 按 海 滥 总 义 在 了 上 一 致 收效 到 g(gj， 如 果 对 于 任意 的 
活着 基 巨 单调 的 序列 {zn]}, 西数 序 到 【Fan, 切 } 都 在 集合 了 上 一 至 收敛 到 gly). 这 
Bm 
时 记 fz， Woy) 
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现在 可 以 转向 关于 按 柯 西 意义 和 按 海 涅 意义 的 一 致 收 敏 定义 的 等 价 性 的 定理 ， 
定理 8 1. 若 函 孝 按 海 温 意义 沿 着 基 巨 在 集合 了 上 一 致 收 租 到 gf 则 f(z, 


EB 
= 人) 
YY 


| (Bigm 
2. 车 7 信子 3 型 f(r, 功 一 二 9 


、 考察 结论 1. 从 反面 来 讨论 . 设 ffz, 切 二 sg(), 但 是 fo, 中 好 oly) 不 成 
立 . 那么, 存在 < > 0, 使 得 对 于 任何 终端 be 昌都 找 得 到 点 mw eb 和 we 了 满 
中 (so Ww) -on > = 先 从 基本 的 终端 序列 中 取 一 个 终端 责 . 把 与 其 相应 的 a， 
和 诉 | 分 别 记 作 zt 那么 ca 一 gg 中 > <. 由 于 全 部 终端 的 交大 空 集 , 所 以 
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存在 终端 be B 使 ri 4 b. 根据 引 理 2 ， 存在 数 局 使 得 Dr Cb 当然 z1 4 bi,. 取 
£2 = PB, E br 和 ya = Yi, EY, 那么 | 了 (x3,22) 一 9032)| 安 5. 无 体 止 地 重复 这 一 步 
又 . 那么 得 到 点 列 {zs} 和 {yy}, 使 对 于 一 切 ne NN,|f(xnyyn) — g(yn)| 宕 6 

我 们 来 证 明 点 列 {xn} 沿 着 基 B 单调 . 首先 证 明 它 是 基本 的 . 我 们 指出 , 自然 
数 序列 {Ek} 是 单调 增 的 但 任何 终端 50 e B, 根据 引 理 2 都 含有 基 个 处 , 而 当 
kn > ko 时 有 zn E Bho CC 90 C 56. 这 表明 , 在 和 之 外 所 含 的 序列 {fzn 的 点 不 多 于 
jo 个 . 所 以 {zn1 是 基本 的 . 

为 证 {zn} 的 单调 性 , 我 们 指出 za B46, 而 zn+l < 村 ,. 然 面 如 果 对 于 某 bo 冯 BB 
有 zs e bo 的 话 , 则 从 两 个 可 能 发 生 的 包 合 关系 如 C 有 ,和 50 2 纹 , 中 内 能 有 第 
二 个 成 立 , 否则 的 话 z < bo C bx, 而 这 是 个 可 能 的 . 于 是 zn+l 和 B,C bo. 这 证 明 
{zn} 是 单调 的 . 

于 是 , 我 们 构 作 了 一 个 单调 点 列 {zw}, rn € XX, 使 得 对 于 相应 的 ye Y 成立 
不 等 式 |f (zn,tm) 一 gyw)| 宕 6 对 于 一 切 n € N 成 立 . 这 表明 函数 列 {flz 切 } 当 
一 00 时 不 是 一 臻 收敛 到 gly) 的 . 这 与 所 作 的 假定 矛盾 . 于 是 , 定理 的 结论 1 获得 
证 实 . 

考察 结论 2. 由 于 f{x,) 3 9g(y), 所 以 对 于 任意 的 > 0, 存在 终端 Me] e B, 使 
得 对 于 一 切 ye Y 和 一 切 x & ble) 有 |x 太一 9(D| 之 8. 现 设 {zw} 是 三 中 的 任意 
一 个 沿 着 基 B 的 单调 序列 . 那么 在 Be) 之 外 顶 多 只 有 {zx} 的 有 限 个 点 . 于 是 对 于 
足够 大 的 吕 > nola), 总 有 zn E be). 因此 对 于 这 些 n 有 |fizn, 们 一 9g(W)| 8 对 于 一 
切 yEY 成 立 . 这 表明 当 n 一 oo 时 f(zn, 3 9(W)- 本 

我 们 强调 一 下 , 在 定理 8 中 对 于 基 B 加 有 下 列 限制 : 

1) 基 B 的 每 个 终端 不 空 但 全 体 终端 的 交 是 空 集 ; 

2) 对 于 任意 两 个 终端 页 各 如 ,CC 5 和 抽 写 bo 必 有 一 个 成 立 ; 

3) 存在 至 少 一 个 沿 着 要 B 单调 的 点 列 . 

年 一 看 , 这 些 限制 好 像 很 厉害 , 特别 是 条 件 2), 比 通常 的 条 件 , 存在 a Cin bo 
要 苛刻 得 多 . 但 并 不 完全 如 此 . 实际 处 理 问题 时 , 总 可 以 代替 基 如 而 考虑 一 个 与 它 等 
价 的 Bo, 使 Bo 满足 上 面 所 述 的 全 部 三 个 条 忻 . 所 谓 等 价 , 指 的 是 沿 基 B 收 敏 蕴含 视 
基 Bo 收 敏 目 反 之 亦 然 . 例如 , 在 基 的 直 积 五 = B x DD 的 情形 , 其 中 B 和 DD 分 别 是 
to 二 oo 和 yy 一 +09 的 基 , 作 尖 等 价 的 Ho， 可 以 取 由 形 如 = {x,y > a,y > a} 
的 终端 组 成 的 基 . 

为 了 叙述 的 完整 , 我 们 引入 函数 沿 集 合 基 一 致 收 伍 的 柯 西 准则 的 一 般 形式 . 


定理 9 ( 阔 数 一 致 收 和 煞 的 柯 西 准则 ) 定义 在 集合 区 xY 上 的 函数 f(z, 胃 ) 洛 着 
在 集合 区 上 给 定 的 基 曙 在 YY 上 一 致 收 雍 到 某 侨 数 的 必要 旦 充分 的 条 忻 是 , 对 于 人 性 
意 的 2 > 0, 存在 终端 bE 昌 ,使 得 对 于 一 切 ri Eb,z2 Eb 和 一 切 YyEY, 成 立 不 等 式 
(f(r) 一 flr | < <， 


8$5， 一 致 收 效 的 两 个 定 六 的 等 价 性 .361 . 


> 必要 性 车 Fe 介 9) 则 对 于 任何 。 > 0 都 存在 5 e B, 使 得 对 于 一 切 
z E65 和 一 扔 ye YY, 成立 |f(z,9) 一 g(ty)| < 5 那么 , 对 于 一 切 x3 Et 和 一 切 oa Eb 
及 一 切 yeY 有 


万 


3 一 上 


(fr — fra DE |f zi — gD | + gt) ~ fxz, 9)| < 3 十 


充分 性 ”国定 任意 一 点 y EY. 那么 滑 数 如 {xz) = f(x, 奶 满足 通常 的 沿 基 上 收敛 
的 柯 西 准则 . 因此 存在 数 g = g(y), 使 及 (zx) 号 人. 于 是 gly) 是 集合 YY 上 的 滑 数 . 
我 们 来 证 明 f(x,y) 号 go 在 了 上 是 一 致 的 . 实际 上 , 对 于 < > 0, 存在 终端 be B， 
使 得 对 于 一 切 mi Ee b,xz EB 和 一 切 yeY 


[ra 一 fra,y)| < 5 
在 此 不 等 式 中 国定 y 而 过 渡 到 沿 着 基 B 对 变数 za 取 的 极限 . 那么 得 到 
f(z1,0) ~ gt)| < 二 所 


此 不 等 式 对 于 一 切 z1 Eb 和 一 切 ye€Y 成 立 . 这 表明 


f(z,Y) 与 gy). 本 
了 


作为 定理 9 的 直接 推论 , 我 们 引入 对 于 函数 fr, 切 沿 着 在 集合 X 上 给 定 的 基 
B 在 集合 Y 上 不 一 致 收 化 的 柯 西 准则 的 直接 叙述 . 


定理 10 (不 一 至 收 钱 的 准则 ) 设 {2,2) EXxY. 函数 f{x,W) 活着 在 全 合 下 
上 给 定 的 基 BB 在 集合 了 上 不 一 致 收效 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 在 某 信 上 > 0, 司 得 对 
于 性 意 的 终端 日 e 卫 都 存在 一 对 点 z1 Eb 和 x2 Eb 以 及 一 个 点 YEY 满足 条 人 御 


[f(z 0) — f(r2, 9)| > £. 


注 无 论 是 在 定理 9 中 还 是 在 定理 10 中 , 都 只 考察 了 按 柯 西 意义 和 按 海 涅 意义 两 种 可 能 的 
一 致 收 伊 定义 中 的 第 一 种 . 而 若 要 描述 与 它 等 价 的 第 二 种 定义 , 则 问题 本 质 上 归结 为 早先 在 第 16 
章 $3 中 已 证 明了 的 函数 列 的 一 致 收 傅 的 柯 西 准 则 . 
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第 十 八 讲 


86. 反常 参 变 积分 之 一 致 收敛 


参 变 积 分 理论 的 进一步 发 展 导致 反常 参 变 积分 的 研究 , 而 这 正 是 这 一 理论 的 最 
本 质 的 部 分 . 在 两 种 类 型 的 反常 参 变 积分 中 , 我 们 把 注意 力主 要 集中 在 第 一 类 上 . 第 
二 类 积分 只 是 顺带 被 提 玉 , 因为 理论 上 它们 与 第 一 类 没有 原则 的 不 同 . 

考虑 给 定 在 集合 了 x 上 的 函数 f(z, 轨 ,其 中 了 是 形 如 a, 二 co) 的 区 间 , 而 Y 
是 某 个 实数 集 , 即 了 CcC 及. 设 对 于 任意 国定 的 y e Y, 函数 f(z,y) 在 任何 有 限 的 闭 
区 间 [ae, 和 上 都 黎 曼 可 积 并 且 存 在 此 函数 关于 变 元 r <E 工 = |a, +eo) 的 第 一 类 反常 积 
分 . 那么 这 个 积分 本 身 就 是 给 定 在 Y 上 的 y 的 某 个 函数 g(an), 它 由 下 式 给 出 : 


gty) 一 1/ f(r, gdz. 


定 光 名 上 述 函 数 go 叫 作 依赖 于 参数 y EY 的 第 一 类 反常 积分 . 


注 代替 沿 区 间 [&a, +eo)y 的 反常 积分 ， 当 然 可 以 考虑 沿 区 间 {一 oo0,4 或 沿 全 实 轴 下 = 
{ 一 ce; 十 oo) 的 积分 ， 全 部 这 些 情形 都 可 归结 为 所 考虑 的 情形 , 完全 如 同 在 研究 通常 的 反常 积分 
时 所 懒 的 那样 . 例如 


二 eo eo tee 
了 fw Wd = 人 Fl, ar + 人 (aandz， 
且 此 积分 之 收 敬 理解 为 两 被 加 项 算 收 籁 .此 外 , 自然 可 以 提出 关于 形式 的 反常 参 变 积分 的 收 人 就 域 


Y 的 问题 . 类 羽 的 问题 在 考察 函数 级 数 时 已 弄 清楚 了 , 因此 我 们 将 不 将 对 此 类 问题 花 太 多 的 精力 ; 
不 过 特使 用 类 似 的 术语 . 


例 1. 对 于 y > 1 成立 等 式 
to gr * dx zl 
[ 一 一 = lim 上 -一 一 lim 
1 Ty 十 oo f] XY 一 十 oo 1] —y 


2. 当 ! >0 时 有 
太空 Ya 三 袜 Ty 
0 Cx 0 灾 


定义 9 积分 [f(z,Wjdz 叫 作 是 关于 参数 y 在 集合 Y 上 一 至 收 雍 的 , 如 果 当 
t 一 二 oc 时 


f tear = PO) 3 ol) 


§6， 反 常 参 蛮 积分 之 一 致 收 化 "353 . 
换言之 , 这 就 是 说 , 对 于 尾 意 的 E> 0, 存在 如 = 如 人 fj, 使 得 对 于 一 茹 tt > tole) 和 一 
加 WEY, 成 立 


< 


or 


其 中 g(y) = /0 f(z, dr. 
从 一 般 定理 出 发 , 我 们 来 叙述 第 一 类 反常 积分 一 致 收 敏 的 柯 西 准 则 


定理 11 第 一 类 反常 积分 J fla,g 切 dz 在 业 合 了 上 一 至 政 喜 的 充分 必要 条 件 
是 , 对 于 性 意 的 & > 0 在 在 工 = 全 [e), 使 得 对 于 一 茹 如 > 机 >> 工 和 一 切 yEY 成 立 
不 等 式 


A f(r, Mar 
我 们 也 引 人 和 人 反常 参 变 积 分 不 一 致 收 敏 的 准 刚 的 直接 叙述 . . 


定理 1U@ 反常 积分 广 Flz 切 dt 在 集合 YY 上 上 不一致 收 部 的 充分 必要 条 人 忻 是 ， 
珍 在 5 > 0, 使 得 对 于 任何 荆 >a 都 找 得 到 烙 二 >> 所 沁 本 以 及 WEY, 满足 


fre we 


EE 


定义 10 著 对 于 -一切 > a 和 一 基 yeEY, [f(r,W)| 所 g(x), 且 积 分 人 glx)dz 
收 分, 则 函数 g(x) 叫 作 f(x, 引 在 全 = 了 XY 上 的 优 控 . 

定理 12 (第 一 类 反常 积分 一 致 收 敏 的 魏 东 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 若 醒 数 f(z, 妇 在 
je,+eo) x 上 有 优 控 , 则 积分 了 = 二 ”f(z, 加 几 在 了 上 上 上 一 臻 收效， 

ww 设 g(x) 是 f(x, 的 优 控 . 使 用 柯 西 准则 , 由 于 积分 记 gfz)dz 收敛 , 所 以 
对 于 任意 的 。 > 0, 找 得 到 数 了 = T(e) 使 得 当 t0 > t1 > 工时 /7 g(x)dz < < 于 是 对 
于 一 要 yeY, 


ta 
< f Ww { gl)is < 


£1 
由 此 根据 柯 西 准则 , 我 们 断定 积分 J 在 Y 上 一 致 收 化 ， 4 

例 积分 [xdz 在 集合 [so, 二 00) 二 一致 收 敛 , 只 要 so > 1. 这 是 因为 g(x) = 
z-s 是 被 积 晴 数 z~ 的 优 控 . 


定理 13 【第 一 类 反常 参 变 积分 一 致 收 笋 的 阿 见 尔 判别 法 和 狄 利克 雷 判 别 法 ) 
设 函 米 f(x,y) 定义 在 全 合 开 = 天 xr 上 ,其 中 X=[a,+o0),Y =[c,d], 且 Fog= 
afz, 切 8B(z, 胃 . 设 B(xz, 胃 ) 对 于 任意 固定 的 y EY, 关于 了 单调 ， 


@ 原 文 定理 17 只 叙述 了 条 件 的 充分 柏 而 没有 叙述 其 必要 性 一 一 译 者 注 . 
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(4A) ( 阿 贝 尔 判 别 法 ) 还 设 : 
1) 积分 fr afz,gjar 关于 在 Y 上 一 豆 收 效 ; 
2 防 数 Hz, 们 在 和 上 有 界 , 18(z, 骨 | < e 对 于 一 切 (x, 让 . 那么 积分 」= 
fz,yjdz 在 了 上 一 致 收 化. 
(D)(〈 狱 利克 过 判别 法 ) 设 : 
1) 对 于 某 ec>D 和 一 切 t> a 一切 yEY 成 立 不 等 式 


/ a{r, Ydr 
2 当 一 00 时 B{z,Y) 蕊 0 
那么 积分 本 = T° fzx,vds 在 YY 上 一 教 收 人 证. 
ww ”此 定理 , 无 论 是 其 表述 还 是 其 证 明 , 都 与 级 数理 论 中 的 相应 命题 类 似 .， 本 质 
上 全 部 的 区 别 归结 于 代替 使 用 阿 页 尔 变 换 而 采用 积分 第 二 中 值 定 理 ， 
再 次 使 用 柯 西 准则 来 证 明 . 采用 积分 第 二 中 值 定 理 , 我 们 有 


< 


ts 


ta | 
| Cm, YP, Yds = P(t, 中 a{r, ydr + Plts, »| ar, ydr 


其 中 ta € [t,t2]. 
在 情形 (A), 根据 积分 [alzx,g)dzx 的 一 致 收 伍 性 , 对 于 任意 的 = > 0, 以 及 一 切 


ts ta 
足够 天 的 妇 > 志 > 二 1) 以 及 一 切 yeY, 有 有 / alr, ydrl <e 和 和 or, 
1 ts 
zs. 由 此 
to ts ta 
] / ox, BT, adr| < | 全 ， afzZ8jar| + IB(ts, YW) afz， oj 


CE 二 ce = 2ce, 


这 是 因为 对 于 一 切 x 和 y,|B(z, 加 | < c. 根据 数 ce > 0 的 任意 性 , 这 草 含 着 积分 了 的 
一 致 收 伍 性 , 于 是 结论 (A) 成 立 . 

在 情形 (D), 函数 alzx, 在 [ai 上 的 积分 对 于 一 切 t> a 和 和 一切 yeY 以 数 e 
为 界 , 和 且 B(x,y) 当 2 一 00 时 关于 y 一 致 趋 于 零 . 因此 , 对 于 任意 的 s > 0 和 足够 大 
的 刀 > 志 > 二 和 一切 yeY, 成立 不 等 式 [P(t ,WW)| 之 elB(tz,WW| < 达 #. 因此 


ta 
/ a{r, Ydr 
+ 


| / “ole, WB (ed 


ts 
< polf eet an + alo 


E20 E20 Oo= dee, 


从 而 结论 {D) 成 立 、 4 
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第 十 九 讲 


87. 反常 积分 关于 参数 的 连续 性 , 可 微 性 和 可 积 性 


我 们 来 证 明 一 个 关于 在 反常 积分 号 下 对 于 函数 在 一 点 钼 取 棋 限 的 定理 . 

定理 14 设 函 教 f(x,y) 给 定 在 集合 忆 = 革 xY 上 ,其 中 多 = [a,+4+o0),Y = 
fc, dl. 还 设 下 述 条 件 成 立 : 

1) 对 于 某 yo Ey 并 对 于 一 切 t e 芭 , 在 集合 EE = [上 上 f(z, 3 gl) 当 
y Yo 时 ; 

2) 反常 积分 h(y) = / Fe inadz 在 YY 上 一 致 收 化 ,那么 : 

a) 函数 g(x) 在 任何 闭 区 闻 如 上 殖 晤 可 积 ; 

b) 积分 了 =- 站 gfzyar 收效 

c] 存在 板 限 1 二 lim Ai 

dd) 成 立 等 式 


Pt De Cs 
1 一 lim flix, var = / lim f(x, yds = / gw)dr = 
下 一 Jr &g& Yun a 


pw 考虑 了 中 任意 的 单调 收敛 到 yo 的 数列 {y%}. 那么 根据 条 件 1), 当 n 一 oo 
时 对 于 函数 序列 {gn (z) = f(x, yn)} 成 立 关系 式 gm) 也 g(xw), 其 中 EE = [a,t],t 之 a 


是 任意 固定 的 数 . 还 有 , 从 第 十 六 章 $86 关于 函数 列 的 极限 的 积分 的 定理 11 推出 , 函 
数 qz] = lim egn(z) 在 上 上 可 积 并 且 


f f(z, yn}dz = f gn (Tdz = Qn — Qt = f g(r)dz, 


其 中 量 CQ 和 Qs 由 含 着 它们 的 等 式 和 定义， 

根据 条 件 2), 当 一 十 co 时 有 Qn 3 hlyo), 这 是 因为 对 于 任意 的 > 0, 存在 
t0 = t(s) > a 使 得 对 于 一 切 t > 如 和 一 场 自 然 数 ” 成 立 不 等 式 |@in 一 hlyw)| <e 结 
果 , 根据 沿 着 基 的 二 重 极限 和 累 次 极限 的 定理 (第 十 六 章 86), 两 个 累 次 极限 存在 旦 
相等 , 即 


lim lim 一 , lim lim t 
所 一 -DO t+ 十 Gin = -一 十 DO 所 一 Q 和 


于 是 _ 
lim Im Wi 一 um 六 (了 yn ds = ,lim jyn) 一 也 


no t—+ 
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同时 
lim lim @, = | lim g(r)ds = 


二 一 十 5 有 一 2 一 十 oo 


而 且 1 = > 根据 数列 {5,} 的 选取 的 任意 性 , 由 此 推出 定理 的 结论 .4 
出 此 定理 推出 反常 参 变 积分 的 下 述 连 续 性 . 


定理 15 证 函数 f(x, 在 集合 已 一 于 xxY 上 过 续 , 其 中 到 = fa, eol,y = 
b,c, 并 设 积 分 


h(y) = / fz, Wadz 
在 站 上 一 致 收效 那么 却 救 h(y) 在 袜 上 连续 . 


Pp hy) 在 固定 点 yo EY 处 连续 指 的 是 当 一 go 时 hy) 一 hlyo). 为 证 批 事 
我 们 使 用 定理 14. 显然 此 定理 鹊 条 件 六 满足 . 还 有 , 从 f(x, 四 在 P 上 连续 排出 , 它 
在 瑟 =[e 引 xcel 上 一 致 连续 ,+t3a 是 任意 的 . 于 是 当 y 一 加 时 


i{z, War, yo}. 
所 以 定理 14 的 条 件 1) 成 立 , 而 这 表明 当 yy， wo 时 
nw — fz,yo)dr = hyo). 4 


定理 16 {反常 积分 关于 参数 可 积 的 条 忻 ) 设 澡 数 f{z, 四 在 局 = 久 xY 上 连 
续 , 其 中 XX 二 [a, 二 oo0),Y = 中 qd, 并 设 积分 g(y) = f(z)dr 在 了 上 一 致 收 你， 
那么 函数 g( 四 在 YY 上 可 积 , 函数 jz = 户 Fe 一 在 瑟 =[o+eco) 上 可 积 , 并 且 


f | yg(y) dy = / h(x)dx, 


ff rewire far f fewy 


* 考虑 任意 的 单调 趋 于 +oo 的 数列 {tn}tn > a. 那么 函数 列 fg(b)} 在 集合 
Y 上 一 致 收 敏 到 函数 g(y), 其 中 gn(y) = f ”f(z, yydz. 每 个 函数 gn(y) 都 在 了 上 连 


续 . 因此 , 对 于 固定 的 m%, 根据 正常 积分 关于 参数 的 可 积 性 的 定理 (82 定理 5), 有 


人 dy 广 fz, y)dr = f gn (Wdy 一 三 de f fle, ydy. (#) 


根据 第 十 六 章 定理 11, 当世 一 oo 时 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 并 且 存 在 数 4 使 


A= lm f ody = f dnotway = f gay = f yf foer 
有 一 6b noo [a b 立 


也 就 是 说 
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在 等 式 (*) 中 令 nn 一 oo 过 渡 到 极限 , 得 知 其 右 端 存在 极限 是 等 于 A， 
tn 刁 
A=,lim fa / f(s Wdy. 
但 由 于 数列 {ts} 是 任意 的 , 最 后 的 极限 等 于 积分 


广 a {Feay. 本 


现在 来 证 明 一 个 关于 反常 积分 对 参数 的 微分 的 定理 . 
定理 17 ( 匠 布 尼 蒋 法则) 设 


1) 函数 flz, 四 在 P= 多 x 上 连续 , 其 中 天 = [a, 十 co0),Y = [ed; 
2) 偏 导 函数 户 (z, 避 在 P 上 连续 ; 
3) 积分 g(y) = f(z,y)jdr 对 于 一 切 yeEY 收 雍 ; 
4) 积分 [所 (X,Ydz 在 了 上 一 致 收 敦 . 
那么 还 数 gl(y] 在 站 上 可 微 且 成 立 等 式 
9 (W) = / {x yd- 
pp 。， 根据 函数 (zx, 的 连续 福 , 对 于 一 切 nn > a 果 数 
mg = f fe ya 
在 Y 上 上 连续 , 使 用 对 于 正常 积分 的 药 布 尼 芯 法 则 , 得 
oy) = f fea 
我 们 指出 , 对 于 函数 列 {gn({ 胃 )}, 当 n 一 ee 时 成 立 关 系 式 
gnty) 一 8 人 = 广 f(z, yar, 
CAES: / Progaz 
因此 , 根据 美 于 晴 数 列 的 极限 的 微分 的 法 则 , 有 
(lim gt)) = ,lm gw), 


BD gy) = f(r,ydr. 4 
我 们 还 要 证 期 两 个 以 后 用 得 着 的 关于 反常 累 次 积分 的 定理 . 
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定理 18 设 Fe 切 在 已 = 瑟 xXI 上 连续 ,其 中 X= [a@,+oo), 了 = 也 ,上 +oo) 且 
在 已 上 Fr, 攻关 0 设 对 于 一 切 yeEY 积分 让 f(x,yjdzr 妆 化 到 了 上 的 连续 函数 
9{ 轴 , 且 对 于 一 切 2 EX 积分 有 f(x,y)dy 收效 到 区 上 的 连续 函数 h{z). 那么 积分 
万 = 上 9ty)dy 收效 等 价 于 积分 且 二 ”Rh{z)dz 收 化 , 且 五 一 罗 , 妓 


f af sewer af tear 


wp 我们 仅 考 虑 积分 五 存在 的 情形 , 因为 第 二 种 情形 的 考察 是 类 似 的 . 考虑 任 
意 的 满足 如 za 且 如 一 十 oo 的 单调 数列 {tm}, 以 及 自然 数 n> 45. 用 符号 Ja 表 


示 累 次 积分 , , 
Jmn = 人 ef fr, vay. 


tm 1 
gn(y) = / Fe 人 az 各 人 二 / f(z, Wdy. 
根据 关于 正常 参 变 积 分 的 可 积 性 的 定理 , 有 


还 设 


dmn =-/ “yf flz, ydzr -| gm{y)dy. 
还 有 , 由 于 flz,g) 2 0, 所 以 0 < gml < g{ 阴 . 国 此 成 立 不 等 式 
Jn < sy < {oey = 


另 一 方面 ， t 
dm =- wf fr, yady =/ hnlz)dr. 
这 里 衣 ,{z) 之 0, 日 对 于 每 个 固定 的 x 数列 {h(x)} 都 是 非 减 的 ; 此 外 , 每 个 n(x) 


都 连续 , 而 且 {h(x)} 的 极限 即 hlr) 也 是 连续 的 (定理 的 条 件 ). 因此 , 根据 迪 尼 定 
理 , 当 w 一 00 时 


jn AD 
于 是 当 n 一 oo 时 成 立 等 式 
J(m) = lim Jun = lim ™ p(s)ds = 人 ja 
因此 , 在 不 等 式 J < 厂 中 令 nn 一 oo 过 滤 到 极限 就 得 光 系 式 


J(m) = / "p(sjds < hh. 
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但 由 于 (xz) > 0, 所 以 随 着 m 的 增长 , 数列 {.7(m)} 单调 增 且 有 界 . 结果 , 根据 魏 尔 
斯 特 拉 斯 定理 , {J(m)} 收 敏 到 了 且 i < 根据 数列 fn 的 选取 的 任意 性 , 由 此 推 
出 数 1 等 于 


t Do 
im / Rejdz = / hz)dr = 大 


于 是 五 =1 < 五 . 然而 , 在 上 面 进行 的 论述 中 交换 量 厂 和 三 的 位 置 就 同时 得 到 不 
等 式 厂 拟 J. 结 果 攻 = J 4 


下 面 给 出 定理 18 的 某 种 推广 . 
定理 19 设 函 数 f(x,s) 满足 定理 18 的 条 件 , 只 是 除了 条件 f(z, 加 汪 0 之 外 ; 


但 是 函数 下 [zy 之 |f {2, 让 | 满足 定理 18 的 全 部 条 件 . 那么 , 定理 18 的 结论 不 仅 对 
于 通 教 F{z, 加 成立, 而 且 对 于 冰 孝 了 {42, 和 ) 也 成 立 . 


直 ”我 们 看 到 , 函数 


Pile 及 = EY+ ED 和 pats = EAE 


都 满足 定理 18 的 条 件 , 从 而 定理 18 的 结论 对 于 这 两 个 硝 数 都 成 立 , 当然 对 于 plf(z, 六 
一 po(z,y) 二 mr 信也 成 立志 


一 般 说 来 , 定理 18 和 定理 19 的 条 件 是 过 剩 的 . 以 后 将 证 明 一 个 一 般 得 多 的 命 
题 . 


最 后 我 们 引入 柯 西 给 出 的 一 个 例子 .在 此 例 中 , 当 交 换 积 分 次 序 时 得 到 不 同 的 
累 次 积分 值 . 这 与 被 积 硝 数 


To—y 9 艺 _9 y 
fm 0) = FT Bx (-zt) -By (mt) 
在 点 (0,0) 处 间断 , 特别 是 当 沿 直线 y = kz 赵 于 (0,0) 时 的 间断 情形 有 关 , 当 |k| > 1 
时 lim f(x, kr) = 一 oo， 而 当 lt| < 1 时 lim fitz, kx) = +oo， 面 对 于 此 函数 的 两 个 黑 
次 积分 成 立 等 式 
ff ren T= 


faf f(r)dy = 了 Ts 


我 们 注意 到 , 这 个 例子 属于 第 二 类 反常 积分 . 下 一 节 研 究 这 类 积分 . 
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§8. 第 二 类 反常 积分 


我 们 来 叙述 第 二 类 反常 参 变 积 分 的 初等 理论 的 基本 概念 并 人 狼 述 某 些 与 我 们 已 证 
明 的 关于 第 一 类 积分 的 定理 相对 应 的 结论 ， 

考虑 集合 P= XX xY 其 中 计 = (a, 可 YY 忆 民 . 设 除 数 f(z,y) 给 定 在 PP 上 并 日 
至 少 对 于 一 个 固定 的 ye Y, 作为 z 的 除数 是 无 界 的 . 还 有 , 设 对 于 任意 的 yeY 和 
6 E (0,65 一 孙 数 f(z, 作为 x 的 图 数 在 闭 区 间 [a + 65,8 上 黎 昌 可 积 . 

定 兴 11 形式 表达 式 fp flr,y)dz 思 作 以 工 = 吕 为 青 吉 的 第 二 类 反常 积分 . 

定义 12 着 对 于 性 意 的 固定 的 值 ye 站 此 积分 都 收效 则 集合 了 叫 作 积分 的 
收效 域 , 此 积分 前 值 g(y) = 天 jz, 区 dz 生成 一 个 定义 在 集合 了 上 的 函数 . 


当 奇 点 位 于 积分 区 间 X = [o, 英 的 右上 端点 5 时 有 类 似 的 定义 . 若 奇 点 z = zo 在 
闭 区 间 X 内 部 时 , 可 用 它 将 X 分 成 两 个 部 分 , 而 分 别 考虑 分 成 的 两 个 闭 区 间 

类 似 地 也 可 研究 具有 变化 的 奇 点 zo = zo 人 fg) 的 反常 积分 , 但 此 处 我 们 不 做 详细 
讨论 ， 

例 积分 

实际 上 ， 


1 
snW+nW- {Fs+/ E+2 工 一 外 
定 凡 13 第 二 类 反常 积分 


”dr 
一 天 一 -一 = [0,1} 上 可 . 
人 A EY [0, 村 上 收敛 量 可 算出 其 值 


下 
g(y) = / fz, Wd 
叫做 是 关于 站 在 了 上- 一致 收 笋 的 , 如 果 对 于 函数 
在 | a 
gl6,y) = fee z 


当 了 一 0 十 时 成 立 
g(6, a = sg(0,y) = g(t). 


从 柯 西 准则 的 一 般 人 氢 述 出 发 ,可 以 氢 述 第 二 类 反常 参 变 积分 的 一 致 收敛 的 柯 西 
准则 . 我 们 只 限于 银 述 一 个 综合 性 的 定理 , 其 中 包含 重要 的 实用 的 结论 . 
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定理 20 设 函 数 Flz, 妇 在 天 一 瑟 xT 上 连续 ,其 中 天 = (a, 避 ,站 = 人 ce 可 .还 设 
Q 是 上 反常 参 变 积分 ， 
sy) = 厂 Fa 
的 奇 点 ,那么 成 立 下 述 断 言 . 
1) 著 积 分 大 Foodz 在 YY 上 一 致 收 雍 ,， 则 台数 g(y) 在 了 上 连续 


RN | 6 过 
/ sw = 上 azf fxr, ydy. 


3) 车 积分 请 ffz, 的 dz 收 雍 , 偏 导 函 数 凡 (z,y) 在 P 上 连续 ,而 积分 户 (zx,y)dz 
在 YY 上 一 致 站 笋 ,， 则 yf{y) 存在 甩 


必 
9 全 = / f(z dr, 


如 果 奇 点 xo 是 天 = fa, 避 的 内 点 ， 则 如 前 面 指出 的 应 该 用 此 点 把 闭 区 间 多 
分 成 酚 部 分 并 分 别 考 虑 所 得 的 两 个 区 间 ， 这 种 方法 蓄 可 以 应 用 于 无 穷 的 积分 区 间 
下 一 [和 ,十 ooj 含有 有 限 个 奇 点 x1,…- ,zw 的 情形 . 此 时 可 用 点 说 < 井 过 … < bn 将 
天 分 成 2n 个 闭 区 间 [Es,tspi]8 = 1,… ;2n 一 1 以 及 [tzn, 十 o0), 使 在 每 个 人 t,ts41] 
中 正好 有 一 个 奇 点 , 而 在 [tow, 十 oo0) 中 无 奇 点 . 结果 得 到 2m 一 1 个 第 二 类 反常 积分 
， 和 一 个 第 一 类 反常 积分 中. 

到 此 我 们 绊 东 对 反常 参 变 积分 理论 的 叙述 ,而 来 考虑 它 的 应 用 ， 


89、 参 变 积 分 理论 的 应 用 
我 们 来 计算 犹 利克 雷 积 分 D(a), 它 也 叫 作 狄 利 克 雷 间 央 因子. 依 定义 
D(a) = / gn, 


首先 指出 , 点 x = 0 不 是 奇 点 , 因为 被 积 函 数 有 界 . 虽然 D(0) = 0. 还 有 , 若 a > 由 
则 根据 狄 利克 雷 判 别 法 , 积分 收 敏 . 这 是 因为 


t 
1—cos ot 各 
sin ezear 一 | 一空 所 | 太一 . 
0 全 


此 时 可 使 用 积分 变数 的 线性 变换 az = t, 并 得 到 
Dlom) = f DD cd(oz) -上 2 = DT) = D. 


四 此 事 当 n = 2 时 不 成 立 ， 此 时 只 能 得 到 两 个 所 说 的 形状 的 第 二 类 积分 以 及 一 个 第 一 类 积 
分 一 一 译 者 注 . 
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而 若 “< 和 则 ~= -|al,sin ar = 一 sin|alz, 从 而 


D(a) = -|/ nl =- 


于 是 
D,， 当 a>0, 
了 (on = 0， 当 a=0 
—D, 当 @ < 0. 
现在 来 计算 DD 的 值 . 
定理 21 = 7 
p 令 


[中 尝 : 一 地学 5 
sw=/ 一 dz， yeEY=[0,N,NeN. 
如 


被 积 函数 f(s) =e 一 一 在 P= XxY 上 连续 ,其 中 = [0,+o0),Y = [0,N] 
如 果 令 f{0,y) =1 的 话 . 

我 们 来 验证 , 积分 g(y) 在 了 上 一 至 收敛 . 为 此 使 用 阿 贝尔 判别 法 . 置 (z, = 
,6(z, 切 = -1. 那么 函数 P(z,y) 单调 且 0 < P(z,y) < 1, 而 积分 f afe ds 
在 Y 上 一 致 收 全, 因为 afz, 切 与 无 关 . 

积分 g( 的 一 到 收敛 性 也 可 以 直接 由 定义 借助 分 部 积分 法 证 明 ， 
现 于 闭 区 间 Y 上 任 取 其 内 点 Ww 及 会 jo 的 一 个 闭 区 间 Y= [yo 一 不 go 十 丰 志 
0 < 如 一 5 < 加 .在 这 个 闭 区 间 上 , 积分 


上 万 人， dr = - 忆 Ysin wdr 
性 总 


一 致 收敛 . 这 可 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 推出 , 因为 |e-sy sinz| < ezto-9， 而 积分 
/0 etyvo-Wdz 收 敏 . 此 外 , 被 积 函数 erysinz 在 户 = 关 x Ys 上 连续 , 因此 , 根据 
莱 布 尼 芯 法 则 ， 


sy) = -上 ey sin wadr., 
此 积分 可 分 部 积分 算出 . 此 处 , yy) = 1/(1 十 妃 ). 于 十 我 们 证 明了 函数 gf 在 了 上 


连续 , 莫 对 于 yy 关 0 其 导数 等 于 一 17(1 十 访 ), 由 此 根据 牛顿 - 莱 布 尼 蔬 公式 , 对 于 一 
切 y e (0,N] 


oat 


站 
gy) = g(N) — 人 1 二 本 = 9(N) + arctan N — arctan y. 


$10。 香 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积分 - 363 + 


使 用 哺 数 gf 四 在 点 4 = 和 0 处 的 连续 性, 得 
9(0) = i gl) = (gtN) + arctan N — arctan ¥) 
= 9g(N) +arctan NM. 
令 和 一 +o0 得 arctan N 一 二 并且 


UV 到 1/ crlanzidp< | 人 ezrd 一 六 ~ 0. 
由 此 推出 
D=9(0)= lm (9g(N)} + arctan N) = 二 4 
直接 从 定理 21 推出 , 下 面 的 命题 成 立 . 
推论 对 于 一 切 挛 E 限 成立 等 式 


Dta) = sign a 


第 二 十 一 讲 


8$10. 第 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积分 


先前 定义 的 欧 拉 的 『 函数 和 将 在 下 面 定义 的 8 范 数 分 别 叫 作 第 二 类 和 第 一 类 
欧 拉 积分 . 

我 们 来 继续 研究 『 函数 的 性 质 . 

定理 22 ( 欧 拉 -高 斯 公式 ) 对 于 s 关 0, 一 1, 一 2,…, 成 立 等 式 

TIs) = im, Pn ls), 
其 中 (rn im 
To LT 
Pe) st ttm) 

>” 使 用 网 拉 公 式 , 得 Tts) 的 表达 式 : 


1 +) G+) -mt 
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定理 23 (高 斯 公式 ) 对 于 。> 0, 定理 22 中 的 


Poti(s) = (1+ 2) 广 (4 - 站】 ta 


> ”借助 于 变量 变换 及 分 部 积分 , 得 到 


1 -| Tr ft ny 1 
@ 十 二 ) / @ 一 三) t” tat = (m+ 0 上 (1 ~ zr)" dy 
0 0 
1 
= (m+ 1)* f (1 — ze) dr 
0 


EF m! ' 3 十 fn 一 

= (m+t+1) mm r+ lx 
m! 

= (m+1) s(s+ 1).{stm) mti(s). 


LI 菌 数 有 自述 反常 积分 表示 . 
定理 24 ( 欧 拉 的 下 函数 的 积分 表示 ) 当 s > 0 时 成 立 等 式 
-一 el 一 灾 
T(s) = [ e “adr. 
”首先 指出 , 当 s > 1 时 , 所 考察 的 参 变 积分 是 第 一 类 反常 积分 , 而 当 0 < s < 时 ， 
它 有 奇 点 x = 0. 但 在 两 种 情况 下 它 都 收 争 , 这 是 因为 , 在 零 的 邻 域内 被 积 表达 式 以 


郊 数 ze-1 为 优 控 , 而 在 无 穷 远 处 则 以 函数 e 生 为 优 控 . 
考虑 差 Rm(s), 其 中 


Tt 1 一 可 
Rs(s) 二 / zx” ledz — Patil(s) 4 + 二 
-fe 
根据 函数 g(y) = ev 一 1 一 y 的 图 像 的 凸 性 , 对 于 一 切 y 成 立 1+y < es. 因此 
1 十 二 < et, (L+E) < ez 

以 及 

对 于 一 切实 数 > 和 自然数 n 成 立 . 此 外 , 注意 到 从 伯 努 利 不 等 式 对 于 0 <y 所 1 推 
出 全 一 旋 "> 1 一 mgp 即 1 一 届 一 态 "” < my. 由 此 对 于 0gzgm 和 y= fm? 得 


810，、 第 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积 分 - 365 ， 
到 估计 式 
se) 0) ) 
et m) (十 ) 
扫 ) ) = 0 


人 A 


| 
U 
| 
A 
je 
| 
人 
5 
| 
| 


但 在 这 种 情况 下 , 量 Rm(s) 有 如 下 估计 : 
0 < Rmls) < fs 2 一 和 ds < 亏 二 /= rtle-Tdr. 


这 时 s 十 1 > 1, 因此 最 后 的 积分 收 敏 . 于 是 0 < Rm(s) < 名， 其 中 4, 是 只 与 s 有 
关 的 一 个 数 , 结果 , 当 mm 一 oo 时 Rnts) 一 0. 我 们 终于 得 到 


SI 和 
Tle :dro= lim x le dr 
性 Tt 心 
1 


= lim (ma + Pan(s) (1+ 二 ] ") =0+r(9) =T(). < 


注 1、 定理 24 的 上 述 证 明 的 思想 由 施 得 米 希 给 出 (1879}). 
32. 殿 助 千 分 部 积分 , 从 定理 24 导出 下 面 的 柯 西 公式 , 它 对 于 一 切 形 如 一 (m 二 1) 过 3< 一 证 
的 值 成 并 , rm < 机: _ 
TO = ee mle))ds 
9 


其 中 en = 鞠 天 于 个 这 里 , 加 于 s 的 条 件 保证 有 两 个 奇 点 = 一 0 和 z 一 +oo 的 反常 积分 


第 .实际 上 ,在 奇 点 = 二 0 的 人 城中 , 被 积 丽 数 竺 从 于 最 stm CT 而 在 点 = = +oo 的 
邻 域 中 是 阶 为 Ofze+mt1) 的 量 . 由 此 根据 比较 判别 法 椎 出 积分 的 收敛 性 - 


函数 sin xs 的 无 穷 乘 积 表示 以 后 有 用 . 我 们 引 人 此 表示 作为 下 述 引 理 , 其 证 明 
留待 研究 傅 里 叶 级 数 时 给 出 . 


引 理 3 ( 欧 拉 引 理 ) 对 于 一 切实 的 非 整 数 3 成 立 公式 


多 此 式 中 z=0 弟 出 0 < 0 前 面 1 一 全 一 让” < my 当 m= 1 时 绽 出 属 < 亚 ,诸如 此 类 错误 
请 读者 留意 一 一 译 者 注 . 
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定理 25 ( 欧 拉 的 余 元 公式 ) 对 于 一 切 非 整数 s 成 立 公 式 
工 侍 一 SF) = 


Sin ms 
特别 地 了 (1/2) = VT. 
Pp ”从 欧 拉 公 式 和 5 引 理 3 得 


n=] 
1 s2A 生 不 
==s1I 1 一 去 一 Oo @ 3) ine 
=1 8 一 
1 


第 二 个 结论 直接 从 第 一 个 结论 推出 ， 有 4 
定理 26 ( 勒 让 德 售 元 公式 ) 成 立 等 式 
T'(2a)T (2) = 22:71T(s)T (s 十 3) . 
。 ” 构 作 乘积 1 
22s—1 PP, (s) Pm (s 十 >) 
Fn(s) = 一 一 一 


Pamn(29) Pn (3) 
写 出 Fls) 的 显 式 表示 , 有 


Fmn(s) = 
2925-1(rn 一 1)ms(m — 1)lme+ 23. .-- ‘(2s + 2m—1) -3 i (m3) D 
CQm — 1)(2m)2s -i(m — 1)mis- {s+m—1) (s+3) i (s+m-3) 
令 m 一 oo 就 过 渡 到 等 式 
1 
225—1T(s)T [s+= 
re (s+ 一 | 


Tasj (5) 
现在 来 研究 第 一 类 欧 拉 积分 , 即 8 孙 数 . 


定 14 对 于 a>0,8»0, 欧 拉 的 8 沁 数 Bla,B) 由 等 式 
1 
Bla, 8) = oi — a) id; 
(四 = 人 re 一 aid 


定义 ， 
入 此 式 中 分母 的 六 子 (2m2a-1 应 为 (2m)”3, 且 Fn (3) = 1 一 一 译 者 注 . 
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定理 27 当 a>1 和 > 1 时 成 立 公 式 中 


_ IO) 


w。 在 定义 函数 B(a, 8) 的 积分 中 作 变 量变 换 x = 1 那么 得 到 


一 dy Tl ye 1 {1— £6 1 1 
(1 + 2 (De (+ D1 


yal 
sp= f (yea 


由 此 推出 
”yiT(a+A) 


Hy 人 


H= Ba, PT{a+A) -|/ 
接着 , 若 y>0 则 


Tl(a+B)= f mtAlp sdy = (1 二 ws / ptB lo-2(y+ Ly. 
0 0 
因此 ， 


282 一 1 (1 十 | pe 
五 一 aa 二 有 一 1 一 zf 十 1) ) 
A’ + (WU ”1 oj oy 


= (Fr (zy lz 8 eetDdz) dy. 


在 最 后 的 积分 中 , 我 们 得 到 


n=/ (f zc(cy) "teebdy) rele ?dr 
= ro) / rT-le dr = Tar(A). 
剩 下 的 只 是 指出 交换 积分 次 序 的 理由 . 被 积 函数 ffe,g = Verlzete le-ztt+D 处 处 
非 负 且 连 续 . 此 外 , 积分 
-rr -Teta pf -le-s 

gt( = 上 fr, yds = 位 十 yta h(x) = 上 7(2, 切 三 一 Falz2 'e 
中 的 每 个 都 在 0,+o0) x [0, +o0) 上 连续 且 非 贷 , 而 反常 积分 太 sg) 和 人 Majdz 
都 收 敦 . 因此 , 积分 次 序 确实 是 可 以 交换 的 . 二 

注 由 于 T 函数 Tls) 对 于 一 切 s 关 90, 一 1, 一 2,.'， 有 定义 , 所 以 定理 6 的 公式 可 用 来 拓 广 
函数 B(a, 8) 的 定义 到 混合 fa; 有 :a eRaz0—1,—2,.… ;80,1,—2,-.…} 上 . 


号 只 需 在 证 明 中 把 [0, +o9) x [0, +eo] 换 成 (0, 十 oo]?, 不 必 作 其 他 改动 就 可 把 定理 的 条 件 "a > 
1,8 > 1 放 沉 为 "a > 0,8 > 人 一 -一 译 者 注 . 
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第 二 十 二 讲 


8$11， 斯 特 林 公式 


我 们 以 证 明 一 个 有 重要 实用 意义 的 斯 特 林 公 式 来 结束 对 于 欧 拉 积 分 的 研究 . 此 
公式 给 出 了 古 函数 的 近似 值 , 当然 也 给 出 了 函数 nl 的 近似 值 . 


定理 28 {斯 特 林 公式 ) 当 = 关 2 时 成 立 等 式 
nT'ls) = (s+3)In(s+3)- (s+3) -eroth, 


其 中 oa = Inv27, 而 对 于 余 项 忆 成 立 不 等 式 


0> R28 
ee* ”使 用 等 式 
im Pa(s) =T(s). 
我 们 还 有 i 
InPn(3) = snn 一 ]ng 十 > (Ink — In(k + 8s)). 
外 二 1 
使 用 欧 拉 求 和 公式 得 
mnP{s)= A—B, 
其 中 


+n 一 委 
及 = 上 (nz 一 Intz 十 sdr 二 snn — Ins, 
2 


2 人- 二) 


(其 中 p(w) = 一 {2}, 见 第 作 章 加 定理 4 一 译 者 注 ) 
先 考虑 4, 有 


I 一 寺 nn 一 肯 二 一 地 和 十 5 一 得 
/ Inzdz — / In(s + s)dz = 上 Inzdzr — / nwdz 
3 3 # a+ 


十 和 nn 十 5 一 肯 
=/ Inrdz — Inzdz = 4 — A». 
雪 


nn 于 
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求 积分 得 
s 十 车 
Ai 一 (rzlnz — I) 


1 
到 


下 面 认为 n > 2s. 那么 , 用 公式 In (1 十 =) =O (=) ,得 
nh 


一 5 十 工 ln s+ 一 3 十 lnw2. 
(+ 人 e+ 


son nga in (1+=)as 
=- oo($). 
于 是 得 到 关系 式 
ot) -mtnto (De 
其 中 co, 是 常数 . 


现 考察 B. 我 们 看 到 , 不 等 式 
上 
-5 所 / plxYdzr < 0 


对 于 一 切 + > 于 成 立 . 因此 根据 狄 利克 需 判别 法 , 积分 /六 全 dz 收敛 . 结果 
B1 = fr Al a = c2 + ol1). 
nt 
使 用 第 二 中 信 定 理 来 信 计 成 = |” ”2 四 ar, 得 
至 


1 t 
B2 = 一 工人 plz)dr. 
如 十 5 妆 


由 此 可 见 -二 所 Bo 所 和. 和 但 由 定义 B = Bi 一 Ba. 结果 从 等 式 InPi{s) = A 一 
推出 关系 式 

InP,(s) = (s+3)in (s+3) 一 (s+2) -Ins+om+ Bs+0O(E) ; 
其 中 co 是 一 个 绝对 常数 . 令 n 一 oo 得 等 式 


加 1 2 ) ( 2 ) 9 
inr(s) — (s+2) in (s+ 3 十 了 ]ns 十 en Be Ad 


叶 原 文 式 中 “lne” 作 “+lns" 一 一 详 者 注 . 
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其 中 日 = 9{s) 满足 条 件 0 所 日 和 1. 番 下 的 是 算出 常数 oc 的 值 , 为 此 使 用 勒 让 德 公 
式 , 那么 , 当 s 一 +eco 时 有 


(2s — 1)In2 + Inr(s) + InT (s + 2 Jor(2s) TDr (1) 


(s+2) In (s+ 5) - (s+3) 一 lns+cot+ (a 二 lnts+1)—{s+1) 


-mn(s+3)+o +0(:) 十 (2s 1)n2 = (2s+ 3) mn (2s+3) 


2 9 2 2 


- (2s+3) -in(2s) + w+ nvi+0 (2). 


使 用 关系 式 
in(s+@) =Ins+2+0( 误 )， 
就 得 到 | 
(s+3) ms+3+0() 一 (s+3) + oo—lns+ (s+ Dins+1+0 (2) 
—{s8+ 1)+co— lnst+ {2s— 1)n2= (2s+3) In2 十 (2s+3) ins 十 
- {2s+5) -In2 lns totInyi+0 (2) .加 
合并 同类 项 , 得 等 式 
=hnv 阮 +O{)， 


从 而 四 =jnw3r，， 二 
我 们 发 现 , 若 再 用 关系 承 
infs 十 加 一 ns 十 二 TO (二 ) ; 

则 从 定理 28 可 得 斯 特 林 公式 的 另 一 个 形式 
lInT'{s) 一 (: 一 ;) ins —s +lnv2r+O (2) ， 

特别 地 对 于 s = n 十 1 由 此 得 到 

loT{n t+ 1) = lInn! = (n+3) Innt+l—{nil)+lnvir+0 (2) 

=nnm-nthyv2rmti+0 (2) . 


人 @ 原 式 中 倒数 第 二 项 不 是 “ny 而 是 5 一 一 译 者 注 . 
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结果 , 成 立 浙 近 公 式 
n! 一 2rn eott) = vam (2) 0 + (2)) .| 


此 式 也 叫 作 斯 特 林 公式 . 

经 更 精细 的 计算 可 以 对 于 定理 28 的 渐 近 公式 中 的 余 项 吾 得 到 估计 式 0> RZ 
一 了 此 结果 由 高 斯 给 出 , 他 还 证 明了 在 对 于 ml 的 渐 近 公式 中 的 量 eo(*) 可 
写成 e 姑 ,其 中 0 二 名气 区 


当然 ， 欧 拉 积 分 的 理论 并 不 局 限于 此 处 所 证 的 命题 不 过 本 课 和 标的 大 纲 限 制 我 
们 只 考虑 这 些 问题 . 


第 十 八 章 “” 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 时 积分 


第 一 十 三 讲 
§1， 用 三 角 级 数 表示 实数 的 小 数 部 分 . 泊 松 求 和 公式 . 高 斯 和 


本 章 基 本 王 研 究 三 角 傅 里 叶 级 数 ， 此 课题 之 重要 性 在 于 , 它 的 应 用 不 羽 在 数学 
中 , 而 且 在 力学 、 物 理 以 及 自然 科学 的 其 他 领域 中 都 起 着 巨大 的 作用 .在 多 数 情形 
下 , 三 角 健 里 叶 级 数 的 作用 之 发 挥 , 是 靠 把 自身 为 三 角 级 数 的 特点 与 作为 一 般 情 里 
叶 级 数 的 特点 联合 起 来 作成 的 , 我 们 指出 , 在 逐次 了 解 每 个 命题 时 , 弄 明白 该 命题 主 
要 反 喘 了 上 述 两 个 理论 侧面 的 娜 一 方面 是 有 益处 的 . 

此 课题 内 容 之 广泛 , 使 得 即使 是 它 的 经 典 内 容 也 无 法 完全 纳入 本 讲义 的 范畴 之 
中 , 所 以 我 们 只 限于 讨论 反映 一 般 情 形 的 最 简单 的 定理 . 在 本 章 末尾 要 涉及 傅 里 叶 
积分 的 初等 理论 的 一 些 问题 . 先 给 出 一 些 基 本 的 定义 . 


定 尖 1 形 如 


P(x) 一 2 十 DY {og COS Ez + bx sin KT) 
k=1 


的 浮 教 已 (z) 趾 作 nn 阶 或 mn 次 三 角 多 项 式 . 
我 们 来 解释 , 为 什么 在 “ 零 阶 ” 单项 式 名 中 , 系数 ao 要 带 上 一 个 数值 因子 5 
这 是 因为 , 这 种 写法 使 得 能 够 统一 地 把 系数 a0,a1,… ,a 和 页,…… ,各 表示 成 如 下 


用 三 角 级 数 认 示 实 数 的 小 数 部 分 , 泊 松 求 和 公式 . 高 斯 和 - 373 . 


27 1 2 
dk 二 一 上 P(x) cos krdr, b= 二 Dr) sin 大 TGr， 
0 0 


an 反 
荆 丰 (全 ) 一 可 + 2 {or eon kw + be sin ko) 


的 小 数 级 数 叫 作 三 角 级 数 , 或 更 确切 地 叫 必 形式 三 角 级 数 . 


注 在 定义 和 定义 2 中 , 自 变量 > 可 以 取 任 意 的 值 . 因此 , 代替 自 变 基 x, 也 可 以 考虑 任 
意 的 本 数 x = w 人 站. 这 样 得 到 的 形式 函数 级 数 , 仍然 叫 作 三 角 级 数 . 


定 兴 3 车 存在 函 裁 g[z), 使 得 三 角 级 数 3 fnl2) 的 一 斯 系数 上 kg 和 bs 都 可 由 
形 如 


2 2 

ak 一 =-/ gr) eos krdr, bi 一 1 + | g(x) sin hsdy,k = 0, 1,2,..- 
0 0 

的 欧 拉 - 傅 里 叶 公 式 表 出 , 则 此 级 数 叫 作 西数 g(x) 的 三 角 傅 里 叶 级 数 ， 此 处 全 部 公 


式 中 的 积分 也 可 以 是 反常 积分 . 


在 研究 三 角 级 数 时 , 基本 上 也 发 生 与 任意 的 函数 级 数 一 样 的 问题 . 例如 , 对 于 具 
体 的 级 数 可 以 问 , 收 敏 域 如 何 , 和 函数 的 性 质 如 何 , 还 可 以 提出 关于 给 定 的 函数 用 三 
角 级 数 表 示 的 问题 ; 表示 的 唯一 性 , 级 数 存 一 点 处 收敛 的 专门 的 判别 法 , 级 数 在 某 个 
集合 上 收 敏 的 专门 的 判别 法 , 级 数 的 逐 项 积分 和 逐 项 微分 的 法 则 , 等 等 . 

另 一 方面 , 要 证 明 贝 塞 尔 不 等 式 , 帕 塞 瓦尔 等 式 及 其 他 反映 一 般 情 里 叶 级 数 的 
命题 . 应 该 指出 , 一 个 具体 的 函数 傅 里 叶 级 数 的 系数 , 给 出 了 关于 该 函数 的 有 用 的 信 
息 , 即使 级 数 发 散 时 也 是 如 此 . 那 时 有 各 种 不 同 的 方式 来 借助 发 散 的 级 数 表示 所 给 
的 函数 . 特别 地 , 发 散 级 数 的 求 和 法 在 这 里 起 着 巨大 的 作用 . 关于 级 数 的 求 和 法 先前 
曾经 提 到 过 ， 

首先 , 我 们 举 一 个 例子 . 它 有 重要 的 进一步 的 应 用 . 考虑 三 角 级 数 

Fa 一 3 sin2mkr 


Tk 
并 一 1 


用 sa(z) 表示 它 的 第 n 部 分 和 . 定义 函数 p(z) = = 一 {2} 以 及 


potg) = pf 若 z 不 是 整数 ， 
0， 车 > 是 整数 . 


函数 pofz)] 叫 作 伯 努 利 耳 数 . 
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定理 1 对 于 自然 数 六 成 立 公 起 


PT) = sn(m] 十 nz]j， po(z) 一 sn(z)] 十 rn 人 zh， 
并 县 
jn 科 Ptz)， [rn(o)F & Rn te), 


4 
其 中 一 . 
人) v1l+ nsin? ne 
定理 的 证 明 依 靠 下 面 两 个 引 理 , 并 在 后 面 给 出 ， 
再 引信 一 个 记号 . 令 


nh 


T(x) = > COG 2TET — 1 2c08277 二 -二 2 e008 Znr. 


此 二 一 不 


引 理 1 成 立 关 系 式 


1 
Bo fr) = Tr} — 1; 已 上 T(r) dz = 


sin x(2n 十 Dz 


OT < on tl; Tg) = 


by ”结论 a), bj, c} 是 明显 的 . 看 由 , 由 于 2cosdzr sinPr = sin(o + 3 — sin(o — A)z, 


所 以 


sf) = 之 2cos5 27r8T SinTE 


立 阐 了 0 开 人 区 


> (sin zn (2k + 1)r ~ sin a (2k — 1)z) 


”3 Sin nT 


sin(2n 十 a — sin(—2n 一 1}nz 
2 8in nt 
_ sinx(2n + 1 


sin nz 


引 理 2 当 0<5<F 时 时 成 立 估计 式 


dj- 从 


p> ” 妙 数 T(z) 以 1 为 周期 并 且 是 偶 函 数 , 所 以 


厂 Tn (zdr = a Tnfzydr = 人 T(x)ds = A. 


4 
~ /Tr sin2 nd 


红 用 三 角 级 数 囊 示 实 数 的 小 数 部 分 . 泊 松 求 和 公式 . 高斯 各 * 375 ， 


令 a = 752n 十 1). 奢 么 


1 一 sinax ju 1 fdeosor 
4= / sin A -5 Sin Rw 
1 7 cosar il- 1 一 1 
a 和 全 和 -/ 四 
羡 数 sin rz 在 积分 区 间 上 单调 减 , 故 姜 数 p(x) = -一 一 单调 增 . 所 以 we) > 0， 


Sim 开 艺 


此 外 , | cosar| 1 且 当 z= > 时 cos oz = cos 3{2n+ 1) = 0. 结果 


1—# 1 1 一 地 ， 
/ cosor d (ss) < 上 ¥ (jd 


= 


1-5 
/ coa ar p' (Tadr 


EF 


1 
~” sin ns 
1—5 
由 此 , 顾及 上 < -和 
in nr sin A 
之 一 一 一- 一. 
[44 ~ resinnd 


还 有 , 由 于 函数 y = a 在 区 间 (0,r/2) 上 减 且 x6 < /2, 所 以 


in 元 
sinnd > 
nd 


因此 ， 


a25 a6 TO2n 二 TD 
1 1 
现 若 CE 委 由 忒 了 网 |4| 去 1 而 荷 0 < 二 < i 则 根据 估计 式 


iI,(z)| 2n+1 有 
一 上 一 f Th (wdr 


1 一 下 
14|= 
14 < min @ 


Tw) dz 


1 1 1 
3+2ni+l)< 77i< 1 


于 是 成 立 情 计 式 1 


i ;) 人 DT 
Bn 1 + oa2 Bin” xt 


这 是 因为 对 于 任意 的 x > 0 和 >0 成 立 明 显 的 不 等 式 


[1 >) 2 
ID | 一 ,一 | < 一 一 一 -一 = . 
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bp ” 现 证 定理 1, 阔 数 pftz) 和 pofz)] 的 值 仅 当 x = z,z 为 整数 时 不 同 . 先 验证 定理 的 
结论 在 这 些 点 成 立 . 实际 土 


onlz) = 0n(0) = p(0) — sn(0) = 3 < 4= Ra{0), 
ral2) = rn(0)} = po(0) — sn(0) = 0 < 4 = (0). 


而 车 > 不 是 整数 , 则 on(z) = rn(z). 于 是 只 要 考虑 函数 oo(z) 就 够 了 . 由 于 两 个 函 
数 jos(z)| 和 a(z) 都 是 偶 函 数 且 以 1 为 周期 , 故 可 认为 0<z < 了. 此 时 


= 六 ngin 2 
Tn{y}d =|/ 工 十 卫 cos2n7ky 1 dy 一 区 十 一 -一 一 开 十 8 7)， 
/ way= ( > | y 和 (x) 


下 一 工 


但 因 0<z<1/2, 故 {zj=z 而 po =1/2— {zs} =1/2— £2 = 3 P(e). 所 以 


hf TWav = 3 p(n) + sno) = 3 on(e) 
由 此 推出 
z # 和 
oe) = Ta 3 Tayt f Tady 
D 五 
= /md 


现 使 用 引 理 2 估计 ow{x). 得 


4 


委 PO 
Vl+ {2n + 1)? sin? rz 


3 
len{z)| = / Tr(W) dy = Rn {FE). 


定理 1 证 毕 . 

作为 定理 1 的 简单 推论 , 我 们 再 证 一 个 定理 . 

定理 2 妆 一 oo 时 

a) sn(T) 一 pf 

b) 车 0<5<1T=[6,1~ 人 0, 则 sn(2) = plz) = po(z). 


bp 结论 a) 等 价 于 当 n 一 00 时 rn(z) 一 0. 这 确实 成 立 , 因为 对 于 一 切 n,rn(0) = 0， 
而 若 x 不 是 整数 则 |ru(zj| < R(x) 一 0. 结论 b) 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 推 世 ， 因为 
量 |sn(z)| 在 工 土 被 无 穷 小 数列 R06) = A 控制 .4 

定理 3 ( 泊 松 求 和 公式 ) 设 a。 < 了 都 是 半 整 数 , 即 形 如 z 十 了 的 数 , 其 中 = 是 整 
数 . 设 函 数 f(x) 在 不 = [@ 引 上 有 连续 的 导 函 教 户 (z],| 产 他 | 系 ME 那么 对 于 任意 


8L， 用 三 角 气 数 表 示 实 数 的 小 数 部 分 . 激 松 求 和 公式 , 离 斯 和 . 377 ， 
的 自然 数 N 上 成立 公 式 


好 一 pa fn) = 也 人 FT) cos27G 十 Rw, 


自 科 卫生 丰 


其 中 


SM — alnny 
Rw < 


特别 地 , 当 NN 一 oo 时 


人 各 一 pa f(tn) = S f fe) eon2rnads. 


让 之 全 芒 和 和 一 


这 里 记号 表示 级 数 的 和 是 控 柯 西 主 值 意义 的 . 
> 对 于 和 5 使 用 欧 拉 求 和 公式 , 得 


3 = f rzlar 一 fa x)f' (Cr)dr, 
根据 定理 1 有 pflz)] = swfz) + owt{z). 因此 
b b 
s= | far— / BN (TF (LY + Rn, 


其 中 Rn = -六 oN(r)f' {rz)dx. 分 部 积分 并 顾 上 及 SNIal 一 Smvfp} = 0, 得 


b 
十 / sw(r) fr)dr 


b b b 所 
f sar — / sn (nm)f (cdr = / fd = fees) 


-人 fae+ ra >》 Cos ZAKT 一 := 


k=—N 


人 f fF) cos rkrdr. 


k=—N"° 


剩 下 的 是 估计 余 项 Rw. 使 用 定理 1 并 顾及 |f'(z)| < M, 得 估计 式 


由 b dr 
IRw| = / own)f’ (zdrl < 4M / -局 
a a Vl+ Nisint ns 


在 最 后 的 积分 中 的 被 积 函 数 以 1 为 周期 并 且 是 侦 的 , 所 以 


# ar 
avlsaMe-a J MO- fF t+ 人 py 
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N 

In— 

5 8M(b— a)lnN 
= BMib— -十 一 万 一 ” 钙 
BM(b "(3 ' 租 )- pr . | 


NM 
狄 利克 雷 给 出 了 泊 松 求 和 公式 的 精美 的 应 用 .他 找到 了 形 如 》 ”cos 220- 以 及 
五 一 1 


D2 sin 亚 的 高 斯 和 的 精确 什 . 我 们 还 要 提 及 一 个 由 沃 罗 庄 伊 于 1903 年 给 出 的 泊 松 


公式 对 于 寻求 双 曲 线 下 整 点 数 的 渐 近 表示 的 问题 的 漂亮 的 应 用 【此 问题 称 为 狄 利克 
雷 除 玫 问 题 ) 我 们 来 计算 高 斯 和 的 值 . 高 斯 在 自己 的 《算术 研究 》 中 用 几 个 不 同 的 方 
法 算出 了 它们 的 值 , 但 我 们 将 以 狄 利克 雷 的 方法 为 基础 

定理 4 对 于 自然 数 六 成立 下 述 公 起 ， 


. :MN 
GN) = Wem ~ Lt VR. 


1 十 并 


外 二 1 


和 ”我们 记得 欧 拉 公式 
Ei? = cos wp + tsin wp, 


其 中 mp 是 实数 . 将 泊 松 求 和 公式 写成 复 形 式 , 当 上 一 oo 时 得 


GN) = 条 I(m) + RB, 


mm 二 一 2 上 
其 中 


AN 十 雪 
m= ezet( 和 +mzjdz， R= of 下) 


2 


对 积分 IT(m) 进行 变换 , 得 


NT 要 。 ， 2 2 
I(m) 上 eri( 丙 (z+#mN) 一 和 和 N) jr 


( 寺 m1N 十 要 pi 


一 DT 
= mt e wii gy. 


dm 


把 量 Tlm}) 分 别 关于 偶数 mm = 21 和 奇数 m= 21 一 1 求 和 ,得 


QIN+ 2 大 (让 N+ a 
Gm = 人 i 
t= {二 一 六 (二 
CN 【KR 十 村》 十 车 2 
-/ e227 mi dy + 人 eli dy 
NT+ (R 二 二 十 和 


#1， 用 三 角 级 数 表 示 实 数 的 小 数 部 分 . 泊 松 求 和 公式 . 高 斯 和 . 379 . 


= VN( +i™) / pari gz + OK!) + RD 
这 是 因为 对 于 |d| < vN 有 不 等 式 
十 om 3 
/ 已 3 这 dz 
kv 
令 天 一 oo 过渡 到 极限 , 得 


GUN = VN(L +iN) 1 ~ gli dy. 


—00 


Sk IN 3® (k>2). 


因此 ， 可 
GUN) = 了 VN, 4 
后 面 会 用 得 着 区 间 三 = [a, 昌 的 特征 函数 wfz) = ertz) 通过 函数 po(z) 的 表达 
式 , 其 中 0<o<b<l1. 


- 定义 4 给 定 在 闭 区 间 各,]] 上 的 函数 p{7) = orfz) : 


1, 沙 @@ 芯 工 雪 站 
p(T) = 车 z 二 a 或 5 一 


0 世 xw<0 或 > 有 


叫 必 区 间 了 的 特征 吕 数 . 
引 理 3 对 也 ze10,1 成 立 等 式 
erfz) 一 上 一 mw 十 potz 一 名 十 poftz 一 上. 
w*， 用 f(z) 表示 欲 证 的 等 式 的 右边 , 显然 , 对 于 一 切 x 闫 a,x 关 加 有 
f(z)=p0{r -0 — polr—b)= -t+1=0. 
因此 ， 产 (z) 与 pr(z) 一 样 是 逐 段 取 常 值 的 函数 . 而 且 它 们 的 间断 点 重合 . 此 外 
fla) =b—atpo(0) + pola m= —a+po(b— 0) 
ba+ 一 也- 中 = 
可 类 似 地 验证 等 式 f(b)} = 1/2. 同时 还 有 
7) batm( 3 ) rl) 
tm 


@ 式 中 “Ok-:yr 原文 作 O(N-4k- 二 } 一 译 者 注 . 
包 原 文 此 处 不 是 中 -1N- 二 ,而 是 kN-3" 一 一 译 者 注 . 
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在 点 x = a 处 , 两 范 数 此 有 跳 牙 等 于 1, 而 在 点 处 之 跳 贱 丝 汶 -1. 这 表明 两 函数 
在 整个 闭 区 间 [0,1] 上 重合 4 
从 引 理 3 和 定理 1 直接 推出 下 述 引 理 . 


引 理 4 对 于 一 切 n 之 1 成立 公 式 
PIT) = 0— 0+ ent — a) — snr ~ b+ Enlr), 


其 中 
4 4 


一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 . 
Vitn2sna{z oa) Vlitnisinntr— 


类 似 的 结论 对 于 逐 段 为 芝 数 的 周期 为 1 的 函数 , 在 间断 点 处 等 于 其 左 、 右 极限 
之 和 的 一 半 的 函数 也 成 立 . 


| nkz 镍 么 
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#2， 贝 塞 尔 不 等 式 . 正 交 函 数 系 的 封闭 性 与 完全 性 


我 们 从 考虑 下 述 为 勒 贝 格 提出 的 定义 开始 ， 


定 炙 5 点 zo 巴 作 函数 Frz] 的 正则 点 ,如 果 函 数 在 此 点 的 值 flzo) 等 于 它 在 
此 点 的 起 极限 与 起 家 限 的 和 前 一 半 . 此 时 说 函数 Fa 在 点 芋 一 20 处 正则 ， 


显然 , 给 定 函 数 的 每 个 连续 点 部 是 它 的 正则 点 . 
定义 6 在 区 间 工 的 每 点 处 都 正则 的 函数 f(z) 叫 作 是 在 此 反问 上 上 正 财 的 取 数 . 


定义 7 在 实 轴 的 每 个 闭 区 间 内 都 只 有 有 限 个 间 浙 点 ， 且 在 这 些 点 处 都 正则 的 
周期 函数 中 作 严 格 正则 函数 . 


定 饼 号 落 周 期 函数 gfzy 可 表示 成 
gg) = f fa + glo) 


其 中 f(t) 是 严格 正则 函数 ,那么 函数 g(x) 叫 作 严格 逐 段 光 滑 了 浮 数 . 


我 们 将 使 用 这 些 定义 来 研究 三 角 情 里 叶 级 数 . 
全 体 具有 同一 周期 1 > 0 的 严格 正则 闻 数 的 集合 WW = Wi 构成 一 个 线性 空间 . 
此 新 言 易 于 验证 . 


82， 贝 塞 尔 不 等 式 . 正 变 画 数 系 的 封闭 性 与 完全 性 - 381 . 
对 于 此 集合 琴 中 的 每 一 对 函数 f(z) 和 g(x), 用 公式 


1 
T(f,g) =« / F(z)g(s)ds® 


定义 一 个 浴 函 . 这 里 «> 0 是 任意 的 固定 的 数 , 叫 作 权 系数 . 
我 们 叙述 泛 画 T(f,g) 的 一 系列 性 压 . 
i。 对 称 性 , 即 T(f,g) = T(g, 了). 
2° 双 线 性 , 即 对 于 任意 的 a,8BeRR 和 Jj,g,heWw 


Tlf ag+ Bh) = aT(lf,g + oT, A). 


3? 正定 性 , 即 

al 了 让 六 Di 对 于 一 切 了 ewW; 

b) 只 要 fe W 月 在 一 个 点 上 f(x) 异 于 零 , 则 TH 站 > 0. 

最 后 的 不 等 式 这 样 推出 : 如 果 f(z0) = yo 关 0, 那么 此 畏 数 在 点 xo 处 或 左 极 限 
i 关 0 或 右 极 限 1s 关 0. 于 是 对 于 某 g 0 和 #>0. 在 点 zo 的 左 5 邻 域 或 右 5 邻 域 
中 成 立 |f(x)| 宇 2. 从 而 


1 
T(f,f) = «| (zi > rde? > 0, 


这 表明 结论 3°b) 成 立 ， 
于 是 , 定义 在 笛 卡 儿 乘 积 身 = W x W 上 的 双 线 性 滩 孙 工 = 工 ; 可 以 看 作 是 定 
多 在 空间 W 上 的 标量 积 (或 叫 内 积 ). 因此 , 代替 符号 T(f,g) 可 简单 地 写 {4,9)- 


定 光 9 分 中 的 函数 列 {所 (z)} 加 作 正 交 函数 系 , 如 果 对 于 一 切 m 关于 都 有 
(frm, fn) 一 0D, 好 fn 和 fn 相互 正 交 . 
车 周 时 对 于 一 切 兄 外 本 成 立 VT, 到) = 1, 则 此 序列 叫 作 规范 正 交 通 数 系 . 


我 们 记得 , 数 VF 及 = Hf 叫 作 函数 关于 我 们 所 引入 的 内 积 的 范 数 ,我 们 指 
出 , 同时 此 数 也 是 函数 f(x) 在 空间 Lz 中 的 范 数 , 其 中 Ls 是 在 区 间 [0,1] 上 依 勒 由 
格 意义 平方 可 积 的 函数 的 全 体 所 成 的 线性 空间 . 已 知 的 是 , 函数 空间 Ls 满足 希 尔 伯 
特 室 间 的 公理 ,不 过 由 于 勒 贝 格 积分 理论 的 系统 研究 不 在 本 课程 范 留 之 内 , 我 们 不 
再 涉及 这 个 问题 . 

于 是 , 规范 正 交 函数 系 是 这 样 的 函数 列 {f(z)} c W, 它 所 有 的 项 都 彼此 正 交 且 
每 一 项 的 范 数 都 等 于 1. 


定义 10 设 已 ={A 是 全 的 一 个 规范 正 交 函数 系 ， 对 于 gE 数 6c, 一 
cx(9) = (fn,9) 叫 作 而 数 9 关于 的 伴 里 叶 系 数 . 还 数 级 数 2 cn 加 人 叫 必 函数 1 
美 于 下 的 傅 里 叶 级 数 . 

四 原文 的 积分 为 及 ,下 辣 . 译 者 认为 应 是 太一 一 译 者 注 , 
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所 引入 的 概念 就 是 一 般 的 关于 规范 正 交 函数 系 的 傅 里 叶 级 数 的 定义 . 

傅 里 叶 系 数 c 也 可 以 对 于 不 属于 作 的 函数 来 计算 , 例如 , 对 于 在 了 = ,1 上 
常 义 可 积 甚或 反常 意义 可 积 的 函数 g(x), 只 要 一 切 积分 由 所 (x)g(z)dz 都 存在 就 行 . 
此 时 , 级 数 宁 en fatz) 可 以 叫 作 函 数 g(z) 关于 函数 系 FF 的 和博 里 叶 级 数 . 不 过 , 我 们 
只 对 于 函数 gfz) 属于 我 们 前 面 引 入 的 内 积 的 定义 域 的 情形 进行 完整 的 讨论 . 这 时 ， 
对 于 函数 9, 存在 其 标量 平方 (9,9) = 用 {zdz. 恰 是 这 个 条 件 , 将 成 为 关于 规范 
正 交 函数 系 FF 的 博 里 叶 级 数 的 一 般 概 念 的 定义 的 基础 . 


定 兴 11 设 汤 数 0 满足 条 忻 
上 
(9,9) = </ g2(zjadr < 十 ec， 


那么 函数 级 教 六 en jrj， 其 中 加 二 (所 Ji{ 所 } 一 本 叫 作 关于 规范 正 交 系 忆 的 
“标准 的 ”请 里 叶 级 数 . 当 标 量 平 方 {9,9] 发 散 而 全 部 了 系 教 om = (9 万 ) 存在 时 , 级 数 
cnfn(X) 思 必 是 关于 函数 系 FF 的“ 非 标 准 的 ” 情 里 叶 级 数 . 


函数 系 


F = 1- 均 208 工 Sin coanr 57 1 
Van VET VT VR Vr 
是 在 区 间 [0,2x] 上 关于 权 系 数 < = 1 的 内 积 的 规范 正 交 系 的 重要 的 例子 ， 若 令 
上 兰 TAr, 则 


1 。 . 
Fz 一 {sin C08 RT, SIN TED 


是 规范 正 交 系 . 此 时 傅 里 叶 级 数 可 写成 


Yenfnlz) 一 四 -+ (oncosnz 十 和 sinnz). 


4 二] 


实质 上 , 我 们 得 到 了 早先 定义 的 三 角 传 里 叶 级 数 . 容易 确认 , 前 面 考察 过 的 三 角 级 数 
5S sm2rnz 是 函数 po(z) 关于 区 间 [0,1] 上 , 权 系 数 < = 1 的 规范 正 交 函数 系 


t=1 
下 3 一 {1, V2cos2mz,V2sin2mz,: - ,V2 008 DMnE, V2 sin Sng, - -…} 


类 和 似 地 , 在 区 间 口中 上 对 于 上 = 1， 


27T 2 .27 
Fi = 忆 ,V2 eos on To, Van 中 一 全 ， ， Vs ne V2 en 了 了 Pz， 四 } 


是 规范 正 交 函数 系 . 关于 函数 系 Fy 的 傅 里 叶 级 数 叫 作 关 于 区间 [0,4 的 三 角 傅 里 叶 
级 数 . 
对 于 函数 gfz) 的 傅 里 叶 系 数 cn 成 立 下 述 定 理 . 


多 ， 贝 赛 尔 不 等 式 . 正 交 淆 数 系 的 封闭 性 与 完全 性 . 383 - 


定理 5 ( 贝 塞 尔 不 等 式 ) 对 于 性 意 的 规范 正 交 系 所 二 {所} 和 任意 的 满足 条 件 
(g;9) < 十 00 的 通 数 g(x), 以 及 任意 的 m EN 成 立 不 等 式 


> 全 (9g,9), 其 中 必 一 9, fr),K = 1,-:. ,TL 


k=1 
by 考虑 畏 数 
gm 一 gm(T) 一 > crfr{x). 
k=1 


令 记 二 hm(2) = 9(z) 一 gm 人 (z). 那么 


en 当 n 入 17?， 
(gm; fn) 一 2 ac -人 Bn > mn: 
_ _ | en n> m, 
(hm Sn) = cn — (gm fn) = { Wn < om. 
由 此 得 到 
(gm 9m) = 要 me] =— DD cpcn(fk, fn) = DR 
二 1 k=1 n=1 k= 
因此 . 
(gm h} = (h, gm) 一》 cp(h, fr) = 
天 一 工 
所 以 


(9, 9) 三 [gm + h, gm + A) = {gm 9m) + 2 9m h) + (A, h} 


= (gm gm + (hh) (gm 9m) = ) ci 本 
= 


我 们 发 现 , 顺便 证 明了 等 式 
(99 = + hh). 
KE 二 1 


定义 12 定理 5 证 明 中 的 通 数 gm 人 2] 叫 必 遂 数 g 关于 规范 正 交 系 后 的 第 和 
情 里 叶 多 项 式 .. 
从 定理 5 直接 推出 两 个 结论 , 我 们 把 它们 合 起 来 叙述 为 一 个 定理 . 


定理 6 在 定理 5 的 千 件 下 : 
8a) 成立 不 等 式 


> 2 < lo = (9,9); 
下 一 工 


t 当中 一 oo 了 时 en 一 co 人 一 0 


384 . 第 十 八 章 铺 里 时 级 数 和 情 里 叶 积 分 
定 13 1. 线性 空间 Y 中 的 规范 正 交 系 下 二 {所 } 叫 作 是 封闭 的 , 如 果 对 于 一 
切 g EV 都 成立 
le 要 = > R. 
KE 二 1 


此 等 式 叫 作 帕 塞 瓦尔 等 式 . 


2. 线性 空间 WV 中 的 规范 正 交 系 局 二 {fw} 叫 作 是 完全 的 , 如 果 对 于 任何 g EV 
玉 要 对 于 一 切 尺 EN,(g9, 穆 ) = 0, 就 改 成 主 (9g,9) = 0. 


命题 1 任何 封闭 的 规范 正 交 函数 了 系 都 是 完全 的 ， 
bP 如 果 对 于 一 切 玉 EN 有 6 一 G419) 一 0, 那么 由 封闭 性 


(9.9) = =0. 二 
此 一 1 
定理 7 ( 依 里 叶 系 数 的 极 值 性 质 y 对 于 任何 实数 ml … ,am 都 成 立 不 等 式 
lg ~ cxfrll < lg — ,onfell, 
k=1 : kl 
其 中 ca ,cm 是 函数 9 关于 函数 系 下 二 {fk} 的 情 里 时 系数 . 
> 再 次 使 用 对 于 一 切 有 < rm 成 立 的 等 式 (pn fi) = (9 -gm 到) = 0. 得 到 


lg— D> orfill?: = ig— gm + (ck — op)fell? 


k=1 二 1 


= lg — gml? + 2 (ce — or)fell 


上 一 1 


>l9— gn =lg— 2 crfrlt. 4 
k=] 
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8$3. 三 角 郴 数 系 的 封闭 性 
我 们 的 目的 是 证 明 关 于 正 交 三 角 函 数 系 
Fo = {fr(2)} = {Sc002, sinz, COS NT, SN NE, | 


的 帕 塞 瓦尔 等 式 . 


圣 ， 三 角 少 数 系 的 封闭 性 ,385 ， 


定理 8 ( 李 雅 普 诺 夫 定理 ) 三 角 系 本 在 空间 Wor 中 是 封闭 的 . 换言之 ， 对 于 
任意 的 严格 正则 的 2x 周期 汤 数 g(x) 成 立 帕 塞 瓦 泵 等 式 


1 闻 丰 a2 0 
i Pdr = + + 
二 1 


其 中 系数 ax 和 bi 由 g(x) 按 欧 拉 - 情 里 时 公式 定义 . 


在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 指出 , 若 把 i 中 的 函数 户 (z) = 1/2 换 为 h(x) = 17v2， 
就 把 而 变 成 了 忆 . 丽 是 权 系 数 上 = 17x 的 规范 正 交 系 , 确切 地 说 , 我 们 得 到 函数 系 
瑟 = {akfz)}, 其 中 若 大 二 1 则 和 (rz]) =17v32, 若 上 =2n 则 hi(x) = hon(x) = cosnz, 
而 车 大 一 2 十 1 则 h(x) = 站 2n 1) 一 Sin 和 区 函数 g(x) 关于 户 的 傅 里 时 系数 cx 
与 ay,bx 以 下 面 的 等 式 相 联系 : 


ao = clv2， a 2 cok, br = Cagtls = 1,2,. 
此 时 帕 塞 瓦尔 等 式 可 瑟 成 


要 环 
CA “(rz)dz = Sa 


六 二 + 


它 与 前 面 给 出 的 规范 正 交 系 的 封闭 性 的 定义 相 易 合 ， 
定理 8 的 证 明 傅 仗 下 述 两 个 引 理 . 


引 理 5 对 于 每 沾 周 期 2r 的 严格 正则 函数 g(x) 和 任意 的 = > 0, 都 找 得 到 三 

多 项 式 Bw(lz) 满足 条 件 
lg(z) — Pal) < e. 

用 希 尔 怕 特 空间 的 术语 来 说 , 这 表明 三 角 多 项 式 的 全 体 依 希 尔 伯 特 空间 Fa 的 
范 数 在 线性 空间 W = Wz 中 是 稠密 的 . 
p 考虑 函数 gi (x) = gl2rz). 它们 是 严格 正则 的 ， 而 周期 为 1， 此 函数 的 间断 点 
za, ,za 把 闭 区 间 [0,1] 划分 为 开 区 间 五 …… , 环 . 在 这 些 区 间 中 的 每 个 区 间 . 上 gj{z) 
是 连续 的 并 且 在 左 端点 有 右 极 限 , 而 在 右 端 点 外 有 左 极限 . 因此 在 每 个 开 区 间 I 上 ， 
函数 gtz) 是 一 致 连续 的 . 这 表明 , 对 于 任 给 的 sl > 0, 开 区 间 五 可 被 分 成 有 限 个 
两 两 不 重要 的 小 区 间 使 得 函数 gfz) 在 每 个 这 样 的 小 区 间 . 上 的 振幅 都 不 超过 a1. 作 
负数 go{x), 使 它 在 每 个 这 样 的 小 区 间 上 取 常 数值 等 于 g(x) 在 此 小 区 间 的 中 点 上 的 
值 . 并 让 gz (lz) 在 这 些小 区 间 的 交点 (公共 端点 ) 处 取 其 左右 极限 之 半 和 ( 即 和 之 半 )， 
那么 gz(x) 是 一 个 逐 段 取 常 值 的 严格 正则 函数 , 而 且 对 于 一 切 x 成 立 


(g(r) 一 旬 仔 才 & a1. 


1 1 
lg — gall = yf (g(x) — gar) dr < yf eIdr = 61- 


由 此 得 到 
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现 设 0= 如 < 机 之 … < 机 < 之 1 是 硼 数 g(x) 在 区 间 [0,1) 上 的 全 部 可 能 的 间断 
点 . 对 于 n= 1,… ,上 定义 隐 数 w(x) 使 它 以 1 为 周期 , 且 在 闭 区 间 fn 上 定义 


1, = Tn 
pn 他) 一 172， 当 z = tn—1; 2 = tn, 
0， ”在 其 他 情形 . 
那么 , 显然 对 于 某 些 常数 ol,…. ,ak 有 等 式 


下 
32 (| 一 S$ anpn(z), 
二 1] 
然而 前 面 曾 证 明 
Pet = tn — tn 1 pols — tn_1) — polz — tn). 
所 以 ， 对 于 其 些 Po, A " : Bk, 有 


上 
g2(7) = Po + $Bnpolz — tn), 


如 二 1] 


此 外 , 前 曾 曾 证 朋 
[pols — tn) — smlz — tn} & Rm — tn), 


其 中 mm 宇 4 且 
,gin BAkr 4 
3mlx] = ， Rn(%) = 一 一 一 一 . 
bz) 和 TT (2) V+m?sin?: nz 


因此 , 成 立 估计 式 ， 
jg2(2) — Qn (2)| & |Bn lBRn ls — tn), 
n=1 


其 中 Qm(z) = 内 + 兴 sin(e - ty) 使 用 柯 西 不 等 式 , 由 此 得 到 


k 2 k x 
lg2{2) — mT) < (> IBr| Rm{x 一 吕 ] < BY RL tn). 
二 1 1 二 1 


人 一 工 


沿 闭 区 间 |0,1] 积分 此 不 等 式 , 根据 函数 Ru(z) 的 周期 性 , 得 
1 
lo — Qal? = 1 (92(2) -GOnmtz))ad 


师 


1 起 1 d 
， ， _ 2 六 dr 


好 王 1 


上 下 1 x be 

1 3 mas Sk at A 
> 2 . 一 所 > 2 委 一 ， 
所 8 0 mh 1+m2r2 及 人 i+ “mm 


到 一 二 地 一 圭 


$3， 三 角 务 数 系 的 封闭 性 .387 . 


其 中 4 是 某 个 与 m 无 关 的 常数 . 
还 有 , 使 用 三 角形 不 等 式 得 


1 # 
(/ (g1{2) 一 Querde = lg — @mll = 如 


A 
< ln ~ gol+hgr — Qnl < et (AS) 


于 是 , 进行 积分 的 变量 变换 = = 二 并 令 忆 ,() 一 Qm ( 直 ) ,得 


a 二 广 G 同 -0 的) 
-1 (: / em- Pao) = te — Pal? 
结果 


oral va(e+ (2) ) 
显然 ,函数 P(t) 是 m 阶 三 角 多 项 式 . 此 外 , 当 sl = ej/4 且 rx > 54fe? 时 ， 成 立 不 


等 式 ， 
Vi (a (A) ) EE) 
由 此 终于 得 到 |g 一 Pn 2 村 
引 理 6 在 定理 8 的 条 件 下 , 对 于 函数 gfz)] 的 第 m 情 里 叶 多 项 式 gm(z] 成 立 
关系 去 
im lla 一 Bon 一 日. 
* 很 据 傅 里 叶 系 数 的 极 值 性质 , 对 于 任意 的 n 阶 三 角 多 项 式 如 (z)] 成 立 不 等 式 
9 — gn < lg — Prali. 
根据 间 - 一 性 质 , 对 于 一 切 自 然 数 上 
|s — gr+ill < |g — gall, 


因为 对 于 n = 上 十 1, 傅 里 时 多 项 式 gy{z) 可 以 看 作 是 三 角 多 项 式 PP,{2). 
现在 对 于 任意 的 。 > 0, 考察 引 理 5 中 的 多 项 式 Pr{z), 那么 , 令 nole) = tm, 对 
于 一 切 n > m 得 不 等 式 


lg— gnl < Hg— gil slo — gmll < lg- Pnl < 
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这 表明 
lm lo-al=0 < 


现在 来 证 定理 8. 如 前 所 说 , 具 需 证 


(9， g) 一 ya 


k=1 


其 中 6 = (9, fx) = = fe gle zjdz, 户 (z) = 万 
Jp = sin kx, 
此 让, 在 证 引 理 5 时 还 得 到 : 对 于 一 切 ne NN 成 立 等 式 
lal? — lgnll? = lg ~ gll>. 


根据 引 理 6, 当 呈 一 ee 时 |g 一 gn 一 0. 所 以 


-一 ,而 当 上 大 六 1 时 户 xfz) = eos kg, 


De 


了 1 吧 了 
lg? = lim lg 人 = > &. 


pe 
定理 8 证 毕 ， 

最 后 指出 , 为 使 在 具有 内 积 的 线性 空间 Y 中 任何 完全 的 规范 正 交 函数 系 都 是 封 
闭 的 , 必要 且 充 分 的 条 件 是 空间 Y 关于 由 内 积 定义 的 范 数 是 完备 的 { 即 基 本 列 总 收 
化 一 译注 ). 换言之 , Y 应 该 是 希 尔 信 特 空间 .此 结论 之 证 明 并 不 很 复杂 , 但 已 超 
进 了 本 课程 的 范围 . 


$4. 三 角 储 里 叶 级 数 的 最 简单 的 性 质 
已 经 说 过 , 并 非 任何 三 角 级 数 
入) 一 2 十 》 (an cosmz + bn sin ny) 
Ti 二 1 


天 一 站 


都 是 某 个 函数 的 情 里 叶 级 数 . 其 至 在 级 数 于 一 切实 数值 x 处 都 收 伍 的 情况 下 也 是 如 
此 . 作为 例子 可 以 举 出 级 数 


2 2 sin nz 
2 fn(®) 一 2 Inne 
根据 犹 利 克 雷 判别 法 , 它 在 实 轴 的 一 切 点 处 都 收 合 , 但 可 证 明 它 不 是 任何 函数 的 傅 


里 时 组 数 ， 
另 一 方面 , 歼 斯 - 费 舍 定 理 断 言 , 如 果 数 值 级 数 


5= 台风 


诠 一 并 


84， 三 角 傅 至 叶 级 数 的 最 简单 的 性 质 . 389 : 


收 钱 ,那么 存在 哨 数 g(z), 其 傅 里 叶 系 数 惟 是 诸 aw 和 5%. 此 外 , 根据 卡 里 森 (Carleson) 
定理 , 此 级 数 的 和 “几乎 处 处 ”等 于 g(xz). 我 们 来 证 明 下 述 命题 . 


定理 9 若 严 格 正 则 函数 e Wor 和 9g € War 具有 全 部 相同 的 傅 里 叶 系 数 
cn(f) = en(9), 则 对 于 一 切实 数 zx, fz) 一 9]. 


> 此 五 函 数 的 差 h(r) = 了 (lz) 一 g(z) E War, 其 情 里 叶 系 数 全 为 零 , cp(8) = cx{ 了 ) 一 
ce(9) = 0, 因此 , 根据 帕 塞 瓦尔 等 式 , 成 立 等 式 


一 > c(h) = 0, 
k=1 


而 由 此 推出 hfz) 二 0 或 f(x) = g(x) 对 于 一 切 xw 成 立 ， 者 
定理 10 鞍 三 角 级 数 


》 cr 六 (2) = 一 也 十 De Cos nz + bn sin ns) 
在 闭 区 间 了 = [0,27] 上 一 致 收 化 , 则 其 和 g(x) 是 工 上 的 连续 函数 ， 且 所 给 的 级 数 是 
gf&] 的 情 里 叶 级 数 , 而 且 级 数 可 逐 项 积分 . 


bp 一 切 函 数 sinnz 和 cosnz 皆 在 工 上 连续 , 于 是 根据 级 数 亲 ck 六 (z) 的 一 致 收 伍 
性 , 其 和 g(z) 是 连续 函数 . 由 此 推出 等 式 


Fr (x) jglzx) = (2) en fala) 


所 一 工 


可 沿 闭 区 间 I 积分 , 这 时 , 根据 级 数 在 了 上 的 一 致 收 伍 性, 等 式 右 端 可 以 逐 项 积分 ， 
结果 得 到 等 式 


cx{9) = (fr 9) -> entfes fn) = Ck 
因为 当 名 天 并 时 (fh, fn) 一 心 ， 而 {fk, Fe) 二 1. 
于 是 断定 诸 数 ck 怡 全 是 函数 g(x) 的 依 里 叶 系数 .4 


定理 11 严格 光滑 的 2r 周期 函数 g(x) 的 三 角 傅 里 叶 级 数 >, cn 户 (2j 在 闭 区 
闻 了 = [0,27] 上 一 致 收 北 到 它 自 己 . 


> ”我 们 来 证 明 三 角 级 数 
>》 人 大 全) = 字 十 De coOs nT + hr sin nr) 


在 工 一 致 收 敏 . 为 此 只 需 证 明 数 值 级 数 (lax 十 lbxi) 收 敏 , 此 级 数 是 级 数 >) cp fk(X) 
的 优 控 . 
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首先 指出 , 函数 g(x) e Wor, 故 (g',9) < +eo. 于 是 对 于 函数 g' 成 立 帖 塞 瓦 尔 
等 式 


at 
人 的 = 全 + ( 虽 二 而 ) 
所 二 1 
其 中 


2 
Qk 一 =/ y(t) eos kwdx, 
0D 


TT 
A = = 上 fr) sin krdx. 
TJo . 


接 下 来 , 由 于 gy'(x) 是 严格 正则 函数 , 所 以 对 于 一 切 k & N 在 上 面 这 些 积 分 中 都 可 以 
分 部 积分 , 于 是 得 


2 
Ck = -| g(x) sin Razer = —kbr, 
0 


TT 


2 
j= 二 g{2) cos krds 一 天 ak 
0 


开 


1 


1 1 
zz'lbe| = Flar| < ok+ za 


上 
lax| = Bl < Bk + 去 : 


[中 | Ds oo 1 
》_{|an| 二 |Bx)) 专 » {ax 十 说 ) 上 2 》， 砚 
一 1 k=1 


上 一 
所 9 有 十 3 区 十 cc， 


于 是 我 们 证 明了 级 数 cpfr(x) 在 了 上 一 致 收 敏 到 某 函 数 wlzx). 但 根据 定理 9 
和 定理 10, 函数 etz) 应 该 是 连续 的 并 且 与 g(z] 相同 ， 4 


定理 12 车 2r 周期 函 教 g(z] n 次 可 微 ,n 之 1, 且 其 nn 阶 导 函数 是 严格 逐 段 光 
滑 函 数 , 那么 
1) 级 数 交 各 (lakl+ bl) 收 伊 ; 
2) 函 教 9fz) 的 傅 里 叶 级 数 可 以 逐 项 求 导 n 次 , 这 里 数 ok,bk 是 函数 gl7) 前 欧 
拉 - 傅 里 叶 系 数 . 
w 基于 定理 11 我 们 斯 定 , 函数 pn(z) = g'"(z) 等 于 自 己 的 情 里 叶 级 数 的 和 ， 此 级 
数 在 困 区 间 工 = [0,27] 上 一 致 收敛 . 此 外 , 若 as 和 Pi 是 它 的 欧 拉 - 情 里 叶 系 数 , 则 
级 数 六 (|os| 十 | 所 |) 收 敏 , 由 此 , 像 在 证 明定 理 11 时 那样 ， 经 逐次 分 部 积分 , 过 滤 到 
等 式 
laxi = 和 lakl， | 大 | = 如 lpkl|， 荐 ”是 偶数 ， 
lon| 二 六 [bpj， Bk| = 瑟 Iasl， 若 呈 是 奇数 . 


5， 情 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表示 黎明 局 部 化 原理 . 391 -。 


于 是 结论 1 获得 证 实 ， 

结论 2 的 真确 性 现 从 关于 函数 级 数 逐 项 求 导 的 一 般 定理 推出 , 因为 那 时 每 个 数 
值 级 数 于 Nm 人 ak 十 | 外 对 于 m= 4,… ,nn 一 1 都 收 合 , 从 而 都 基 三 角 情 里 叶 级 数 的 
顺 次 逐 项 求 导 所 得 级 数 的 优 控 .， 4 

我 们 看 到 , 与 定理 11 和 定理 12 一 道 , 顺便 证 明了 下 述 定 理 . 


定理 13 1， 落 数值 级 数 和 (|aa| 十 | 加 |) 收 笋 , 则 三 角 级 数 ca 十 宁 (gn cosnz 十 
bn sin nw) 一 至 收效 到 一 个 连续 函数 g{x) 并 且 是 gfz] 的 傅 里 叶 级 数 ， 

2. 若 同时 级 数 nr(|an| 十 |bn|) 四 效 ,天 关 1 则 函数 gfz) 的 情 里 时 级 数 可 逐 项 
求 寻 上 次 . 
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85， 傅 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表示 黎 沁 局 部 化 原理 


三 角 傅 里 叶 级 数理 论 的 重要 问题 之 一 是 寻求 保证 所 给 级 数 在 一 个 男 证 点 收敛 到 
产生 此 级 数 的 函数 的 值 的 条 件 . 这 里 情况 非常 复杂 . 其 实 , 在 给 定点 处 连续 的 函数 的 
博 里 叶 级 数 可 以 在 此 点 处 发 散 . 同时 , 函数 oofz) 的 例子 表明 , 函数 的 间断 , 一 般 说 来 
并 不 妨碍 其 博 里 叶 级 数 在 实 轴 的 每 点 处 都 收敛 到 此 函数 自己 . 下 面 我 们 考虑 三 角 傅 
里 叶 级 数 的 一 个 最 简单 的 点 态 收 伍 判 别 法 . 为 此 需要 引入 其 部 分 和 的 积分 表达 式 .， 

引用 下 面 的 记号 , 写 


g{r) ~ 2 十 >》 tk COS ET 十 br sin Ez, 
k=1 


如 果 一 切 味 , 加 缘由 g(z) 按 欧 拉 - 情 里 叶 公式 给 出 . 换 句 话说 , 式 子 右边 的 三 角 级 数 
是 函数 g(z) 的 博 里 叶 级 数 , 若 此 级 数 在 点 xo 收 敏 到 值 g(xo), 则 癌 写 出 等 式 


[| 
gro) = 也 十 > Qk COB ETo 十 by sin Ero. 
k=1 


我 们 异 助 欧 拉 公式 
ei = cog zx + 13inz 


来 对 函数 g(z) 的 情 里 叶 级 数 进行 变换 , 其 中 是 虚 单 位 , 避 = 一 1. 为 简单 起 见 , 可 
以 将 此 公式 看 作 函 数 ez 对 于 虚 自 变量 值 的 定义 . 那么 容易 证 明 在 这 种 情况 下 , 指 
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数 的 基本 机 数 性 硕 保持 到 了 整个 复 平面 上 即 阁 z = a 十 访 ,a,b € 你 ,而 我 们 认为 
es 二 erf 交 一 ge? .ee 区 则 


和 1 十 过 一 ez . ez2, 
其 中 21 和 Zn 是 复数 . 还 有 ， 由 于 
_ 1 tk —ikT 。 1 kz 一 4 吕 
coskz 一 人 e 十 e ) sinRz 一 到 (人 e — er), 
所 以 成 立 等 式 
》 = 也 十 Sa cos ET 十 by Sin ke) = > dpeik®, 


mh 二 1 上 一 一 妃 
其 中 
1 
do = — 2 = 了 (all 一 :而 二 bl ) = 3 (al 一 iblklSsignk) ， kD, 
我 们 发 现 ， 当 k 为 整数 时 对 于 量 di 成 立 关系 式 
1 


2 网 1 27x 
区 二 一 一 -一 一 | 
‘oz ge “dr 2 / g(x){oos kr — isin kr)dr 


(Ef gle)eoe krae sf gto)sinkwdr 
一 一 | 一 出 站 本 一 一 江上 BIN 总 计 忆 守 
2 Tn rjo 4 


1 ， 。 
=3 {ajg| 一 iblxlsignk) . 
现在 对 于 复 值 2r 周期 晴 数 f(x) 和 g(x) 按 下 面 公式 引 人 内 积 (标量 积 ) 


27 
(0 = 去 | fratja 


与 通常 一 样 , 函数 符号 上 面 的 横 线 表示 复 共 堪 运算 . 那么 有 (f,g) = (用 ,ei = ee- 让 . 
由 此 推出 ， dx 一 (g(x), eike) 和 (er, eik?) = 1. 

于 是 函数 集 {ei**}, 其 中 天 取 遍 一 切 整 数 , 关于 上 面 引 人 的 内 积 构 成 一 个 规范 
正 交 函数 系 . 我 们 还 发 现 此 处 权 系 数 关 = 1/(27). 

我 们 利用 傅 里 叶 级 数 的 写法 的 这 种 复 形 式 来 引 人 对 于 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 


和 的 便于 应 用 的 公式 . 那么 


2 > dk ERT i. 让 = g(t) Je ittet 


大 二 一 元 


ie 
-去 人 em 庆 gO Dante ~ te, 
下 一 一 已 


其 中 函数 Dw(y) 由 下 面 的 等 式 定义 ; 
Dnl¥) = .上 eky. 


T Nm 


8， 傅 里 叶 级 数 部 分 和 的 而 分 表示 黎 时 局 部 化 原理 * 393 ， 


定 芝 14 函数 卫 人 9 证 必 w 阶 狐 利 克 雷 核 . 
我 们 来 建立 前 面 引信 的 函数 工 ,(y) 和 狄 利克 雷 核 D,(y) 之 加 的 联系 . 有 


sin 下 [2272 十 1)y 
Sin iYy 


性 
于 = 一 1 十 2 >, CDS Try 


处 ==] 


C05 27ky = > {eos 27 Ey + $sin 2r ky) 


二 一 


eTiky 二 2x Da 2my). 


形 一 一 如 


令 gy 二 sz/27, 由 此 得 等 式 
f Sin (n 十 5 ) 次 
D(z) = Tn ( 训 ) 一. 


函数 Dn(z) 的 性 原 . 
1° DnlT)dr = 1. 
9° Dalz) = 万 (一 可 
=|z 
32 D(z) = Le = 六 (cotssinma + cosnz) . 
由 于 晴 数 gz) 和 D(x) 皆 [ 以 27 为 周期 , 县 Pw(lx) 是 偶 的 ， 惜 变量 变换 上 = 工 十 y， 
部 分 和 和 并。 就 变 成 下 面 的 表达 式 : 


2 2 1 
> -30) [spnte -du= {ODnlt— ot 
二 2 H 
=- oletmpalyay = f s+ WDnl)y 


. ;) 
2 er) 
2 J sin > 


= 玄 / st cot # sin nydy 十 去 fs + 2) cos nydy. 
定义 25 把 这 此 等 式 都 巴 作 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 个。 的 积分 表示 ， 


下 述 命题 成 立 . 


引 理 ?7《 黎 曼 引 理 ) 设 g(x) e Wzx, 且 对 于 某 5 > 0 娄 meE(zo 一 zpo 十 人 时 
gfz) 二 0. 那么 函数 gf(z] 的 博 里 叶 级 数 在 点 zo 处 疏 化 到 替 . 


- 394 ， 第 十 八 章 博 里 计 级 数 和 便 里 时 积分 


> 设 函 数 卢 () 和 fo(y) 由 等 式 2 有 (9) = 9(zo 十 巷 cot 和 户 (o) = 39g(zo 十 切 定 
义 . 那么 万 (0) 和 所 () 都 属于 Wor. 这 是 因为 函数 cot 5 在 任何 形 如 y = 2hn( 上 为 
整数 ) 的 点 的 5 邻 域 之 外 连续 , 而 函数 9(zo + 在 此 领 城内 为 零 . 因此 


= D600)o = f gr0+ WDrty)ay 


_1/"1 2 1 广 : 
= = 539(z0 + ¥} cot 2 sin nydy 十 二 加 got + ¥) cosnydy 
一 bn,(fi1) 十 oan(f2), 


其 中 bl 有) 和 an( 户 ) 分 别 是 函数 记 (y} 和 joy) 的 吏 拉 -全 里 叶 系 数 ， 由 于 对 于 这 
两 个 函数 成 立 帕 塞 瓦尔 等 式 , 所 以 当 n 一 oo 时 妹 ( 广 ) 一 0,an(jf2) 一 0, 由 沙 推 出 
0. 4 

从 歼 曼 引 理 推出 下 述 结论 . 


定理 14 ( 获 觅 局 部 化 原理 ) 了 画 数 g(x) E War 的 傅 里 叶 级 数 在 点 x = zo 处 的 
性 状 完 全 决定 于 玛 数 glz) 在 此 点 的 尾 意 选择 的 5 邻 域 中 的 取 值 . 


» 实质 上 要 证 的 是 , 若 函数 g(z) 在 点 zo 的 任 一 固定 的 6 邻 域外 随意 改变 其 值 , 傅 
里 叶 级 数 在 此 点 的 收 合 性 及 其 和 都 不 受 影 响 . 换言之 , 若 函 数 g e Wzw 的 傅 里 叶 级 
数 的 部 分 和 在 点 zo 处 的 值 末 ,,(9)}(zo) 收 全 到 数 ao, 而 函数 彤 E ar 与 g 在 点 zo 的 
某 5 邻 域 中 重合 , 则 当 nn 一 ce 亦 有 (jzo] 一 a 

考虑 差 rfz) = g(3#) 一 h(z) € Wor. 冰 数 r(z) 在 版 x0 处 满足 黎 曼 引 理 的 条 件 , 因 
为 对 于 一 切 re fze 一品 zo 十 玖 有 rz) ==0. 所 以 当 Rn 一 时 


Sr0) = (Go 一 2 (co) 一 0 


而 由 于 当 n 一 00 时 守 .(9)(z50) 一 所 以 当 n 一品 时 了 wT0) 一 0 

函数 g 属于 类 War 的 要 求 可 以 大 大 减弱 ， 实 际 上 ， 分 析 黎 冯 引 理 的 证 明和 年 
理 14 的 证 明 就 能 看 到 , 为 使 它们 成 立 , 本 质 上 只 要 差 r(z) = g(x) 一 R(z), 以 及 函数 
pT) = r(x) cot 3 的 欧 拉 -和 傅 里 叶 系数 随 着 号 码 增 鞭 无 穷 而 趋 于 零 就 够 了 为 此 , 一 
般 说 来 只 要 这 些 隙 数 的 绝对 值 在 [0,2x] 上 的 获 昌 第 二 类 反常 积分 收敛 就 够 了 . 最 后 
一 断言 的 证 明 与 已 考虑 过 的 情形 并 无 大 区 别 ， 

在 引 理 7 中 使 用 的 方法 可 用 来 再 证 明 一 个 引 理 , 此 引 理 在 引 人 傅 里 时 级 数 点 态 
收 伍 的 判罚 法 时 用 得 着 . 


巴 这 种 写法 似 不 是 很 妥当 一 一 译 者 注 ， 


虞 、 傅 里 时 级 数 的 点 痊 收 敏 判 别 法 . 395 ， 


b b 
om = f FW) coonyay, Be = f fly) oot ¥ sin nydy 


b 
yn 一 / fy Da (yay. 


那么 .如果 0a 和 ba2n 则 当 n 一 00 时 an 一 0. 而 车 成 主 更 严格 的 条 人 忻 
Ooh<2n, Nn HB m0 ~, — 0. 

me 可 把 av 看 作 函 数 g(xz) e Wo 的 健 里 叶 系 数 , g(x) 在 闭 区 间 [ae, 避 上 与 f(zx) 重合 
而 在 所 区 各 [0,27] 的 不 属于 [a,9 的 点 处 等 于 零 , 即 对 于 集合 EE = {0,2x]\fa, 丰 的 点 
z,g{z) = 0. 由 此 根据 傅 里 叶 系 数 的 性 质 , 当 ”一 oo 时 有 am 一 0. 类 似 地 , 可 把 史 
看 作 有 是 另 一 函数 hz) e Wor 的 博 里 时 系数 , h(x) 在 闭 区 间 [a,b| 上 与 通 数 f() cot 
重合 , 而 对 于 5 的 点 取 值 堂 . 因此 当 nw 一 o0 时 房 一 0. 而 由 于 加 ={fan 十 应 )/2m， 
所 以 当 n 一 00 时 亦 有 yx 一 0 


$86. 情 里 叶 级 数 的 点 访 收 钱 判别 法 


还 是 考虑 类 Wo 中 的 函数 glz). 使 用 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 的 积分 表示 , 我 们 来 
求 函数 g(z) 在 点 xo 处 的 值 g(x0) 与 其 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 在 此 点 的 值 二。 的 差 rm 
的 表达 式 . 那么 有 


m= D9) = f Galeo ty) gleo) Dn(y)dy 
=2 {" Seteo +) + gtro —) 29s0)) Dn(y)ey 
=2 1 PO Dn ydy 


1 
= 二 三 et 


Sl 5 


dy 


-i ply) (cot y sin ney 十 cosny ) dy, 
1 2 


其 中 1 
o( 细 一 (gtzo 十 V+ g(ro — W) — 2920)), 
这 里 , 作为 y 的 函数 , p(y) E Harel(0O = 0 且 丙 数 ply) 在 点 y= 0 处 连续 
定理 15 ( 促 尼 判别 法 ) 设 对 于 某 5>0, 存在 下 述 第 二 类 反常 积分 : 


Bs= el 
0 Y 


“396 ， 第 十 八 章 傅 黑 叶 级 数 和 情 里 叶 积分 


那么 函数 g 的 传 里 叶 级 数 六 在 点 作 一 wo 处 收 化 到 值 g(x0). 
py 可 以 认为 0<5 < 由 于 积分 


1 
六 加 | 
Bs 一 / yy dy 
收 全 ,对 于 任意 和 的 s > 0, 找 得 到 数 有 = hle} > 0 使 得 
h 
.let 
Br = / yy dy 蕊 . 
往 下 , 从 对 于 差 rn = 于 "一 g(xzo) 的 积分 表示 中 得 等 式 rn = *nl 十 ?nz 十 Tna, 其 中 
rn 一 = (feat 2 sin ng + cos ny) dy, 
hn 

Tnl = 人 wp{y) cot “sin nydy, 

rn2 = L 人 PIV) oot 和 sin nydy, 

rn3 = = 1 PY) cos nydiy. 


根据 引 理 8, 当 nn 一 oo 时 有 rna 一 0 和 rns 一 0. 那么 对 于 一 切 足 够 大 的 nn 有 
ral 过 5 和 |rnsl < 5. 至 于 rnl, 我 们 注意 到 者 0 <y < 应 <z 则 因 simn 六 2 故 


yy 
pe 一 有 去 The 
sin > Y 
Et “人 | 
PAY 
< 人 yy dy < &, 


因此 , 对 于 一 切 n > no{s) 有 估计 式 |rn| < 3e. 根据 数 = > 0 的 选取 的 任意 性 ， 这 表 
骨 当 ?一 co 时 rm 一 由 即 在 点 ro 处 傅 里 时 级 数 3 收 敏 到 值 g(ro). 


定义 16 说 函数 ol(z) 在 点 zo 处 满足 a 阶地 普 希 兹 条 忻 ,0 < a < 1， 如 果 在 点 
zo 的 某 5 邻 域 中 成 立 条 件 - 


1 fr | 
|*ni| = | 一 / PV) cot 二 sin nydy 
Tio 2 


lg(z) — g(xo)| & Llz 一 20| 


其 中 工 >0 是 某 个 常数 ， 


当 此 条 性 在 闭 区 间 [zo, za] 的 一 切 点 处 都 成 立时 , 就 说 函数 g(x) 属于 “ 李 普 希 
慈 a 类 ", 数 工 叫 作 李 普 希 兹 常数 当 a = 1 时 简单 地 说 g(x) 满足 李 普 升 获 条 件 . 


§6， 傅 里 时 弘 数 的 点 六 收复 判别 法 - 397 . 


定理 16 落 函 数 gfz] 在 点 zo 处 满足 a 阶 李 普 希 藻 条 忻 , 则 它 的 情 里 叶 级 数 在 
贞 点 站 效 到 9 (ro). 


> ”我们 来 证 明 在 所 述 情 况 下 , 对 函数 g(z) 可 使 用 迪 尼 判 别 法 . 实际 上 , 当 ly| < 5 
时 有 
(pI < 35g(ro + — 9(zo)l + g(r0 —Y) ~ gz0)l) < Lyl®. 
出 此 得 到 ， 
站 
Bs =-/ Pla, Es cf yl1dy 一 Zoe < 二 ooo, 
这 表明 迪 尼 判别 法 的 条 件 成 立 , 从 而 函数 g(z) 的 传 里 叶 级 数 在 点 zo 处 收敛 到 


9(T0). 十 
我 们 再 证 明 两 个 人 情 里 时 级 数 收 敏 的 判别 法 . 


定理 17 ( 狱 利 克 雷 判别 法 ) 车 2r 周期 的 严格 正则 的 函数 glx) 是 在 闭 区 间 
I0,2x] 上 逐 段 单调 的 , 则 它 的 伴 里 叶 骸 数 处 处 收 襄 到 g(z). 


注 ”函数 g{z) 的 逐 眉 单调 性 指 的 是 , 整个 闭 区 和 间 人 0, 27] 可 以 分 成 有 限 个 小 区 闻 , 函数 在 每 
个 这 样 的 小 区 间 内 部 基 单 调 的 , 特别 地 , 逐 段 单调 的 有 界 函 数 是 有 界 变 差 表 数 ， 


定理 17 的 结论 是 包含 在 下 述 定理 中 的 男 一 个 判别 法 的 简单 推论 . 


定理 18 ( 若 尔 当 判别 法 ) 设 函 数 9(z) E War 且 0 <5<7. 还 设 在 点 zo 的 5 
邻 域 内 函数 gfz) 有 界 变 差 . 那么 g(x) 的 情 里 时 航 数 在 点 zo 处 站 将 到 ffzo)- 


p ”由 于 wly) 是 有 和 异 变 差 函数 , 可 将 其 表示 成 p( 殷 = el) -各 介 ,其 中 pit) 和 
wo ly) 都 是 不 减 的 非 负 函 数 . 可 以 认为 p1(0) = yp2(0) = 0 且 函 数 pi(y) 和 wa(g 省 
在 点 y 二 0 处 连续 , 这 是 因为 函数 p(y) 具有 这 些 性 质 . 实际 上 , 单调 函数 在 每 点 处 都 
有 有 单 边 极限 . 于 是 在 点 y = 0 处 两 个 函数 的 右 极 限 相 同 . 从 每 个 函数 都 减 掉 这 个 公共 
的 极限 值 , 就 得 到 两 个 新 的 函数 , 它们 满足 上 述 一 切 条 件 ， 只 要 把 它们 在 y = 0 处 的 
值 取 成 零 就 可 以 了 . 因此 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 =h(e) > 0, 使 得 0 < gn(h) <s 
上 且 0 pal 有 之 &. 可 以 认为 及 < 不 
对 于 函数 g(x) 的 侍 里 叶 级 数 在 点 zo 处 的 余 项 成 立 表达 式 


Tn 二 和 2 上 py Dn iy = Fn 十 rn2， 
- 0 


其 中 » 
rnl 一 了 1/ PI Dn YI dyY, rn2 = 2 / PND Dn (dy. 


不 失 一 般 性 , 我 们 认为 p(n = 周作 也 就 是 说 py) 是 不 减 的 非 负 函数 . 根据 钻 引 
理 8 当 n 一 oo 时 rnz 一 0. 因此 只 要 证 明 jraz| < cs 其 中 c> 0 是 某 个 常数 就 可 以 


. 398 . 第 十 八 章 情 里 时 银 数 和 人 情 里 时 积分 


了 . 我 们 看 到 0 < of 有 < s. 对 积分 ri 使 用 第 二 中 值 定 理 , 得 
让 必 
ml = 2 个 / Dlay = anp(h) { Tro 


其 中 函数 TT,(z) 在 人 中 定义 接着, 由 于 0<85<7 所 以 0< 守 < <3 因此 ， 
使 用 81 的 引 理 2 来 佑 计 最 后 一 个 积分 , 得 jrj g2p( 间 .4<825 2 


注 在 定理 的 证 明 中 之 所 以 使 用 红 1 的 引 理 2, 是 由 于 数 直 是 与 n 有 关 的 , 可 以 变化 , 因此 
不 可 直接 使 用 站 的 引 理 8. 


第 二 十 七 讲 


$7， 傅 里 叶 系 数 的 性 状 


我 们 引 大 一些 关 于 某 些 函数 类 的 函数 的 傅 里 叶 系 数 的 性 状 的 命题 . 

1 设 gfz) e W 是 俩 通 数 . 那么 从 欧 拉 - 情 里 叶 公 式 得 知 全 部 傅 里 叶 系 数 加 = 0, 
即 函 数 gfz) 的 傅 里 叶 级 数 是 余弦 三 角 级 数 . 

现 设 gf(z) e W 是 奇 函 数 , 则 对 于 一 切 自然 数 n 有 an 二 0 和 而且 oo = 0, 即 函 数 
iE 展开 成 正弦 傅 里 叶 组 数 . 


例 在 (0,r) 上 成 立 


一 好 0 gin kz 
= ee 
上 二 1 


这 是 伯 努 利 函数 polx) 展开 成 传 里 时 级 数 的 简单 推论 ， 

” 车 在 开 区 间 上 给 定 函 数 9g(z) e W, 而 且 im 红字 ) 一 9(0), lim g(2) 二 g(7), 则 
它 可 以 延 拓 成 全 实 轴 上 的 27 周期 函数 , 既 可 以 作 偶 延 拓也 可 以 作 奇 延 拓 ( 作 奇 延 拓 
时 要 重新 定义 %0) = 
级 数 , 而 在 奇 函数 的 情形 则 是 正弦 傅 里 叶 级 数 . 

2. 设 gftzj e 全 则 其 傅 里 时 系数 和 随 着 号 码 增加 到 无 穷 而 趋 于 零 . 实际 上 , 从 由 
塞 尔 厅 等 式 知 级 数 入 (a2 + 如) 收 敏 . 故 由 级 数 收 化 的 必要 条 件 得 


lim an = 0, lim bn = 0. 
性 一 口中 位 一 Di 


傅 里 叶 系 数 的 这 条 性 质 我 们 已 不 止 一 次 地 使 用 过 . 


87、 情 里 叶 系 数 的 性 状 - 399 - 


注 车 [1 各 by 合 得 级 数 
2 2 
阅 
好 十 2 (on 十 配 ) 


收 敏 , 则 


[| 
aD 。 
+ > 【an cog nz + bn sin ne) 


n 二 1 


是 Lz 中 的 某 个 函数 f(x) 的 博 里 时 级 数 , Ls 代表 27 周期 的 在 (0, 2x] 土 平方 可 积 的 函数 的 全 体 
(F. 黎 斯 - 费 舍 定理 ). 这 时 说 传 里 时 级 数 平方 平均 收 化. 精确 的 表达 式 是 


2 人 (一 so(z)) dr =0, 


其 中 _ 
sn fry = > 十 (ak Cos Er 十 by sin kz) 


k=1 


是 三 角 级 数 的 第 mn 部 分 和 . 


我 们 来 说 明 , F. 黎 斯 - 费 舍 定理 是 怎样 归结 为 薄 数 空间 Ls 的 完备 性 的 . 这 是 由 
于 级 数 二 (a2 + 记 ) 收 全 使 得 {sn{2x)]} 为 Lz 中 的 基本 列 , 即 


3 中 
lim f (sl2) — sm(o)) dr = lm ywr D> (+ =0. 


ni km tl 


所 以 由 Lz 的 完备 性 (当然 依 La 的 距离 ),{sn(z)} 平方 平均 收敛 到 此 空间 的 某 天数 . 
3. 设 函 数 f(z) 满足 李 普 希 慈 条件 


flz 4h Fe) gL, zeR,heR, 
其 中 工 > 0,0<a 所 1 那么 成 立 以 下 的 不 等 式 
lan| < Leon-®, lb < Lrn*, neN. 
由 情 里 叶 系 数 的 定义 及 所 涉及 的 函数 的 周期 性 推出 


1 ff 工人 7 
工人 jlo)eosneds =— fiz+—)cosnrdzr 
可 0 i Ee 


1 27 开 
一 一 二 一 dr. 
;| jz 十 cos ne 全 


由 此 得 到 ， 
1 ™ TT 
on 一 二 / (Fle) ~ fts + T)) cosnzdz, 
因此 


1 2 TT a 
lonl < 去 上 fr) fl +t ld < Ln ， TEN. 


27 jo 
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同样 地 得 到 对 于 如 的 估计 ， 
4. 设 Flz) 以 2r 为 周期 并 在 [0,2x] 上 有 界 变 差 . 那么 es = O(n-1),bn = 
加 (PT). 


从 有 界 变 差 的 定义 知 , 在 |0,27] 上 fz) = 户 (z) 一 f21zw), 其 中 万 (z) 和 (x) 都 
是 正 的 , 不 减 的 函数 . 使 用 第 二 中 值 定 理 于 下 述 积分 . 对 于 某 & e (0,27r) 有 


六 27 。 
/ Dlr) eosnrdr = fi(27) 上 Coa nad = — 有 hh (27) TS = Of{n-™ 1). 
0 E 名 


因此 , an = O(n ), bn, = On). 
5. 以 22 为 周期 的 函数 g(x) e W 的 傅 里 叶 级 数 ,! 关 7#. 考虑 函数 ROW = 上 9 (23) . 
那么 he War. 于 是 
h{y) ~ 也 十 y (ax cos Ey 十 br sin Ky). 
二 二 1 
现在 用 x 表示 yy = xr/jl, 那么 得 到 


gtw) = 二 内 (Fz) ~ 也 十 y、 Cn Cos 大 十 pt】 ; 


而 是 
dQ 二 = h{y) cos Eydy = i;/ y{E) con 上 dz， 
一 于 一 下 
5 
bi = - / g(x) sin Pd 
| 


这 就 是 说 , 我 们 对 于 2xr 周期 函数 所 建立 的 傅 里 于 级 数 的 全 部 理论 异 助 于 变量 
的 线性 变换 转移 到 了 2i 周期 函数 的 情形 . 


88. 余 切 函数 之 展开 成 最 简 分 式 以 及 正弦 函数 之 表示 为 无 穷 乘积 


上 面 建立 的 函数 展开 成 二 角 傅 里 叶 级 数 的 理论 工具 终于 使 得 可 以 非常 简单 地 引 
入 把 正弦 函数 表示 成 无 穷 乘 积 的 公式 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 余 切 函数 展开 成 最 简 分 
式 的 公式 , 此 公式 也 是 相当 著名 的 . 

在 闭 区 间 [--m, 了 ] 上 考虑 函数 g(x) = cosaz, 其 中 a 是 常数 lal < 5. 把 它 以 27 
为 周期 廷 拓 到 全 实 轴 . 那么 g(z) 是 在 全 实 轴 及 上 过 续 的 偶 函 数 , 由 于 g(x) 是 和 逐 自 
光滑 函数 , 它 的 储 里 叶 级 数 一 致 收 化 到 g(z). 因此 对 于 一 切 x e 及 有 展开 式 


gr] = 了 十 (ak cos kz + br sin EE), 
是 一 工 


驰 ， 祭 坊 函数 之 展开 成 最 简 分 式 以 及 正弦 国 数 之 天 示 为 无 穷 臣 积 “401 - 


其 中 ax, bs 是 欧 拉 - 仿 里 叶 系 数 . 
还 有 , 根据 函数 g(x) 的 偶 性 , 一 切 br 全 是 零 . 而 对 于 系数 ax, 当 a 关 0 时 有 等 


式 
ao 下 ™ _ Sin cm 
本 一 寺 人 cosazdz = 富 人 ， 
-工厂 cosazcoskzdz = 1)* 29 snan 
A 一 加 C2 一 大 2 A 
于 是 
人) = cosaz = 耿 上 号 LT) 2 k 
9 一 二 一 元 a pr 6 . 
由 此 , 当 z = 时 得 


rootar = 上 + 2 = lim > ! :0 Ia| 志 
此 二 1 乒 一 一 位 
最 后 的 公式 给 出 了 余 切 函数 的 经 典 的 最 简 分 式 展 开 式 . 由 此 容易 得 到 正弦 函数 的 无 
穷 乘积 表示 . 为 此 我 们 指出 , 右 端的 级 数 关于 参数 a 当 0 < |al < 5 时 一 致 收敛 , 因 
为 有 优 控 于 2/k?. 进而 它 是 自己 的 原 函 数 的 导 郑 数 . 
另 一 方面 , 我 们 有 


四 1 1 
(ne) 一 XOtTA CoCo. 
三 Cr 
时 


(nt 号 )) - 20 1 , 1 
nm 一 不 了 


因此 , 根据 本数 lnz 的 连续 性 , 对 于 某 c € RR 成 立 等 式 
In e+ lim y (3 
EE 二 1 
n o2 
一 总 二 em ll (1 一 < ) 
Ls cr 
=c+! 1- OO ). 
° HI 和 
这 表明 , 对 于 一 切 满足 条 件 0< lol < 3 的 a 成 立 公式 


- oo no 

SN TO LY 

a ll (1- 咎 )， 
a k=1 


其 中 1 三 ec. 
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十 式 右 端的 无 穷 乘积 关于 a 当 |al < > 时 一 致 收敛. 因此 , 令 a = 0 过 渡 到 极 


限 得 
.Sin7o ”六 a 
/ "l(t 
终于 得 到 
Slim ro ~ ) 
TO = Q ”要 广 


| 


于 是 , 正弦 函 数 之 表示 为 无 穷 科 积 的 公式 得 到 证 明 . 


§9. 开 普 勒 问题 和 贝 塞 尔 级 数 


假设 行星 M 沿 顶 圆 运动, 不 动 的 星体 F 位 于 此 椭圆 的 一 个 焦点 处 . 栖 圆 的 半 
轴 分 别 等 于 a 和 $5,a >b. 设 工 是 行星 M 绕 下 运动 一 周 指 时 间 , 而 t 是 行星 离开 长 
半 轴 上 的 4 点 后 所 经 历 的 时 间 . 用 5S4rm 表示 椭圆 出 形 4AFM 的 面积 . 根据 开 普 勒 
定律 有 
DAFM 一 5， Sn = nab 
考虑 以 精 圆 的 中 心 O 为 中 心 , 以 04 一 a 为 半径 的 圆周 . 用 adi 代表 点 M 沿 
短 半 轴 方 向 到 圆周 上 的 投影 . 令 s = 全 ,w= LA0MI. ,我 们 由 几何 的 观点 来 求 本 相 


圆 和 扇形 4FM 的 面积 . 由 于 椭圆 是 从 圆 治 Oy 轴 压 缩 ? 们 的 仿 射 变换 而 得 到 的 ， 所 
[以 Sarm = D Sap 
控 下 来 有 SAarmM = SaoM 一 SFOM: = ou/2 一 oze5 sinz. 吕 因此, Sar = 
zablu esint). 我 们 过 沪 到 开 普 勒 方程 
一 Sin 守 二 = 二 AAOM., 
量 < 叫 作 行星 的 平均 近 点 角 而 % 叫 作 离心 近 点 角 . 若 C 增加 2x 则 4 也 增加 
2x, 因此 cosnw,sinnwu 都 是 ¢ 的 2r 周期 函数 , 即 
cos(nau(C + 27)) = cos(nu(0)), sin(nu(é 十 27)) = sin(nuld)). 
先前 普 证 明 , ul0) 是 光滑 函数 . 因此 , 根据 李 普 希 兹 判别 法 ， 晴 数 costnwlC)) 和 
sin(nu(C)) 的 情 里 叶 级 数 都 收 化 . 由 于 函数 w(6) 是 奇 函数 , 所 以 有 
CO8 NY 一 人 2 + 01co8C wa cos26 +'…, 
sinnu = bh sint + basin26 + ,， 


an 一 2 cos nuld) cosvcac, bu = sin nu(t) sin vtdc. 
To T Jo 


乌 原 文 将 “ Bintn 写成 了 扩 infaa2” 一 ” 译 者 注 . 


59。 开 普 勒 问题 和 贝 塞 尔 级 数 :403 ， 


计算 这 些 传 里 叶 系数 , 得 


2 TT 3 有 
to 一 二/ cos Tivdt 一 =/ Co5 和 1 {1 — & COs tt) du. 
To TJ 


这 里 我 们 使 用 了 


C= Esnud = (ecosu)du. 


于 是 
_] ~s, 当 n = 1, 
0 0， 当 n > 1. 
对 于 v 之 1 我们 得 到 
ty 一 2/ CoS NY CoS VO 
To 
一 2 Cognausinvc 十 2 sin ni sin ytdy 
Th 《0 TH fn 


一 / cosfrtau 十 pve) 十 Coal 一 ve du 


到 


TT TT 
二 一 . 一 eeosf(m 十 Du ~ ve sin Wyd 十 一 / cos{(n — pu + ve sin wu) du 
nr fp HH Jo 


一 (J nlye) — Jutn(ve)), 
其 中 > 
(一 = 人 ooafE sin op 一 kpldp. 
类 似 地 求 出 系数 b. 有 


TT 3 TT 
bh, = = sinnu :sinvtac = | COS NU COS vOCdu 
TJo TY In 
= T(J nve) + Jotnlve)). 
因此 


5 之 CDS VC 
Cosu = 5 十 >》 (7-i(zve) 一 ti(vE)) 


一 1 


sin w = (7 ia) 十 Llve) ee. 


v=] 


角 的 值 , 0 所 w < 2x, 单 值 地 由 它 的 正弦 值 和 余弦 值 确定 ， 因 此, 这 两 个 函数 
的 上 述 展 开 式 解决 了 确定 二 体 运动 的 问题 . 它们 曾 被 由 塞 尔 (F. Bessel, 德国 人 ) 求 


这 里 以 及 后 面 的 结果 , 原文 都 有 一 个 因子 2 一 一 译 者 注 . 
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得 ， 这些 级 数 对 于 椭圆 的 任意 的 离心 率 以 及 一 切 ¢ 的 值 都 收敛 , 在 贝 塞 尔 之 前 , 二 
体 问 题 曾 被 拉 普 拉 斯 借助 于 宕 级 数 展 开 对 于 小 的 参数 e 所 解决 , 千 级 数 的 收 仇 性 在 
s<0.66274.… 的 条 件 下 被 证 明 . 

函数 (xz) 叫 作 贝 塞 尔 函 数 . 


第 二 十 八 讲 
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根据 定义 , 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 和 叫 作 传 里 叶 三 角 多 项 式 . 同 这 样 多 项 式 一 样 , 费 
耶 多 项 式 在 三 角 级 数理 论 中 也 起 着 重大 的 作用 . 作为 应 用 这 些 多 项 式 的 性 质 的 一 个 
例子 , 我 们 来 证 明 关于 闭 区 间 上 的 连续 函数 用 三 角 多 项 式 的 序列 以 及 代数 多 项 式 的 
序列 一 致 通 近 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 


定 党 17 称 函 数 


为 函数 gfz] 的 nn 阶 费 耶 多 项 式 , 其 中 gm(z) 是 gfz) 的 m 阶 和 傅 里 叶 多 项 式 , 即 侍 里 
叶 级 数 的 部 分 和 
gm{T) 一 十 (ea cos Ex + bk sin KT), 
天 一 工 


其 中 对 于 一 蕊 天 = 0 ,ma 和 bi 是 通 数 g[ 工 ) 的 欧 拉 - 傅 里 叶 系 数 ， 
由 定义 显然 有 
P{£) = 也 十 > (1 一 = (oz cos kr + by sin Kx). 
使 用 ga(z) 的 积分 表示 就 过 渡 到 等 式 


P= 1 grip = {sle tr 
RD —™ 一 夏 


其 中 ) 
1 ol sin(m+ 3)y 
Fa{y) 一 Dr ~ 了 
i 0 sin 3 


定义 18 由 上 式 定 义 的 本 { 贡 叫 作 三 阶 痪 陡 核 


8L0， 费 耶 核 与 狐 尔 斯 特 拉 斯 吝 近 定理 


我 们 来 推导 西数 杞 人) 的 某 些 性 质 . 正面 的 一 些 命题 成 立 . 
引 理 9 当 n 宕 1 时 成 主 等 式 


.Tn 2 
1 BI pi 
FE 一 一 一 . 
二 | 


由 此 特别 地 推出 , 对 于 一切 x, F(x) 之 0. 
bp ”关于 m 求 和 , 异 助 于 已 知 的 三 角 硒 数 公式 得 


1 
1 1l sin (e+ 3E 


27n 


F(z) = TK 
让 一 人 0 Bin 了 


一 a (on (e+ 3) zsinz ) 


2 
Tn 3in 本 k=0 


一 1 Teos(k + Da -coska 
271n sin 3 %=0 


一 | 
一 a 5 二 (cos ny —1) 


引 理 10 当 mn 安 1 时 
三 Fufzjazr = 2 Flr)ar = 1. 
一 开 心 
bp ”由 于 对 于 一 急 mm 成 立 等 式 
f Dnlr}dzt = 1 


所 以 三 Fl(rydzx = — SE 4 
0 
引 理 11 对 于 性 意 的 函数 gz E War, 成 立 公式 
Palo) -9g(o) = (gz + — gs) (ydy 


此 结论 直接 从 引 理 10 和 P{z) 的 积分 表示 推出 . 
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定理 19 ( 费 耶 定理 ) 孝 另 教 ffz) 在 闭 区 间 了 二 [一 mr| 上 过 急 且 8 一 各) = g(7)， 
则 它 的 塌 耶 多 项 式 序列 在 了 上 一 臻 站 疼 到 glx). 


> 把 函数 g(z) 以 27 为 周期 延 拓 至 全 数 轴 . 它 在 卫 上 -一致 连续 . 这 表明 , 对 于 任意 
的 。 > 0, 找 得 到 5 > 0, 只 要 人 < 6 就 对 一 切 x 成 立 
(g(r + 2) — g(a)| < 3 


此 外 , g(x) 显然 在 及 上 有 界 , 即 存在 C > 0, 使 得 对 于 一 切 x eRR, |9(z)| < 5C, 从 而 
对 于 一 切 zx,y E 及 ,gz 十 访 一 g(x)| 所 CG. 于 是 


lo — Pun) < / Ig(s + ~ g(a)|F, (yay 
E] E TT 
< msw+?2f Fr(y Cdy 
EE 2 2 
x nf Sin—y 
< 了 my+ti 3 | ay 
2 _x Th fs Sin 兰 
2 
后 


5 


2 niin? 
2 


Oe 
只 要 n> 


了 :这 表明 Pn(7) 汝 gz 4 
玖 


2girn2 一 

由 这 个 定理 直接 推出 下 述 关于 代数 多 项 式 的 瑶 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 

定理 20 设 串 数 glz) 在 闭 区 间 硬 = [0, 可 上 连续 , 那么 存在 代数 多 项 式 序列 
{Qa(z)} 在 而 上 一 致 站 敏 到 g(z). 
> ”把 g(z) 延 拓 成 全 数 轴 上 的 27 周期 的 偶 函数 . 则 它 满足 定理 19 的 条 件 , 因此 ， 
对 于 “上 一 工 , 找 得 到 号 码 m, 使 得 费 耶 多 项 式 Pnfz) 一 敏 逼 近 g(z) 达 精 度 5e. 然而 
Pn{z) 本 身 可 展开 成 在 而 = [0, 了 ] 上 一 致 收 敏 玫 g(z) 的 泰勒 级 数 . 现 取 QQn(z) 为 其 
泰勒 多 项 式 与 g(z) 在 石上 的 偏差 不 超过 5e 者 . 那么 , Qn(z) 在 fo 上 近似 9(z) 达 
精确 度 =s( 即 在 im 上 与 9(x) 的 偏差 一 致 不 超过 e) 

我 们 注意 到 多 项 式 Q(z) 的 阶 数 完全 不 必 等 于 号 码 n, 而 我 们 也 全 然 不 需要 如 
此 . 

于 是 , 对 于 一 切 = e 五, 成 立 不 等 式 

le — Qun)| < e = 


由 此 推出 当 n 一 00 时 Qntz) 2 gl7). 本 


8$11， 狱 利克 雷 积 分 与 最 简 分 式 展开 . 07 - 


811. 狱 利克 雷 积分 与 最 简 分 式 展开 
我 们 使 用 费 耶 核 的 性 质 来 计算 狄 利克 雷 积分 的 值 . 显然 有 


[ee 直 ] = 空 Co 
1= |/ G3 dz=— | sin? wd (2 ) 
牛 时 0 由 放 
sin2 % + 广 29inz cost 广 sinz 
亚 0 0 于 人 亚 
还 有 ， Te 
1=- 人 人 (=) -nh (=) 
z NN 
yf ( (=) dr+ ~ as 
Nw NN 各 2 
ee 1 和 , (2 1 ) a ff™ ar 
= (a z+ 去 上 Sin Ns 22 sin2s + # £2 


其 中 图 拟 1. 由 于 下 述 关 于 费 耶 核 的 公式 成 立 ; 


1 (和 wz) f 1 
一 一 2xFw(2 Fwlrdx 一 二 ， 
MN‘ sinz TEN(27)， 0 Nt 2 
所 以 愉 上 面 的 等 式 推 出 
要 5 2 
I= + < bl < 


N x2 gin gw TN 


函数 sin 在 [0， 3] 上 黎 曼 可 积 . 因此 


rsin 2 


令 NN 一 +o0 就 得 1 一 了 
我 们 还 要 证 明 两 个 公式 , 它 
了 第 一 个 卫 数 早先 得 信 且 把 基 数 sinaus 一 成 储 里 叶 级 数 而 得 到 这 样 的 展开 式 
这 里 我 们 使 用 某 些 三 角 和 的 积分 表示 以 及 严格 正则 函数 的 侍 里 叶 系 数 随 着 其 导 码 趋 
于 无 穷 而 趋 于 零 的 性 质 . 
下 面 两 个 公式 成 立 : 


民 


(一切 
一 2 二 一 各 


四 
2) x cot a 一 dim, 2 


Tn 
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证 明 公 式 1. 为 此 考虑 天 数 


= 3 Cs 


R 三 一 点 一 


我 们 有 


x 。 
gk (TY) 一 》， se 外- 和 了 sf erit(r—n) 于 


nn 二 一 上 ne 2 


-sf oe (en)e 


再 一 一 丫 


sin nt (# 十 3 
1 sr 

;| 3 2 

2 1 sin(nt/2) 

1 sin nt (# 十 3 
/ C03 有 EET—————— 
-1 Sin 亚 
2 


dt 


dt. 


由 于 成 立 关 系 式 


i 总 = 
一 ! 0, 当 n 关 0,7 & BD, 


所 以 
1 Sinnt (xk+ 


> ) 
/ mr a Veringt = 2. 
一 en 琵 n=— 


2 


. Li 
1 ain nt (e+ ;) 
7 g(t )= 卫 上 (1 cognts)— — dt 
2 -1 sin 守 


坟 


1 
1 Sin At | 开 十 嘉 
Tt 2 
2 工 
= sin 一 一 一 一 站 
-1 2 


i Tt 
in -一 
2 


1 
一 = sin Ts (co ' sin(—Knt) 十 cos(kert) ) 全 
一 1 


1 1 
二 不 / (sin 了 2 - cot 了) 6in Enttt 十 / sin To .coa kntdt | 
于 2 _ 1 2 


Si， 狂 利克 雷 积 分 与 最 简 分 式 展 开 


由 于 
im a ft sinkatat = 0 = im , gtt) cos Ertat 
其 中 f(t) = sin 全 cot (= 让 19(t) = Sin 人 所 以 
im AT — gk{E) = 0. 
于 是 , 对 于 > # 名 得 


5 = lim 条 CL” 
SiNAE 天 ee 全 z- nn 
或 者 换个 写法 ， 


公式 1 证 毕 . 
特 列 地 , 当 x = 5 时 得 到 数 x 的 下 述 表 示 : 


现 证 公式 2. 为 此 考虑 函数 
* in 27Tt 
fe 四 2 下 


我 们 来 求 对 于 和 (zx) 的 积分 表示 . 有 
大 
ft) 2 Sin 2nw 2NT 3 < E27 让 (了 一 nj 村 


地 一 一 左 直 二 一 皮 
Ee 


1 
fe 和 多 ， e227itn gt 
一 】 


和 于 一 此 


1 —2nitk _ po2mrit(k1 
2mttz .€ < 1 
开 ] — ezrit 
-1 


| 


1 4 
三 a2ritz , Sin rt(2k 十 了 ) 天 


Simn n+ 
ti2k 
-2 人 Lo Sin nt(2k+ 1) + 1) 
ginnt 
tl2k 二 1 1 in nt(2k 
| -or 三 cos2rir er at tan 人 cosontm E+ Do, 
0 sain nt 3 Sin ft 


innt(2k+ 1 0 inra(2Kk 十 1 
一 27 [ coa Qntr 一 4 + 全 十 27 1/ cos 27z{u + 1) A bl + dr 
0 sinnt 一 去 Sin Rt 
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此 外 ， 


# sin nt(2k + 1) 3 
-一 ~ -站 一 2F 计 1 一 
/ dt 广 yeringt = 1. 


了 1 三 一目 


如 间 推 导 公式 1 那样 , 我 们 得 到 , 中 数 f(z) 一 x(1 十 cos 2rz) 表示 域 t 的 晴 数 h(t) = 
sin2 nst .cot nt, ha(t) = sin nrt: sin nr(t + 2) eot nt, halt) = sinaxt sin nz(t — 2) cot nt, 
jh 人 = sin? zt hs(t) = sin nzt -sinnz(t + 2), helt) = sin nxt sin nz(t 一 2 的 人 情 里 叶 
系数 的 线性 组 合 . 这 些 系数 都 随 其 号 码 之 增 至 无 穷 而 趋 于 零 . 因此 


lim 2 — jim > 1 _ TI + cos 277) 
一 oo SIN 27T Reo ，， 二 一 有 sin 272 


一 Cot KI, 


公式 2 证 毕 . 
第 二 十 九 讲 


812. 人情 里 时 变换 与 傅 里 时 积分 
设 flz) 是 以 2 为 周期 的 函数 并 展开 成 了 收敛 的 傅 里 叶 级 数 , 那么 有 


ffz) = > cke' 


此 二 一 


其 中 tl 
cx = 去 上 人 Oe hd. 
用 yr 表示 7 并 设 
Tt 
= ipxt gt. 
rr) 上 flOe td 


那么 函数 f(z) 可 以 表示 成 
1 i :zl 
fl2) = 37 2 (ye)eY 了 


右 端 的 和 式 是 积分 ee 
RD = nedy 


8$13， 情 里 时 变换 与 侠 里 时 积分 - 411 . 
的 一 个 形式 的 在 (~eo, so) 上 的 , 以 了 为 步 长 的 黎 曼 积分 和 , 其 中 


™t 
gy) = 上 fe at. 
如 果 在 积分 及 (x) 中 令 1 一 oo 形式 地 过 渡 到 极限 , 那么 就 得 到 累 次 反常 积分 
F(x) 1 广 eiy ( 广 f (Wewat) dy. 


-去 广 
定义 19 函数 F(z) 称 作 函 数 f(z) 的 傅 里 时 积分 或 傅 里 叶 积分 公式 ， 
如 果 严 格 正则 函数 | ffz)| 在 全 实数 轴 上 ( 按 某 种 意义 ) 黎 曼 可 积 , 那么 积分 gi(y) 


根据 更 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 在 (一 ec, eco] 上 一 致 收 敏 , 于 是 可 以 证 明 , 能 令 1 一 +ea 
而 取 极 限 . 由 此 出 发 , 我 们 给 出 下 述 定 义 ， 


定义 20 ”函数 oo 
sw = fe 
叫 作 胃 数 Ffz) 的 情 里 叶 变 接 , 这 里 积分 g(?) 接 柯 西 主 值 理解 . 而 通 数 五 (2z] 叫 作 加 
数 gfg) 的 傅 里 叶 着 变 接 . 
作为 法 则 , 成 立 等 式 F(z) = f(z). 此 外 , 常 在 傅 里 叶 正 变换 和 遂 变 换 中 代 蔡 函 
数 的 “ 权 " 系数 1 和 去 以 -二 显然 , 傅 里 叶 积 分 并 不 因此 而 改变 . 
作为 例子 , 我 们 来 求 通 数 (1 > 0) 


广 ， 车- < 
f(z) = 二 ， 若 z 二 -和 zx = 1， 
0， 在 其 他 情形 
的 傅 里 叶 变 换 , 有 


sinty 


{1 
! iy 


9{y) = 三 fe ividt = 人 et 
对 于 傅 里 叶 道 变换 , 由 此 得 到 
1 ee sin 了 ie 
lo) = dy = fle) 


特别 地 , 对 于 zz 一 0 


1 1 ff sinly 
二 二 二 一 dy. 
f(0) 2 27 /, ty Y 


我 们 引入 最 常 遇 到 的 情 里 叶 正 变换 和 北 变 换 [31]. 
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表格 的 右边 一 列 给 出 了 概率 分 布 , 即 满足 条 件 f(z) > 0 / “f(z)dz = 1 的 函数 
f(r) 的 密度 ( 见 表 18.1). 和 


表 18.1 
丽 儿 To), 其 定 文 域 
本 -oo < 2 < oo 正三 布 
17a， 车 zz 万 [0, al; eioy 
0， 若 z 4 [0.al 均 杀 分 布 2 二 1 
17(20), 车 zx E [一 o, 可， 
Ei 
上 ° 了 
工 二 -so aa oor 1 一 MH 荐 wE [一 a, 可 ， 
1 


EE 


el*|, 一 cg 之 工 记 十 D5， 襄 进 指数 分 布 1 


1 


lt 


,0 < zz< +o0,f > 0, 柯 西 分 布 etlyl 
ez 天 aa> 0,t>0, 内 塞 尔 密度 | 一 廊 - VA 一 iy?) ~ 1):® 
< 


概率 分 布 函数 的 傅 里 叶 变换 叫 作 特征 函数 . 在 全 部 情 里 叶 变 换 当 中 , 特征 陵 数 
族 具 有 这 样 的 特点 , 对 应 于 不 同 的 概率 分 布 有 不 同 的 特征 函数 (唯一 性 定理 ), 同时 ， 
概率 分 布 的 序列 { 雇 .} 收 伍 到 概率 分 布 下 的 充分 必要 条 件 是 对 应 的 特征 函数 的 序列 
收 敏 到 连续 的 极限 函数 (连续 性 定理 ), 我 们 不 去 证 明 概 率 论 的 这 些 重 要 年 理 . 

我 们 将 叙述 并 引入 一 些 把 函数 表示 成 和 情 里 叶 积 分 的 充分 条 件 . 这 些 条 件 与 对 于 
传 里 叶 级 数 的 迪 尼 和 狄 利克 雷 -车 尔 当 条 件 相 类 似 . 对 于 它们 的 证 明 , 我 们 将 依靠 耳 
数 的 情 里 叶 变换 g(x) 的 连续 性 以 及 当 x 一 ee 时 它 之 赵 于 零 . 

用 一 = 五 ( 一 oo,+eoy 表示 在 {oo0,+o0) 上 绝对 黎 曼 可 积 的 在 任意 的 有 限 闭 区 
间 上 上 都 严格 正则 的 函数 的 全 体 . 


引 理 12 设 函 数 E 书 .那么 它 的 博 里 叶 变 换 g 是 全 数 轴 下 上 的 连续 函数 . 


pp ”根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 积分 gly) 在 展 上 一 致 收 语 , 因为 阴 数 |f{z)| 是 其 被 
积 函 数 e-iz ffz) 的 优 控 . 

先 考 虑 ffzr} 在 到 上 连续 的 情形 . 此 时 半数 ylz,9) = 2 了 (7) 在 R? 上 连续 . 
根据 关于 一 致 收 合 的 反常 积分 的 连续 性 的 定理 , 函数 此 时 是 连续 的 


包 原 书 此 处 似 有 误 ， 根据 有 关 数 学 手册 ， EE 和， Elr), 2 > 0,t > 0 的 Fourier 变换 是 
(VOT Ti -iD) 


-一 译 者 注 . 
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在 一 般 和 情形 , 对 于 严格 正则 函数 f(z) 可 以 找 出 连续 函数 h{z), 它 与 flzx) 仅 在 
函数 f(zx) 的 间断 点 zs 的 如 邻 域内 不 同 , 上 且 h(x) 在 此 邻 域内 是 线性 函数 且 满 足 


EE 


fla) — ho)ldz < 3 


[ez on 


因此 呈 
fe) -noldr < § 


必 


- Se 四 
2 人 2 =| hire Yrdr. 


根据 上 面 已 证 之 事 , gr 在 及 上 连续 . 因此 存在 5 > 0 使 对 于 任意 的 h € 了 及， 只 要 
三 机 就 成 立 


Agl 王 lp 十 癌 一 9 的 | < 5 
我 们 对 于 量 Ag = gly + 及 一 9(y) 的 绝对 值 进行 上 方 估计 . 那么 


laslslanl+3 人 UVa-Melldn<S+3e=e 


因此 , 阔 数 gfy) 在 及 上 连续 
引 理 13 ( 歼 曙 引 理 ) 设 ffz)j E Le, 可. 那么 当 y 一 oc 时 有 


到 
gy) = | f(g)eivede 0. 


p 进行 变量 代 换 x = 上 十 了 得 


bh- 五 


gy) = 一 / | 。 f(t+ 了 了)e wadt. 
因此 
gt) = 5 ( f f(r)e de — / 贡 f(z+ Dea] 
5 fu — f(r+ WD)e ar 十 5 / fw)e yr dr 


3 / ， (十 je de 


一 4 十 Ao 十 AA3. 
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由 于 f(x) 是 严格 正则 函数 , 闭 区 间 [a, 引 可 以 划分 成 函数 f(x) 的 连续 性 区 间 . 
从 而 如 果 在 每 个 这 样 的 连续 性 区 间 上 ， 引 理 的 结论 能 获得 证 明 的 话 , 则 由 于 这 些 区 
间 的 数目 的 有 限 性 , 结论 将 对 于 整个 闭 区 间 [a, 引 成 立 . 因此 可 以 认为 函数 f(x) 在 
[a, 站 上 连续 . 

根据 f(z) 的 连续 性 ,对 于 任意 的 E > 0, 存在 0 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 条 忻 
> 局 的 yy, 成 立 不 等 式 


HGD -flz + 7)| < 


b—a 


由 于 在 车 区 间 土 连续 的 函数 在 该 区 间 上 有 和 界 ， 所 以 存在 数 M > 0 使 得 对 于 一 切 
z Elo, 相 有 |f(z)| < M. 因此 |4?| +|4a| < srM/ly. 


由 此 得 到 , 当 | > max(C,2n Mfe) 时 成 立 不 等 式 oly)| < < 这 表明 当 y 一 on 
时 靖 数 g(y)} 一 0 4 


引 理 14 设 函 数 jzj E 工 ( 一 co 上 +eo). 那么 它 的 情 里 叶 变 摘 gf 当 y 一 oo 时 
趋 于 替 . 


”任意 固定 。 > 0. 根据 函数 |f(e)| 的 绝对 可 积 性 知 , 存在 数 4 > 0 使 得 
一 各 on E 
{vot fla < 
根据 黎 曼 引 理 , 存在 了 > 0, 使 当 |y>Y 时 


一 
ph 


1 
/ fixe Ydr 
一 各 


因此 当 |y| >Y 时 , lg( 拉 | < 证 得 当 y 一 oo 时 g 人 一 0. 4 


定理 21 设 塘 数 |f{z)| 在 (oo0,%0) 上 可 积 , 且 在 任意 的 有 限 的 闭 区 间 上 函数 
f(z) 都 是 严格 正则 的 . 还 设 对 于 某 6 > 0, 存在 第 二 类 反常 积分 


B: 一 f Ia pl) f(xo + WD + fro — 一 f(ro). 
on 2 


那么 函数 f(z) 的 傅 里 叶 积 分 在 点 xo 处 收 化 到 值 f(x0). 


Pp 考虑 函数 
= 元 ,ste y= 


在 右 端 的 积分 中 交换 积分 次 序 . 这 是 可 行 的 , 因为 被 积 函数 是 连续 的 名 并且 反 常 积分 


吕 原 文 未 指出 哪个 消 数 是 连续 的 . 而 且 此 定理 中 提 到 的 “严格 正则 ” 似 并 不 与 第 18 章 邓 定义 
7 陶 合 一 一 译 者 注 . 
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在 整个 参数 值 集合 上 一 致 政 分. 于 是 
[es] 凡 
Hu) = 二 = f(t 上 cd 
一 tt- 了 ) _ EX 人 一 开 ) 
= 上 二 f(t) dt 


一 外 让 一 2z) 
1 Sin Au 
jerome 也 


= :Cet + fix 一 wd, 


克 


我 们 来 证 lim f4(zo) = f(xo), 为 此 , 先 回忆 一 下 1/ ”sin A4 1， _ 工 那么 
A 0 如 2 
falzo) — flxo) = 2 PW) A do. 


Ee 
根据 积分 Bs 的 收 化 性 知 , 对 于 任意 的 > 0, 存在 h > 0 使 得 | a, < .由 
茹 曼 引 理 推出 , 存在 Y > 0, 使 得 对 于 一 切 4 > 站 成 立 不 等 式 


/ Pw Bin Audu 
记 让 


由 此 得 
Jim falzo) = f(z0). 4 


定理 22 设 f(z) E L'{o0,00), 且 设 在 点 Zo 的 某 5 邻 域内 函 教 f(z) 有 界 变 
差 . 那么 它 的 博 里 时 积分 在 此 点 收 八 到 值 Fro). 


*。 从 上 一 个 定理 的 证 明 得 到 
faleo) -Ha = 2 va 
由 于 右 端 的 积分 收 化 ,所 以 对 于 任意 的 。> 0, 存在 数 > 0, 使 得 


JS 人 4 < 回 
sh 5 


根据 定理 的 条 件 , 函数 p(x) 在 区 间 (6, 间 上 有 界 变 差 , 且 此 外 , 当 y 一 0 时 
of 由 一 0. 因此 , 这 个 函数 可 以 表示 成 两 个 正 的 不 减 的 有 界 函 数 pi(x) 和 ea(z] 的 
差 , 而 且 它 们 当 x 一 0 时 都 趋 于 零 . 

只 要 证 明 当 4 一 ee 时 , 积分 


9 f3 Sin An 
本 一 =/ Pi du 
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趋 于 有 零 就 可 以 了 ， 
首先 , 从 条 任 lim pi(u) 一 0 得 知 , 存在 数 h > 0 使 得 对 于 一 切 由 所 成 立 不 
等 式 gi(w) < ef8. 那么 


h B 
p= = 人 py 四 于 人 + 过/ 四 (wu) A a 
fn 条 上 


= Ri++ Fo. 


根据 第 二 中 和 植 定理 , 对 于 某 有 0 < 天 < 天 有 
Zp 由 三 型 到 sin Au 


加 
A tau = = Pp1(R) < a 


[IRi| = 


Ah _: 
SN 
/ du 
更 要 也 


= 二 pa 


还 有 , 对 于 固定 的 h 种 B, 根据 画 数 pfw)ju 在 [nh, BI 上 的 可 积 狂 , 根据 黎 曼 引 理 推 
出 , 当 4 一 oo 时 Ro 一 0. 因此 存在 4o 使 当 A> 4o 时 


sin Aw 


BB 
IR2| = Pl) du 


< 


于 是 得 到 ,jo oe 
31 
am ~ foo) = 2 va 
因此 Jim fa(ro) = f(r0) < 


注 设 flzy e L'. 那么 从 定理 21 特别 地 推出 , 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 的 某 6 邻 域内 还 是 
逐 段 光滑 的 , 则 迪 尼 定理 的 条 件 成 立 , 从 而 积分 Bs 存在 , 因此 , 函数 f(z) 的 博 里 叶 积 分 在 点 To 
收 合 到 f(xzo). 从 定理 22 推出 , 如 果 绝 对 可 积 的 函数 ffz) 在 点 ze 的 某 令 域内 还 是 逐 段 单调 的 ， 
则 它 的 情 里 时 积分 在 当 xo 处 收 伍 到 f(xo). 


引 理 15 设 {(1+|s*)F(r) E 卫 (一 oo+eoj 则 了 的 情 里 叶 变 换 下 次 可 稻 . 
> ”由 于 有 不 等 式 


EE 


fn liv) es < (+ Dn = 1 ,bh, 


根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 积分 广 ” pg)j(in)"e-ivvaz 在 全 实 办 上 相应 地 一 致 收 
化 到 函数 gt 中 GON,n= 二 1 ,有 


引 理 16 设 fa] ,f(z) EE L(00,00), 且 设 当 了 一 oo 时 成 立 关系 式 
Fp) 0, 了 D(z) 一 0. 那么 当 y 一 00 时 |g(y)| = olly|) 
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bp ”分 部 积分 , 对 于 尾 意 的 4 > 0 有 


及 | 1 A 
{ear fe dee) ff Die de, 
一 租 一 总 一 姐 


令 4 一 只 得 本 本 
mt Mm 
于 是 递 推 地 得 。 _ 
1 fH) (ze Td 一 co fr)e yd. 
根据 黎 曼 引 理 ， 
各 {demas 0 
所 以 lg 全 = ol *), 当 yo00. 4 


定理 23 { 普 朗 舍 列 尔 等 式 ) 设 flz), f(z), Fr), pr) E00,00), 且 当 氏 一 
co 时 flz] 一 上 0, 了 A(z) 一 0. 设 gl) 和 WW) 分别 是 f(z) 和 Ptz) 的 侍 里 叶 变 搁 , 那么 
frend = dy, 

其 中 函数 wy) 上 面 的 一 模 代 表 复 共 轻 运算 . 


、 设 4 > 0 是 任意 的 . 对 积分 进行 变换 
广 raemam= 支 i f° veo (seray) a 


= 去 上 人 ( a pWJe mvdr )9 (pay 


-去 太 Pdaa 
其 中 
FAD = fre 
上 面积 分 之 交换 次 序 是 根据 对 于 某 c > 0 有 
lg) < el + ly) ,PA WD) < TH 广 lotzjlan， 


从 而 反常 积分 三 rnesmydy 在 著 区 间 | 一 4, 他 上 绝对 一 致 收敛 . 另外 , 根据 黎 尔 斯 


特 拉 斯 判别 法 , 反常 积分 广 F(A,y)ay 在 全 实数 轴 上 关于 4 一 致 收 伍 . 因此 可 以 


在 积分 导 下 取 极 限 . 于 是 得 到 定理 中 所 断定 的 等 式 ， 4@ 
巴 康 立 此 般 中 有 一 些 错误 , 已 纠正 一 一 译 者 注 . 
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最 后 , 作为 傅 里 叶 积分 理论 的 应 用 , 我 们 证 明 一 个 重要 的 科 捷 勒 尼 科 夫 (Korene- 
EHKOB) 公式 . 

称 明 数 f(x) 为 信号 , 而 它 的 情 里 叶 变 换 为 信号 的 谱 . 发 生 了 这 样 的 问题 , 通过 
信和 叶 的 谱 来 恢复 信号 , 即 通过 函数 的 傅 里 叶 变换 来 表示 查 数 . 常常 只 知道 在 一 个 有 
溉 区 间 上 的 谱 , 即 有 限 谱 , 而 要 根据 对 应 于 这 个 详 的 信号 在 某 个 离散 的 集 上 的 值 来 巾 
复 这 个 信号 . 科 捷 勤 尼 科 去 公式 使 我 们 能 够 做 到 这 件 事 ， 

设 下 述 积 分 存在 : 


g(y) = f(y) = 志 广 fr)e Vdr, fa(r) = -于 =/ gy)e'*y dy, 
把 定义 在 [a,a] 上 并 以 2a 为 周期 延 拓 到 全 数 轴 的 函数 gly) 展开 成 健 里 叶 级 数 . 有 
gty) = > nen, 


二 一 Qo 


其 中 
cn = | olen#dy = = Vay, (-n=). 


因此 得 


falz) = 志 全 ( > ry, (na co erdy 


1] 2 2isin | (fn 一 + zj a 
四 20 之 fo (Ca) Cs <) 


= 和 六 (-nz) :smee 二 mg 


可 人 和 十 nT 
Ei [pe 
De 。 
TY simlaz — na) 
-三 号 汪 让 全 
在 AaT — NA 
二 一 O00 


如 果 函 数 g{y) 的 傅 里 叶 级 数 当 jy| < & 时 一 致 收敛 , 则 它 可 以 逐 项 积分 , 于 是 得 到 


f(z) = > ff (2) TE- sin(az — nn) | 


一 各 


此 公式 叫 作 科 捷 勒 尼 科 去 公式 . 
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第 三 十 讲 


813. 拉 普 拉 斯 方法 积 稳 态 相 方法 
拉 普 拉 斯 建立 了 研究 积分 


b 
7 加 = f fee" (ea 


当 nn 一 oo 时 的 亲近 性 状 的 方法 , 其 中 国 数 p(x) 对 于 一 切 ze [下 都 取 正 值 . 

其 方法 之 本 质 如 下 , 设 f(z) 和 plz) 都 是 光滑 孙 数 量 yt{z) 仅 有 一 个 严格 最 大 
值 在 x = ce 处 取得 . 那么 当 n 一 ce 时 , 此 积分 可 以 非常 精确 地 用 其 被 积 聘 数 在 点 
二 ce 的 荣 足 够 小 的 邻 砧 内 的 积分 来 代替 , 而 在 此 小 邻 域 中 可 使 用 哺 数 flx) 和 ylx) 
的 泰勒 展开 式 来 尾 够 精确 地 计算 出 这 个 积分 ， 

我 们 以 非 传统 的 形式 来 叙述 拉 普 拉 斯 方法 . 


定理 24 设 4, Xe 和 as 都 是 正 的 常数 , 严 [z] 是 实 函 数 , 它 在 闭 区 间 [@, 训 上 有 直 
到 三 阶 的 连续 导 函 数 , 且 对 于 一 切 x E 1a, 日 成 立 不 等 式 
0 < Xe EE) < AM |F” (x) < AXs. 
还 设 存在 点 cE ra, 下, 使 得 F'(c) = 0. 那么 成 立 公式 
fc) 


ET 
2 
Mamin(c — a,b med 


三 ef dy = VIr 
RR Ber (ON AB + er 


其 中 只 是 一 个 与 4 有 关 的 常数 中. 


ww ”从 定理 的 条 件 推 出 ,函数 F'(x) 是 严格 单调 减 的 , 从 而 只 有 一 个 零点 了 = c. 令 
5 二 (XaXs)-3( 并 认为 6< 11). 定义 到 = [@ehfe 一 六 9 = dnie—6,c+d, Es = 
[ec, 引 [ec 十 下, 以 及 
下 -| er dr, k= 1,2,3. 
Ex 


若 记 关 @, 即 ce-5>a, 则 
ertc— 问 


全 -一 由 F(x) 
< Fe a 


eT (lz) dr| < 
Fi(w)” 


In| = 


必 一 站 
上 CEF(z) 


”本 定 理 的 各 述 和 证 明 中 不 妥 之 处 在 翻译 时 必 了 修正 一 译 者 注 . 


< je 引 | 


. 420 ， 第 和 十 八 章 情 里 时 级 数 和 情 里 叶 积 分 


由 于 
IF'(e— | = 


/ Pojd| = fr")lae > na 
匡 一 站 并 一 站 
所 以 


1 1 
erled -Po_L 
同时 , 当 Es 关 儿 时， 


1 
|1s| & eft(® Fo 


使 用 函数 F(z) 在 (a', 8) 上 的 泰勒 展开 式 (在 c 点 展开 ), 其 中 w = max(a,c 一 介 ,b = 
minfb ec 十 由 ,对 于 <eto 的 有 


br b'—e 
1 = / oF(e) gr = oF (ety) gy 
站 永 * 一 它 


b’— 
Fo) 人 它 ed (Oy + (EY dy 
吴 一 所 


站 :一 此 


_eFte) 广 ea 三 oo 
bi—e 


$row (ele _ 1) dy 


2 eFCe) 
十 Ri, 
[Eo 
其 中 
b'—ec 
Ri = eft®) of pe$F" Co Ga 一 1) dy 
生 ' 一 中 
Cr | 
_ 广 oar" gy f er" (Ov ay). 
c—0!" be 
显然 


6 Co 
ge {/ edF Ov prslv la +2 / 
一 在 m 


in(c—aib—ed) 


cimay| 
过 ert (Boss+ 志 ) 一 er9 (之 + B21 对 )， 
Moa”y Mo 


其 中 Bi 是 与 4 有 关 的 常数 , Y= min(c 一 0,8 一 c, 人 6). 
把 上 面 的 结果 合 起 来 就 完成 了 定理 的 证 明 .， 4 


例 求 当 和 一 + 时 
十 oo 
T(A+1)= 上 te 
人 D 


的 渐 近 公式 . 
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引信 如 在 定理 24 中 给 出 的 被 积 表达 式 得 
Ft) = Mnt —t, F(t) = A —1,F"(t) = -3 F"0) -2 


六 


在 点 t= 入 处 函数 F(t) 取 最 大 值 . 把 TOX+ 了 的 积分 表示 成 三 个 积分 的 和 : 


条 2 on 
FA+D= 上 + + 一 五 十 五 十 瑟 . 
0 得 2 


由 第 二 中 值 定理 出 发 估计 区 间 (0, 2 和 (2X,+o0} 上 的 积分 . 得 


A 


oF (2X) 和 NA raNA》 
I 所 Per on-2h 一 加 二 
1 < [FN Ne 2(2) (2) 


在 区 间 [2,2 使 用 定理 24, 有 


4 1 2X 
16x = 一 FH 一 二 mrt) = < 
6 2 台 4 A2,F (#) £3 所 


16 


32 一 Ia， 


2 


A A 入 
/ te 一 一 WTA (2) + 五， 
和 [2 


到 


甚 中 
IRIgB (人 ARATE =B 2) A. 


于 是 得 , 当 入 一 +ec 时 


这 就 是 要 求 的 渐 近 公式 . 

我 们 看 到 , 定理 24 的 证 明基 于 局 部 化 原理 , 即 基于 获得 积分 在 特殊 点 的 邻 域 内 
的 渐 近 性 质 . 对 于 三 角 函 数 的 积分 的 局 部 化 原理 的 类 似 应 用 叫 作 稳 态 相 方 法 (xseroa 
cTAIMOEBAPHO 冀 中 astr]. 

我 们 世宗 理 的 形式 引 人 这 个 方法 . 应 该 指出 , 此 定理 的 证 明 遵循 定理 24 的 证 明 
的 线索 . 
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定理 25 中 设 4,Xo,X3 是 正 的 常数 , F(x) 是 在 闭 区 闻 [a, 是 上 具有 直到 三 阶 的 
连续 导 函 教 的 实 函 数 , 并 且 对 于 一 切 x Ee [四 成立 不 等 式 


0 < Aa 所 F(zr) AAn, [F(z) 所 AAA3. 
还 设 存在 cE (a,B, 使 得 F'{c) = 0. 那么 成 立 公 式 
pis/44F(e)) 
[Pro 
IRI< B (t+ ii eb en) 
其 中 BB 是 与 4 有 关 的 常 救 . 

我 们 看 到 , 如 果 对 于 一 切 = < [a 村 成 立 不 等 式 0 < 和 2 < 一 Enfz) < ha, 那么 从 
定理 25 推出 对 于 函数 G(z) = F(z) 的 公式 , 即 得 到 对 于 积分 / e-iP(s)dz 的 相应 
的 公式 . 

”函数 F(z) 仅 当 x 二 < 时 等 于 零 , 因为 根据 Fw(z) 在 闭 区 间 fa, 中 上 的 正 性 ， 


Fr'(z) 是 严格 单调 增 的 . 令 5 一 (XoXhs)-#( 并 认为 6<1). 令 杞 =[a,d\le-5,d,E2= 
[a, 相 N [Ie 一 6c+, Bs = [ec 外 \[c, c+ 6], 并 定义 


b 
/ eif (Tdrx = V27 
入 


n= |/ eiFls gr k= 1,2,3. 
Er 
当 互 关 多 时 , 记 c-85=a. 则 


广 所 F(z) eiF (ls) dr| < 


l= m0 


< [GT 可 i Fr) cos F lz)dz 


人 mr) sin F(z)}ar 


< a < 坑 


rm 


同样 地 ， ， 


Hal & so 
2 
根据 泰勒 公式 , 对 于 某 & € Ez(# = &( 四 )， 
下 _ Li Ca 二 二 五 (oy + $F" (EY) gy 


max(a—c, 一 航 


下 
-er 人 ei($F" (Ov (ay, 
-ty 


四 与 定理 21 一 样 , 原文 对 此 定理 的 叙述 和 证 明 似 有 不 要 之 处 在 翻译 时 已 作 修正 一 一 译 者 注 . 


§13. 拉 普 拉 斯 方法 和 稳 恋 相 方 法 : 和 23 ， 
其 中 心 一 ininfe 一 人 ,v= min(b 一 c, 们 . 于 是 
, 0 3 i 
石 — eiF te (fe {te}y dy 二 Ri ) 一 Erte .pi T+Ft{e)) 十 Rieit®), 


其 中 


让 
mf (eh 1) era 
pr 2 Tp 2 
_ / oF (ey wr ei#P" (ow dy ). 
LU 一 9 
SS 二 下 ) 宇 
f i cy dy| 十 
型 


人 LF 要 
/ pts Cc}y 出 | 
和 
1 


其 中 Bl 和 Bs 是 与 4 有 关 的 常数 . 把 上 面 的 结果 合 起 来 就 推出 了 定理 的 结论 ， 4 
例 求 贝 塞 尔 函 数 


于 是 


I 所 也》Xa 到 十 


一 生 卫 
BA + Bo 


Jk(T) = l Co8[( sin wp — Ko) 
TJ 


当 x 一 十 o0 时 的 渐 近 式 . 


考虑 积分 


二 eiFlPdp, 机 (pp) = kop — Teingy. 
TT Jo 


我 们 有 Ftwp) = 有 一 zcosp, of) = Tsingp, PM(p) = wcosp. 由 条 件 FF'(po) = 0 
来 确定 点 wo, 得 wo = arc cos2， 那么 FY{p0) = V 呈 二 陋 . 当 > 2|k| + 128 时 有 


于 2 
了 < Po 六 本 我 们 有 


丰 各 还 入 
e pp 十 十 
们 到 2 


用 第 二 由 值 定理 知 计 第 一 个 和 第 三 个 积分 , 得 


4 
f eiF(P dg| < 
0 
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其 中 B 是 一 个 正 的 常数 (z > 28)]. 对 于 区 间 [r/4,3r/4 中 的 点 中 有 TY 本 (po) = 
工 Bin 有 次 2 LFA(p)| 拟 工 . 因此 从 定理 25 求 得 


下 试 于 上 F(eo)) 
/ eiF (Pdip = VE + 五 ， 
4 VP" (po) 
一 旦 
1 5 B 
Blo) st 
V2 1 T Bn ( 1 2) 
一 “ 四 er TT 本 一 一 峭 


< Br-i(r > 2lk| 十 128), 


其 中 B, B' 为 正 的 常数 (与 > > ?| 旭 上 + 128 无 关 ). 那么 


从 而 


COB (3 + karc cosk 一 wz2 一 现 ] 
2 4 TI 
F(z) = Y TE EE 


(et) 


由 此 得 到 
3 CO8 (3 十 3 一 >) 
用 他) ~ /一 {x 一 十 ec) 

最 后 指出 ， 拉 普 拉 斯 方法 与 稳 态 相 方 法 的 联合 在 复 变 函数 论 中 导致 鞍点 法 
{MeTox nepepanxa]， 柯 西 , 黎 曼 , 涅 克拉 索 夫 , 捷 巴 伊 都 对 这 种 方法 做 过 重要 的 研 
究 . 鞍点 法 的 现代 理论 再 在 柯 普 松 , 叶 沃 格拉 佛 夫 , 伯 列 因 , 杰 佛 里 斯 , 斯 维尔 斯 等 人 
的 专著 中 找到 . 

在 彼 特 党 维和 索 洛 维 耶 夫 的 论文 中 叙述 了 问题 的 历史 { 关 于 鞍点 法 形成 的 历史 ， 
数学 中 研究 , 1994 年 35 卷 ). 


第 四 部 分 
多 重 黎 曼 积 分 、 曲 面积 


数学 分 析 课 程 的 最 后 几 章 涉及 到 的 数学 领域 , 无 论 对 于 数学 分 析 还 是 对 于 如 从 
变 函 数论 , 复 变 函数 论 , 微分 几何 , 泛 函 分 析 等 专门 的 课程 都 具有 普遍 性 , 

课程 的 这 一 部 分 基本 上 讨论 多 重 黎 曼 积分 , 同时 也 讨论 任意 维 数 的 空间 中 的 曲 
线 积分 和 曲面 积分 . 依 本 书 作者 们 来 看 , 曲面 上 的 积分 的 现代 理论 蒂 的 是 黎 曼 积分 
的 概念 , 后 者 必须 在 分 析 课 程 中 进行 系统 的 研究 . 这 里 要 证 明 经 典 的 格林 定理 , 斯 托 
克 斯 定理 以 及 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 定 理 及 其 以 向 量 分 析 公 式 的 形式 的 标准 的 
解释 . 为 了 表明 所 采用 的 建立 曲面 积分 理论 的 途径 是 可 行 的 , 对 于 多 维 空间 中 的 任 
意 维 数 的 之 片 光滑 的 定向 曲面 , 证 明了 斯 托 克 斯 公式 . 平行 地 , 建立 了 微分 形式 的 初 
等 理论 以 及 多 维 曲面 的 面积 的 理论 . 

一 系列 重要 的 定理 在 书 中 是 在 “模式 化 ”的 情境 下 进行 讨论 的 , 也 就 是 说 , 是 在 
这 样 的 个 别 情境 之 下 进行 讨论 的 , 此 种 情境 原则 上 保留 了 一 般 情形 下 的 一 切 最 困难 
的 方面 , 但 却 能 使 叙述 变 得 简捷 . 多 重 积分 的 变量 变换 公式 , 以 及 关于 曲线 积分 和 曲 
面积 分 的 某 些 公式 和 和 定理 都 是 这 样 来 讨论 的 . 


第 十 九 间 ”多 重 积分 


第 一 讲 
§1， 二 重 黎 曼 积 分 作为 沿 着 基 的 极限 


二 重 积分 是 二 元 函数 关于 两 个 变数 同时 取 的 积分 . 这 不 是 定义 , 我 们 只 是 指出 
打算 怎样 把 定 积分 的 概念 推广 到 两 个 变数 的 函数 的 情形 . 

为 了 进行 这 样 的 推广 , 我 们 回想 一 维 情形 时 积分 的 定义 , 即 当 函数 y = f(z) 是 
定义 在 闭 区 间 了 = ja, 晤 上 的 一 个 变数 x 的 函数 时 , 它 在 上 的 歼 曼 积分 的 定义 . 此 
概念 有 若干 和 后 此 等 价 的 定义 , 其 中 之 一 可 叙述 如 下 . 


Bb 
定义 1 有 界 函 数 f(x) 的 积分 / f(z)dx 指 的 是 由 曲线 y= f(z) 当 ze lo 
时 组 成 的 曲 边 梯形 的 面积 的 代数 和 .该 里 , 展 布 在 模 轴 之 上 的 曲 边 梯形 部 分 的 面积 
冠 以 “4” 号 计 入 这 个 和 , 而 展 布 在 横 轴 下 方 的 部 分 则 冠 以 “” 号 . 


如 果 把 曲 边 梯形 的 概念 推广 到 给 定 在 矩形 P = x 一 [gi, 如 ] x [42, 89] 上 的 
两 个 变数 的 函数 z = gfz, 切 的 情形 , 那么 就 可 以 得 到 函 效 g(z,s) 党 矩形 P 的 二 重 
积分 的 一 个 定义 . 这 个 积分 记 以 符号 


1 seardy = / ” 1/ “gz, Wdrdy. 
户 1 2 


先 假设 gz, 切 > 0 对 于 一 切 {(z, 妇 < P 成 立 . 代替 曲 边 梯形 而 考虑 空间 贸 


' 428 ， 第 十 九 章 多 重 积分 


形 H, 它 包含 在 曲面 xz = g(x,y) 和 平面 z=0 之 间 , 对 于 (x,y) € PP 换言之 , 图 形 
二 由 一 切 这 样 的 点 (x,y,2z) 组 成 , 其 坐标 x & 卫 ,y & 五 ,而 第 三 个 上 坐标 z 满足 条 人 忻 


0 < z & g(x,W). 
定义 2 称 图 形 百 为 由 曲面 :=8fz 贡 产生 的 曲面 柱 形 ， 


如 果 这 个 图 形 是 依 某 种 方式 ( 依 若 尔 当 意 义 , 恢 勒 中 烙 意义 , 或 者 依 其 他 什么 意 
义 ) 可 测 , 则 可 把 它 的 测度 j(H) 作为 二 重 积 分 的 值 的 初始 定义 ;: 


了 一 1 re oem = p(H). 


如 果 4 是 若 尔 当 测度 , 则 上 面 给 出 的 二 重 积分 的 定义 与 下 面 给 出 的 二 重 黎 党 积分 的 
定义 等 价 . 可 以 就 用 这 样 的 办 法 来 处 理 立 数 g(xz, 切 的 取 值 可 正 可 负 的 一 般 情形 , 就 
如 同 在 进一步 证 明 曲 面 柱 形 的 车 尔 当 可 测 准 则 时 所 作 的 那样 . 

我 们 转 来 建立 沿 矩 形 PP 的 二 重 黎 曼 积 分 的 理论 . 首先 定义 在 一 般 情形 下 的 柱 形 
图 形 的 概念 


定义 3 图 形 刀 一 到 3 叫 必 是 由 给 定 在 已 上 的 曲面 z = 9(z,y) 产生 的 曲面 柱 
形 , 如果 刀 是 由 全 体 这 样 的 点 (z,y,2) 组 成 的 , 其 (7, 让 < 已 而 坐标 * 介 于 数 0 
和 glx, 中) 之 间 , 也 就 是 说 , 当 gz 的 关 0 时 0 所 zz 所 区 2 攻 而 烛 g(0 如 < 二 0 时 
g(r,9) E20. 


楼 助 于 平行 于 Ox 轴 和 Oy 轴 的 通过 Dr 轴 上 的 分 法 了 的 分 点 al = zo < 
zl < < 一 和 和 通过 Oy 轴 上 的 分 法 车 的 分 后 gc2 一 如 研讨 二 到 二 后 
的 直线 把 皂 形 P 划分 成 小 矩形 . 

小 矩形 By CP 的 点 (z;, 习 满足 条 件 


世 A 一 (xk, Zr), 所 A 二 [yr 1; ww], 


其 中 AP 是 分 法 工 的 第 上 个 闭 区 间 , 而 At 是 分 法 了 的 第 工 个 闭 区 间 . 全 体 短 
形 Peisk = 1 ml 二 1,… ,mn, 所 成 的 集合 叫 作 答 形 P 的 分 法 TP 了 叫 作 矩形 
P 的 分 法 全 的 脚 标 为 (k,i) 的 元 素 - 

在 每 个 拭 形 Pej 中 取 一 个 举 标 为 (&4,1, 四 1) 的 点 A 矩形 成 和 太 Ak4 所 成 
的 集合 叫 作 年 形 P 的 标 码 分 法 , 标记 为 . 

显然 , 每 个 标 码 分 法 V 都 单 值 地 对 应 于 和 矩形 P 的 一 个 非 标 码 分 法 7, 它 是 从 
山 除 “ 标 码 ”点 (tx.1, 84) 所 得 的 分 法 . 于 是 工 = 开 (Y). 

我 们 看 到 , 分 法 工 的 元 案 , 矩形 PP 的 面积 等 于 AzpgAW = (XE 一 Fk-1]{ 久 一 倪 -1). 


定义 4 代数 和 
gEpn Ort) AThAY 


1 
k=1 i=1 


o(W) = 


全 .二 首 获 机 积分 作为 沿 车 基 的 极限 ' 429 : 


叫 作 罚 数 g{zx, 中 ) 对 应 于 标准 丐 形 P 前 标 码 分 法 VV 的 禁 村 积分 和 . 
我 们 把 矩形 记 , 的 对 角 线 的 长 度 Ax? + 和 好 叫 作 它 的 直径 ， 


定义 5 分 法 了 的 一 切 元 素 Po 的 直径 的 最 大 值 叫 作 分 法 [ 标 码 分 法 了 和 非 标 
码 分 法 的 直径 , 记 作 Ay 或 Ar. 


定 兴 间 数 工 叫 作 有 界 函 数 g(x,y) 洪 娠 形 PP 的 (二 重 ) 黎 要 积分 ,如果 对 于 性 
何 数 = > 0 都 看 在 数 5 = 5(e) > 0, 使 得 对 于 给 形 PP 的 性 意 的 标 码 分 法 WW， 只 要 
Ar <5 就 成 立 不 区 式 |o(W) 一 了 T| 之 e. 


这 里 -efY) 是 画 数 g(x,y) 对 应 于 标 码 分 法 Y 的 积分 和 , 因此 , 最 后 的 不 等 式 也 
可 写成 : 


Ta 机 


》 >》 9p Br) ATeAm — I| <e. 


=1 二 1 

在 这 种 情况 下 , 我 们 说 g(x,3) 是 在 矩形 已 上 将 曙 可 积 的 . 

考 弄 下 述 问 题 : 

1) 确认 积分 了 是 沿 着 某 个 基 的 极限 ; 

2) 定义 达 布 上 和 与 达 布 下 和 并 证 明 二 元 函数 可 积 的 黎 曼 准则; 

3) 建立 二 重 积分 与 一 重 积分 类 亿 的 性 质 . 

从 定义 集合 基 B 和 B' 开始 . 把 矩形 的 全 体 非 标 码 分 法 的 集合 记 作 Ap, 而 全 体 
标 码 分 法 的 集合 记 作 42. 取 集 合 {VIAv < 大 即 4 中 那些 直径 Ay 小 于 正 数 5 的 
全 体 元 素 的 集合 作为 集 B' 的 终端 的 

由 于 cf(Y) 是 在 45 上 定义 的 , 显然 ,上面 给 出 的 二 重 积 分 的 定义 等 价 于 沿 着 基 

B' 的 极限 lp o(V) 的 定义 . 要 验证 此 断言 , 只 需 形 式 地 把 沿 着 基 的 定义 写 出 来 并 将 

其 与 上 而 给 出 的 定义 进行 比较 就 可 以 了 . 下 面 用 符号 Av 一 0 来 表示 基 B'. 

类 亿 地 定义 美 于 一 切 非 标 码 分 法 4P 的 基 Ar 一 0. 

于 是 , 二 重 积分 是 沿 着 某 个 基 的 极限 . 因此 , 就 可 以 谈 及 二 重 积 分 的 唯一 性 , 可 
以 使 用 在 不 等 式 中 取 极 限 的 定理 , 等 等 ， 由 此 得 到 关于 二 重 积分 的 各 种 类 型 的 命题 
如 其 线性 性 质 , 单调 性 , 等 等 . 下 面 将 引入 这 样 的 一 些 自然 的 性 压 . 

我 们 指出 , 矩形 P 的 非 标 码 分 法 了 也 可 以 定义 成 由 Ox 轴 上 的 闭 区 间 [ou 六] 
的 非 标 码 分 法 Ti : 91 一 ao <2< <zm= 下 与 O8 轴 上 的 闭 区 间 [oz 所 ] 的 非 
标 码 分 法 :az = 如 << 负 < 区 操 二 了 构成 的 有 序 偶 (Ts,Ty). 此 分 法 工 岂 引 
mt 二 1 条 上 旺 旧 纺 20, .rm 以 及 n+1 条 水 平 线 3 = ,1 = 0,… ,n 所 得 
到, 还 要 指出 , 若 在 标 码 分 法 Y_ 中 弃 去 由 点 (各 六 外 站 < Pe 组 成 的 标 码 , 则 显然 产 
生 一 个 非 标 码 分 法 , 它 以 符号 工 = 工 (让 标记 . 


定义 7 对 应 于 同一 个 非 标 码 分 法 To 的 标 码 分 法 的 全 体 所 成 的 集合 记 作 
A (To), 即 满 足 T(V) = To 的 VY 之 全 体 , 叫 作 To 的 标 码 集 , 其 元 素 叫 作 To 的 
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标 码 . 


82. 达 布 和 及 其 性 质 


现在 转向 构建 没 答 形 的 二 重 黎 曼 积 分 的 达 布 理论 . 
对 于 矩形 P 的 某 个 未 标 码 分 法 了 用 Mt 和 mx 表示 量 


Me, 一 sup g(x, 切 )， Tp inf g(r, y). 
(DEEP (ZV)E Pe, 


把 
Ht 竹 
S(T) = MitArEAm 
k=1 i=1 


叫 作 站 数 g(x, 对 应 于 分 法 了 的 达 布 上 和 , 而 
s(T) = 人 Sm 1ATkA 


天 一 1 {=1 


叫 作 函 数 g(z,y) 对 应 于 分 法 了 的 达 布 下 和 . 把 
NTY = S(T) ~ s(T) = Yo 1ATkAY 


k=1 {=1 

叫 作 函数 g{x,y) 对 应 于 分 法 了 的 w- 和 (欧米 匣 和 ), 其 中 wk = MHR 一 me 

定义 8 把 教 王 = vi S(T) 叫 作 辑 数 ge, 溢 短 形 P 的 达 布 上 积分 ， 而 
五 一 up sf(7] 叫 作 田 数 gfz, 纪 港 起 形 已 的 达 布下 积分 . 

往 下 用 得 着 达 布 和 的 下 述 性 质 . 

引 理 1 对 于 任意 的 标 码 分 法 了 E4 有 

s(T(W) & olV) 和 S(T(V)). 
引 理 2 固定 某 分 法 HE 4P, 下 壕 关 系 式 成 立 : 


= inf VS 一 sup CD) 
st 了 Dj ve 六 2 Ven) Wm 


引 理 3 对 于 性 意 的 非 标 码 分 法 了 和 了 TD 
s(T1) < S(T2). 


引 理 4 对 于 矩形 已 上 的 有 界 函 数 , 达 布 上 积分 I* 和 下 积分 了 都 存在 , 且 对 
于 尾 意 的 分 法 TE Ap 成 立 不 等 式 


s(T) <h < < HT). 


83，、 齿 形 上 的 函数 可 积 的 歼 时 准则 、431 . 


引 理 名 标 码 分 法 站 属于 终端 也 EB' 当 且 仅 当 TT(V) E bs. 
这 些 引 理 的 证 明 都 与 一 维 情况 下 相应 的 命题 类 似 , 没有 什么 困难 . 只 说 一 说 引 理 
3, 因为 那里 涉及 两 个 不 同 的 分 法 . 这 时 , 与 一 维 情形 一 样 我 们 引入 分 法 加 细 的 概念 . 


定义 9 非 标 码 分 法 五 叫 作 分 法 了 的 加 细 ,， 如 果 分 法 TT 是 从 分 法 了 下 在 Or 
辐 和 DO 轴 上 添加 有 限 个 新 的 分 点 而 得 到 的 . 也 说 本 跟随 着 五 , 记 作 再 了 而 或 
J1 C3, 

特别 地 , 任何 非 标 码 分 法 都 是 自己 的 加 组 .还 有 , 很 明显 , 当 分 法 了 加 细 时 , 达 
布下 和 s( 了 T) 不 减 小 而 达 布 上 和 S(T) 不 增加 . 因此 , 为 证 引 理 3, 只 需 把 分 法 于 和 
TT 合 起 来 作成 它们 共同 的 加 细 工 . 那么 得 


3(T1) & slT3) & S(T3) & ST). 


由 此 得 sf 了 < S75)， 就 证 明了 引 理 3 的 断言 . 

还 要 指出 , 引 理 4 的 结论 本 质 上 从 引 理 3 推出 . 实际 二 , 如 果 作 成 由 一 切 值 s(T) 
组 成 的 集合 af 和 由 一 切 值 S(T) 组 成 的 集合 Ms, 那么 引 理 3 的 结论 表明 任何 一 个 
元 素 a & 23M2 都 是 集合 Mi 的 上 界 , 从 而 集合 Mi 的 最 小 上 界 , 即 六 , 不 超过 此 元 素 
a. 因此 ,I 是 集合 M2 的 下 界 . 但 1* 依 其 定义 为 Ma 的 下 确 界 , 所 以 < 7*. 结果 
对 于 任意 的 分 法 了 < Ap， 

sT} < < < ST). 
引 理 4 被 证 实 . 
引 理 6 对 于 任意 的 分 法 荆 有 (TT) 之 1 一 了. 


实际 上 , 从 引 理 4 得 到 


AT) ST) -st ZT -1,. 
第 二 讲 
83， 和 矩形 上 的 函数 可 各 的 黎 曼 准则 
定理 1 (矩形 上 的 画 数 可 积 的 黎 遇 准则) 为 使 有 界 函 数 歇 2, 蔬 在 已 = [a1,]x 


[aa, pe] 上 可 积 ， 必要 且 亮 分 的 是 下 述 等 价 的 条 件 中 的 一 个 成 立 : 
1} im 2(7) = 人 0; 
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人 天 一 天; 
3) inf Q(T) 一 


”> ”人 先 证 明 函 数 可 积 与 条 件 1) 等 价 . 
必要 性 设 Am 007) = 二 了. 这 表明 , 对 于 任意 的 si > 0, 找 得 到 证 = (8) > 0 
使 得 对 于 任意 标 码 分 法 术 只 要 Ay < 而 ,就 有 |o(W) 一 了 < 6&1, 且 


Te<oV < T+el. (*) 
考虑 任意 的 非 标 码 分 法 了 使 Ar < 6 者 . 对 此 分 法 有 


T f ,SW = . 
s{T) 一 ve 地 en) otV), SV) yep (V) 


那么 从 不 等 式 (*) 推出 
了 一 EL 所 SI) Ttel—a < S(T) T+e. 
因此 , 值 s(T) 和 3 人 7 ) 位 于 同一 个 长 度 为 251 的 闭 区 间 [一 si, 工 + si] 中 , 于 是 
AT) = ST) ~ s(T) 所 251， 

如 果 取 sl 一 <,6(e) = De 那么 就 得 到 , 对 于 任意 的 分 法 T, 只 要 Ar <5 就 
有 R(T) <e. 这 就 证 明了 dim, R(T) =0. 必要 性 证 毕 . 

充分 性 要 证 从 条 件 lim n Q(T)=0 推出 极限 Am no 人 中) 存在 . 

先 验证 = 从 引 理 ， 6 5 知 ， 对 于 任意 的 分 法 站 e Ap 有 

0 oT NTY. 


从 而 当 Ar 一 0 时 产 - 天 一 0 但 天 一 乓 是 常数 , 所 以 必 是 有 零 , 即 天 = 天 一 工 剩 
下 的 是 证 明 当 Av 一 0 时 cfY) 一 工 任意 取 一 个 正 数 ei. 由 dim 27) 三 0 知 , 存 
在 数 页 = 页 fi) > 小 使 得 只 要 分 法 了 满足 Ar < 让， 就 成 立 不 等 式 Pt] < e1. 于 
是 对 这 样 的 分 法 了 的 任何 标 码 分 法 Y 成 立 


s(T(V)) & olV) & S(T(VN, s(T(W) s&s =I=T gST(Y), 
STW) — s(T(V)) = NT) < si， 
所 以 , ctW 和 了 这 两 个 数 都 属于 闭 区 间 [s( 了 (W)), SCT(W))], 而 此 区 间 之 长 度 小 于 &1. 
因此 , lcf 站 一 如 和 后 :所 以 Aimuc(Y) 二 了 . 充分 性 证 毕 . 
于 是 定理 的 条 件 1 与 函数 的 黎 曼 可 积 等 价 . 
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现 证 明 条 件 1,2,3 彼此 等 价 . 为 此 我 们 来 验证 下 面 的 命题 链 : 


1 > 痉 21 8 一 1 工 - 
) 污 ) 窜 ) 号 } 


a) 我 们 要 证 , 若 im Q(T) =0 则 了 一 天 ,而 此 事 在 证 明 条 件 1 的 充分 性 时 已 
经 证 实 . 
b) 先 证 
ipf Q(T) 一 天 一 天， 


从 引 理 6 推出 , 数 I* 一 是 {Q(T)} 的 下 界 . 我 们 来 证 它 是 下 确 界 . 为 此 , 任 到 = > 0. 
根据 达 布 和 的 定义 , 存在 分 法 和 TD 使 


Sa < 天 十 5) st] > I ~ 3 


取 分 法 13 = UTs. 得 


S(T3) < S(T) < P+3, 


sf78} > s(T2) > 到 一 2 


由 此 得 Q(T3) < 了 一 十 5. 从 而 一 五 一 六 (7) 于 是 从 条 件 2 得 
i A(T) =0. 


证 得 条 件 2) 蕴 合 条 忻 3). 

c] 要 证 若 inf QT) 二 0, 则 Aim, O07) = 人 0. 

对 于 任意 的 s > 0, 存在 分 法 卫 使 得 Q(T1) < 2 分 法 五 对 应 于 关于 轴 Oz 和 
Oy 的 分 法 的 有 序 侦 (T(x ), T1(WN). 用 gy 代表 分 法 T1(7), Ty ) 的 分 点 总 数 包 ， 

由 于 glz,W) 在 P 上 有 界 , 所 以 存在 M > 0， 使 得 对 于 一 切 (zt 四 EP 有 
Ig(z, 玫 | < 对 . 用 二 表示 和 扼 形 PP 的 大 边 的 长 度 , 令 = -一 友 rp 

任 取 满足 条 件 Ar <5 的 分 法 T= (T(x),T()). 那么 对 于 分 法 二 人 UT, 因 
为 它 是 区 的 加 细 , 所 以 有 


Q(T) < AD) < 3 
我 们 来 对 QT?) 做 上 方 估计 . 我 们 有 
HAT) = WNT) + a(T, D1). 


全 如 时 用 9 代表 五 分 成 的 矩形 总 数 , 则 下 面 的 论述 可 简化 许多 一 一 译 者 注 . 
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这 里 aftT, TI) 之 0, 因为 瑟 D 工 昔 售 RD) < (TY. 此 外 


oT T= DY (wktArkAg wh AThAY ~ wh Ar AY) 
(k,l) 
< YY wpdAThAMN, 
(RD 


其 中 记号 >， > ， 表示 仅 对 于 分 法 了 的 矩形 Pi 经 分 法 隐 被 分 成 了 带 “” 的 标号 


{hd) 
的 小 矩形 的 那些 指标 (£, 了) 进行 求 和 . 换言之 , 求 和 的 指标 (Ek,?) 满足 这 样 的 条 件 : 在 
Ai 好 ) 或 Ai 内 至 少 有 分 法 厂 (z) 或 分 法 五 (y) 的 一 个 分 点 . 
只 要 和 佑 计量 a(T, 五). 我 们 认为 记号 》 》, 表示 求 和 是 关于 具有 如 下 性 质 的 


(k) 1 
全 站 进行 的 : 在 AM3 的 内 部 含有 分 法 五 (x) 的 至 少 一 个 点 , 而 ! 取 遍 一 切 以 分 法 工 


确定 的 值 . 类 似 地 定义 记号 》` y、`. 进行 估计 时 用 到 下 述 不 等 式 : 
Ek 《1 


wh 2M ATEk < ,A < 6, 9 ,Ark 芝 d, > Au 之 车 
和 
于 是 
olT, TT) & > ， >》 ， 1 六 TR 六 所 >», >», [入 ThAYI 十 >», > Wk TE A 


(KE) I (ky 1 * (1) 


< 2 (5 bz ou] 12 5 co 


Ce) i 个 \k 


< 9M6d (5 1 1 < 2Médg < 7 
人 四 
结果 
PE = Qt + olT, TD) < 5 十 > =&. 
结论 o 证 毕 . 
定理 1 完全 获 证 ， 4 


4， 和 矩形 上 的 函数 可 积 的 特殊 准则 
设 了 D, 是 矩形 P 的 对 应 于 闭 区 间 [a1,b] 的 n 等 分 以 及 闭 区 间 [a2,bb] 的 ”等 


分 的 分 法 , 那么 分 法 T 出 n2 个 第 此 相等 的 m2 个 矩形 组 成. 对 应 于 分 法 Th 的 达 布 
上 、 下 和 分 别 记 作 S。 和 snw 和 记 作 Do. 
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定理 2 算 形 中 上 的 有 界 函 裁 可 积 的 准则 是 
im Qn = 0. 
> ”条件 的 必要 性 从 上 节 的 定理 1 得 到 , 因为 dm OT) =0 蕴含 着 lim Qu = 0. 
充分 性 . 对 于 尾 意 的 分 法 TT 
sr I ST), 
所 以 
5n 半 人 


由 此 得 到 


人 一 一 


然而 lim mn = 0， 所 以 产 = 天 = 工 根据 绊 定理 1 的 条 件 2), 由 此 得 郑 所 考虑 的 
消 数 黎明 可 积 ， 4 
下 述 定理 是 上 节 定 理 1 的 补充 和 风化. 


定理 3 有 和 界 函数 在 答 形 上 可 积 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 下 述 等 价 条 件 之 一 咸 主 : 
4) im Uh 一 0; 
5) inf fn = 0. | 
wp” 根据 定理 1 和 定理 2, 成 立 如 下 草 含 关系 链 : 
5 二 3) 字 1 二) 二 


本 节 的 结论 对 于 计算 是 有 意义 的 .从 本 节 的 结论 知 .， 只 要 考虑 一 个 分 法 序列 
{ 就 够 六. . 

根据 定理 3, 对 于 相应 于 未 标 码 分 法 心 的 任意 的 标 码 分 法 全, 有 lim, o(Vn) 一 
7 且 用 elVa 代替 了 工 的 误差 不 超过 fn 即 lo (Va) 一 <n. 

其 实 , 成 立 惕 一 般 的 结论 : 对 于 任意 的 标 码 分 法 V 以 及 了 一 IT 有 


Io(V) — Ts SUATIV). 
实际 上 , 成 立 不 等 式 
s(T(V) < olV) & SCTOVN, STTV & T & S(TIVY. 


这 表明 在 闭 区 间 [s(T(V)), S(T(V))] 含有 两 个 数 ofV) 和 五 而 区 间 之 长 度 为 S(T(W)) 
一 STTV 一 QTV PF 以 


ef — Hg fT), 
这 就 是 上 面 所 断言 的 不 等 式 . 
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第 三 讲 


35， 曲 面 柱 形 的 车 尔 当 可 测 性 


回想 一 下 与 三 维 图 形 的 若 尔 当 可 测 性 概念 相关 的 定义 . 


定义 10 转 形 已 巴 作 是 最 简单 的 , 如 果 它 是 有 限 个 标准 平行 六 面体 的 并 . 各 边 
分 别 与 各 坐标 平面 平行 的 平行 六 面体 叫 作 标准 平行 六 面体 ， 
册 = Is 代表 空间 R3 中 全 体 最 芒 单 图 形 所 成 的 集合 ， 


显然 , 草 单 图 形 的 若 尔 当 测度 (或 体积 ) 乃 是 此 图 形 分 解 成 的 那些 开 的 互 不 相交 
的 标准 平行 六 面体 的 体积 之 和 |. 


定义 11 一 切 包 含有 界 图 形 FF 的 简单 图 形 的 体积 的 下 确 界 叫 必 下 的 著 尔 当 上 
测度 , 记 必 p*(F), 即 


+ “(F) = Pei FECP A(P). 


类 亿 地 , 称 


Ha(F)= sup kLP) 
PeIl,F oP 


叫 必 图 形 下 的 若 余 当下 测度 


如 果 内 (下 = px*{FF), 则 图 形 FF 时 作 是 若 尔 当 可 测 的 , 且 其 若 尔 当 测度 (体积 ) 
等 于 p(F)= plF) = p*(F). 

我 们 指出 , 平面 的 任意 有 界 的 部 分 的 体积 总 是 零 . 

间 忆 一 下 图 形 车 尔 当 可 测 准 则 . 用 38F 代表 图 形 F 的 边界 , 即 Rs 中 那些 既 
不 是 FF 的 内 点 又 不 是 FF 的 外 点 的 点 的 集合 . 


定理 4 有 界 图 形 FF 著 尔 站 可 测 的 充分 必要 条 件 是 它 的 边界 的 车 尔 当 测度 
aa(B 人 (FF 人 等 于 替 ， 


我 们 不 叙述 此 准则 之 证 明 ， 因 为 它 与 二 维 情形 时 的 准则 的 证 明 没 什么 不 同 . 我 
们 仅 指 出 量 由 的 四 个 性 质 . 

1? 若 下 和 如 罩 可 测 , 则 FUG 与 FN 如 也 可 测 . 

2° 基石 与 G 不 相交 , 则 FUG 二 (FY 十 pf) (加 性 } 

3° 车 下 CG, 则 jl) < (单调 性 }. 

4° 图 形 下 的 平移 和 族 转 不 改变 此 图 形 的 测度 值 (不 变性 }. 
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定理 5 矩形 PP 上 的 有 界 函 数 g(x, 贡 可 积 的 充分 必要 条 件 是 由 曲面 z = 二 g(x,y) 
产生 的 若 面 柱 形 焉 是 落 尔 当 可 测 的 . 


bp 必要 性 设 国 数 g{z,y) 在 P 上 可 积 . 要 证 图 形 所 可 测 . 此 图 形 的 边界 由 六 个 曲 
面 组 成 : 
dF = HU HU Hsu Ht Hs Uy He, 


其 中 包 ,…- ,Hs 是 图 形 F 的 边界 中 与 坐标 平面 平行 的 平面 的 一 部 分 , 而 Hs 是 曲面 
{(x, 9, 2) € RY : (2,9) € Ps = g(%, WN)}. 


我 们 看 到 He5i = = 4(9885) = 0, 因为 平面 的 任何 有 限 部 分 的 体积 邦 是 零 . 
从 函数 g(x,y) 歼 曼 可 积 的 准则 知 ， ipf NT) = 0. 因此 对 于 任意 的 s > 0, 存在 
分 法 T, 使 得 不 等 式 Q(T}) < s 成 立 . 对 于 这 个 分 法 工 我 们 考虑 简单 图 形 DD, 它 是 
相应 于 矩形 P 的 分 法 了 的 闭 的 平行 六 面体 Di 的 并 集 ,Dk 1 = {x,9,2) : (zy) € 


Pei mgs < 2 Mri} 我 们 记得 ,mi 一，inf g(x, MEt= sup g(z,) }. 
{rE Pe {my} EP 


那么 , 图 形 万 显然 包含 He. 还 有 jp(D) = Q(T)Y < 5, 于 是 得 到 H*{He) < e. 根 
据 se > 0 的 任意 性 , 这 就 表明 jlHe) = 0. 由 此 推出 jy(3(F)) = 0. 于 是 根据 可 测 准 则 ， 
图 形 F 若 尔 当 可 油 . 必要 性 证 完 . 

充分 性 ” 设 图 形 下 可 测 . 由 可 测 准 则 得 (8F) = 0. 这 表明 , 对 于 任意 的 = > 0， 
存在 图 形 D & I 使 得 Ho Cc D 且 ju{D) < s. 图 形 六 是 某 些 闭 的 标准 平行 六 面体 DD 
的 并 集 ,r 二 1,:…,t. 

可 以 认为 , 图 形 DD 在 平面 z = 0 上 的 投影 与 P 重合 . 如 果 不 是 这 样 , 则 可 代替 
DD 而 取 它 与 无 穷 柱 栖 {x,y,2)|(x; 中 Pl} 的 交 ， 

全 居 长 方 体 Dr = 1,… 记 在 平面 > = 0 上 的 投影 给 出 了 撼 形 P 中 的 一 组 矩 
形 {@rr = 1,… ,村 . 这 里 Qr 是 D; 在 平面 z = 0 上 的 投影 . 

把 每 个 矩形 Q; 的 边 延 长 到 与 矩形 P 的 边 相 交 为 止 , 这 样 就 得 到 矩形 PP 的 一 个 
分 法 , 分 成 的 小 矩形 记 作 下: 

对 于 每 点 (x, 雏 &E Ph 有 

(x,Y, rak 1] 所 D, (zx, yy, Mar) 它 D, 
其 中 ms 二 inf。 gz = sup gfz, 切 .此 断言 之 成 立 是 因为 He cD. 
(THE PR, (x EPE 


用 Di 代表 下 述 条 件 决定 的 长 方 体 ， 
(wy) E Pe mal SZ Mk 


设 Do 是 全 体 这 样 的 长 方 体 的 并 集 ， 那 么 ,Po CcC DD 且 jp(Do) < p(D) < e. 由 此 得 
ADoy 二 Q(T) < s. 结果 if Q(T) =0. 从 而 glx, 四 在 PP 上 可 积 .，% 
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8$6. 沿 有 界 的 若 尔 当 可 测 区 域 的 二 重 黎 曼 积 分 的 概念 


为 了 进一步 的 研究 我 们 还 党 要 引入 沿 着 一 个 集合 基 的 极限 的 概念 

考虑 定义 在 有 界 的 约定 可 测 的 区 域 DD 上 的 函数 gfz, 切 ， 

定义 12 称 满 足 于 述 条 件 的 若 尔 当 可 测 集 D1,-… ,Di 的 有 限 组 了 为 区 域 万 的 
一 个 分 法 : 

1) DIU UD = DD; 

2 对 于 一 切 mn 所 二 当 mR 时 plDn NN Dn) = 0. 

一 切 分 法 的 集合 用 记号 Ap 代表 . 

定 兴 13 称 sup_ plo, 让 为 集合 口 的 直径 , 记 作 d{DD), 其 中 pla, 代表 点 a 和 

本 

5 之 间 的 距离 . 

称 Ar= max d(Dn) 为 区 域 D 的 分 法 T= {Daln = 1,-… ,如 的 直径 . 

设 sE D,, 1 < 5 迄 称 {qa1,… ,4} 为 分 法 了 的 一 个 标 码 . 分 法 T 连 同一 个 标 
三 合 起 来 叫 作 标 珊 分 法 ， 

全 体 标 玛 分 法 所 成 的 集合 记 作 40. 


定 凡 14 设 标 码 分 法 8 由 非 标 码 分 法 T = {Dnin = 1… , 拉 及 标 码 {an = 
(zn Yn) E Daln = 1,.…. , 丰 组 成 . 称 
ra) = > g(an)p( Dn) 
n=1 
为 标 码 分 法 8 的 积分 和 ， 


定义 15 设 有 数 了 满足 条 件 : 对 于 任意 的 6 > 0 存在 数 5= 5(e) > 0 使 得 只 要 
标 码 分 法 月 的 直径 { 即 8 对 应 的 非 标 码 分 法 的 直径 )Ap < 本 就 有 |oalp]) 一 于 <e. 
则 称 了 为 次 瑶 q(x, 四 港 区 域 万 的 二 重 桂 要 积分 . 


沿 区 域 DD 的 二 重 积 分 可 以 看 作 是 洛 着 基 的 极限 . 用 记号 Aa 一 0 来 代表 这 个 
基 ; 它 由 终端 由 C A5 组 成 ,站 由 条 件 


= {Ee ADAs < 6 


确定 . 显然 , 函数 o{5) = DV- g(an)p( Dn) 定义 在 集合 4i 上 , 而 它 洛 着 基 Ap 一 0 的 
极限 就 是 沿 着 区 域 D 的 二 重 积分 . 
设 mw = Ji g(a), ad = Sup go), on = Mi 一 ma. 那么 我 们 就 用 下 面 的 两 个 
式 子 : ， ， 
ST) = 2, Mnp(Dn), sfr) = 2, mnp( Dn) 


= 二] 


86.， 设 有 界 的 车 尔 当 可 测 区 域 的 二 重 黎 虹 积分 的 概 人 起 ' 439 ， 


t 
来 分 别 定义 达 布 上 各 与 达 布 下 各 , 并 用 表达 式 Q(7) = 》 wnp(Dn) 来 定义 w- 和 . 


我 们 还 要 给 出 有 界 函 数 g(z,y) 洛 有 界 的 约定 可 测 区 域 D 的 多 重 积分 的 一 个 
定义 
设 对 于 某 揪 形 PP 有 DCP. 补充 定义 函数 g(r,y) 到 整个 矩形 上 上 , 邻 


| g(z,), 阁 (z,9) € D, 
ml) 攻 车 (xz,y) EP'\D. 


定义 16 著 函 数 (ez 有 在 给 形 PP 上 丈量 可 积 , 则 golx,y) 在 P 上 的 二 重 积 分 
了 叫 作 函数 glz, 和 1 在 集合 万 上 的 二 重 歼 量 积 分 , 即 定义 


fl g(r, yAdrdy = J = f golT, ydrdy. 
DD P 


乍 看 起 来 , 可 能 觉得 积分 了 的 概念 与 积分 J 的 概念 相 比 较 , 扩大 了 可 积 函 数 类 . 
但 实际 上 并 不 如 此 . 


定理 6 二 重 积分 了 存在 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 积分 存在 , 且 此 时 了 一 了 


ww ”我 们 指出 , 可 以 把 达 布 理论 和 可 积 蕉 则 搬 到 定义 15 规定 的 二 重 积分 的 情形 . 

1. 设 沿 矩 形 P 的 积分 J 存在， 那么 根据 可 积 准则 (ipf Q(T) = 0)， 对 于 任 
何 。 > 0 都 找 得 到 已 的 分 法 工 使 得 Q(T) < cs, 此 处 下 由 矩形 Bi 组 成 取 
Dxri= DNPL. 那么 得 到 集合 也 的 分 法 7, 图 数 g(z,y) 在 集合 De: 上 的 振幅 不 超 
过 它 在 Por 上 的 振幅 . 因此 Ptr) < Q(T) < <. 所以, 根据 可 积 准 则 ， 积分 存在. 

类 似 地 可 以 得 到 不 等 式 5{7) 忒 80) 所 以 产科 5 下 委 并 一天 系 天 一 于 
从 对 于 和 达 布 下 和 的 类 似 的 不 等 式 推出 sftr] > s(T),7 了 = 之 友 二 二 从 这 些 不 等 式 推 
出 了 = 了 必要 性 证 毕 . 

2. 设 存 在 沿 有 界 可 测 集 DD 的 积分 I 要 证 的 是 存在 函数 g(z,2) 镶 息 形 P 的 积 
分 Po D. 由 可 积 准则 推出 , 存在 分 法 7 = {Di,:… ,De} 使 得 Qf7) < es. 对 于 每 个 
r {1,.…,t), 集合 D; 可 测 , 因此 p38D.) = 0( 这 里 i 是 平面 上 的 着 尔 当 测 度 一 一 
评 老 注 ) 氏 此 存在 由 和 手 形 Pi 组 成 的 最 简单 的 图 形 书 使 得 下 > U, 8D 并且 


全 部 这 些 及; 的 面积 之 各 小 于 e， 

把 F 的 边界 的 直线 段 延长 到 与 矩形 P 的 边 相 交 为 止 . 这 样 就 得 到 P 的 一 个 分 
法 工 把 w- 和 Q(T) 分 成 两 部 分 , 一 部 分 由 组 成 的 那些 矩形 的 被 加 项 作成 , 记 为 
Ln, 另 一 部 分 则 为 Ll. 那么 


tol 委 HN{T) < 
wa SE 2MAF) < 2ME. 
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因此 
NT) = wt wa < {2M + 1)e. 


由 此 , 根据 函数 沿 矩 形 可 积 的 准则 , 积分 了 存在 . 
类 伺 地 对 于 达 布 上 和 进行 讨论 , 得 不 等 式 


S(T) — 2Me & S(7). 


因此 了 < 了 +2Ms. 根据 正 数 s 之 选取 的 任意 性 , 由 此 得 到 了 乏 工 由 对 于 达 布 下 和 
的 估计 得 到 反 向 的 不 等 式 了 兰 工 于 是 了 = 工 4 

从 黎明 积分 定义 的 等 价 性 看 到 , 在 建立 理论 时 可 以 仅 限 于 考虑 正方 形 K 2 D 以 
及 将 Km? 等 分 的 分 法 的 情形 . 此 时 , 可 积 函数 类 与 其 他 各 种 定义 方式 所 得 完全 一 样 . 
但 是 这 样 构建 理论 时 也 有 一 个 不 方便 的 地 方 , 那 就 是 两 正方 形 的 交 不 必 还 是 正方 形 . 
所 以 我 们 还 是 限于 考虑 征 形 的 情形 . 


第 四 讲 


87. 二 重 积 分 的 基本 性 质 


我 们 来 考察 二 重 积分 的 性 质 ， 而 在 与 单 重 积分 的 性 质 出 现 本 质 的 不 同时 予以 证 
明 . 


设 DP, Di D2,.… 是 若 尔 当 可 测 集 , 并 且 函 数 g{z,9),g91(7, 胃 ;92(T, 贡 在 所 考虑 
的 集合 上 黎 昌 可 称 . 那么 下 述 人 性 质 成 立 . 

1° 成 立 等 式 ( 线 性 性 质 ) 

a) J (91(723 9) + g2(T, Ardy = HN (ry) drdy + g2(2, WALdy; 

b) ff eglx, ydrdy = c {Tf g(x, drdy veeR. 

2° 设 函 数 人 和 9 都 在 刀 上 可 积 , 则 gigz 也 在 五 上 可 积 . 

3° 设 在 上 成 立 不 等 式 gl(2, 切 所 92(Y; 切 . 此 时 : 

a) H 1 (2 Ydrdy < J 92(X, Wdrdy( 单 调 性 ). 

b)] 设 |g(z, 纹 | 也 在 五 上 可 积 . 则 


g(x, ydrdy 
DD 


< fl | lardy. 


和 6 二 重 积 分 的 基本 性 质 “441 ， 
cj] 设 f(x, 0,m 一 ipf gz 9), M = sup 9g(7, 9). 那么 疮 在 数 cm 三 ce 所 人 H, 使 
ff ft)aray =o ff f(s,W)drdy (中 值 定理 ) 
D Dp 


4° J drady = (DD). 
这 个 结论 从 若 尔 当 测度 的 定义 与 二 重 积分 的 定义 的 等 价 性 推出 ， 
5° 若 jp(D) =0, 则 订 g(z,2jdzray = 0 对 于 任意 的 在 D 上 有 园 的 通 数 g(x, 四 都 
D 
成 立 ， 
by 由 于 陋 数 g(x,1 在 集合 D 上 有 界 ， 所 有 存在 数 J > 0, 使 得 对 于 一 切 
{x,y) 三 卫 , 成 立 不 等 式 g(xz,)| 所 了. 从 狂 质 3°,1? 和 42 得 到 


ff se wavay < ff sonlaray < mf asiy = MD)=0. <« 
D D DD 


6° 设 区 域 Dl 和 Ds 无 公共 内 点 . 那么 


{ g(r, drdy + W g(x, ydrdy = f g(x, yAdrdy 


Dl EE 


(积分 作为 积分 区 域 的 泛 函 的 可 加 性 ). 
*， 设 ”标准 矩形 P 包含 Di 和 Ds, 那么 根据 定义 


free 一 fut Vow re wa = ] yal, ydrdy, 


(x ) 一 gt 功 ， 车 (z， y) 扰 D1 
1 0 者 (z,W) EP'\D, 


其 中 


gl, y), 若 (z， y) 所 Ds, 


9 9) = | 0， 车 (z,W) EP\ Dy. 


由 此 , 根据 积分 的 线性 狂 质 得 


fl g(x, drdy + 不 gr Wadrdy 
五:1 Du 
一 1 (mV)drdy + 1 g2(T, Vdrdy 


-1 (gi (0) + ga(z, WD) ) drdy = fl gz ydrdy. 4 
D1 LjD: 
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88. 一 重 积分 转化 为 暴 次 积分 


我 们 建立 一 个 关于 二 重 积分 与 累 次 积分 相等 的 定理 


定理 了 7 证 函数 Vfz, 妇 在 矩形 PP 一 五 x 42 上 可 积 , = [gai], 了 2 = [av,b2l. 还 
设 对 于 每 个 值 FE 五 ,函数 FJ] = fz(y) 一 g(x,2) 作为 一 个 变 元 y 的 函数 在 闭 区 间 
I 上 关于 9 可 积 , 且 h(z) = J f(y)dy. 那么 成 立 公式 


A= / g(x, dzdy = / htzjdr 
PP 
= | ( / gt, Way ) dz, 


即 二 重 积 分 等 于 累 次 积分 . 


PP ”对 于 矩形 P 的 任意 的 分 法 了 = Tp = {Prk = 1… ,m4 = 1,… ,nn}, 成 
立 不 等 式 mx & g(z,9) 所 Mel 其 中 (zy) E Ben 且 mxx 和 Mii 依 通 常 的 方式 定 
k=1,.- ,m= 1 ,Nn. 

对 于 国定 的 工 二 Ex 过 [rni, Zk] 可 以 关于 EH 从 Mh—1 到 hh 遍 积分 此 不 等 式 得 


rl 
?mai 六 胡 所 上 SEE YY SE Ri 时 
Yi-1 


对 此 不 等 式 关 于 1 求 和 得 
me bn 
DomsAm < f gléev)dy 一 < YMisAg. 
i=1 02 I=1 


遍 乘 此 式 以 Azxs 然后 对 飞 求 和 , 得 


3(T) 一 DY mp AreAY 全 Sp(é) JAzrr 三 CU 


k=1 {=1 k=1 
人 入 
< D2, MkIAZKAg = S(T), 
k=1 一] 


其 中 Te) = {x0 = a1 < 之 区 m= 二 D1; … ,ml 是 闭 区 间 工 的 标 码 分 法 . 
此 外 ,sf < 4 所 S(T). 

分 法 卫 = (Tc 是 灌 Ox 轴 的 分 法 T{z) 和 沿 Ow 轴 的 分 法 T(ty) 的 有 
序 情 . 

由 于 函数 g(z,2) 在 P 上 可 积 , 所 以 对 于 任意 的 s > 0, 存在 5= 6fe] > 0, 使 得 
只 要 分 法 了 满足 Ar < 就 有 S(T) 一 s(T) <s. 


89， 可 测 集 上 的 连续 函数 的 可 积 性 .443 . 


此 时 lo(V (xz) 一 4 所 5(T) 一 s(T) < 此 式 对 于 五 的 一 切 满 足 Avyis) <5 的 标 
码 分 法 都 成 立 , 所 以 成 立 等 式 


| 
六 二 AlimoctY) 一 人 下 (Ta 怠 


沿 任意 的 可 测 集 DD 积分 的 情况 与 上 面 所 考察 的 情况 没有 多 大 差别 . 设 和 矩形 PP 
包含 DD. 那么 很 据 定 义 有 


有 = f g(r, drdy = 让 golx, ydrdy, 
| P 


其 中 m 在 集合 DD 上 与 肾 数 9g 重合 , 面 在 口 之 让 go 一 人 0 
由 a(z) 代表 使 (s,) e D 的 点 y 的 集合 . 设 Elz) 由 有 限 个 闭 区 间 [pi(z)， 


1(z)] ,pe(z), Welz)] 组 成 @. 那么 车 h(z) = f° gody, 则 


b, 
4=- / h(x)dz, 
a 6 £ pelt) 
h(x) = / ， golz, y) dy = 2 / 0 glr, ydy. 
办 此 , 成 立 公 式 


t 
姐 一 2 矿 dr fr g(r, ydy, 
一 了 Pr{T) 


它 推广 了 定理 7 的 结论 号. 


89. 可 测 集 上 的 连续 函数 的 可 积 性 


下 述 断 言 成 六. 
定理 8 设 西 数 g(I,y) 在 算 形 已 上 连续 , 则 g(x,y) 在 PP 上 可 积 . 


。 ” 算 形 P 是 紧 致 的 . 因此 , 函数 gfz, 纺 在 P 上 一 致 连续 , 换言之 , 对 于 任意 
的 sl > 0, 存在 数 1 = oile) > 0 使 得 对 于 任意 的 满足 条 件 Ar < 5 的 分 法 了 有 


whl = Mi 一 ?gx < El 因此 ， 


HT) & 3 Yhap( Pen) El > > HP = eu(P). 


k=1 J!=1 k=1 1=1 


号 这 里 还 应 该 指出 , 作为 假设 ,+ 是 与 * 无 关 的 正 整数 一 一 译 者 注 . 
多 此 结论 可 由 定理 7 的 结论 推出 , 它们 等 价 一 一 译 者 注 , 
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任 取 。>0 目 令 es = s/n(P). 那么 对 于 任意 的 满足 条 件 Ar < 而 (而 ) 的 分 
法 卫 得 到 只 <, 这 表明 aim QT) 二 0, 即 函 数 g(x,y) 在 了 上 可 积 .4 


定理 9 设 函 教 glz,y) 在 有 界 的 可 测 集 刀 上 有 界 且 连续 . 那么 glI, 办 在 吕 D 上 
可 积 . 


我 们 来 证 明 一 个 更 一 般 的 定理 , 它 蕴含 定理 9. 


定理 10 设 浮 数 gfz,g] 在 有 界 的 闭 的 可 测 集 刀 上 有 和 界 且 在 集合 万 的 除去 一 
个 测度 为 零 的 子 和 集 DPCD1] = 0, 外 的 每 点 处 都 连续 . 那么 gfz, 人 用 在 卫 上 下 积 国 . 


p ”任意 固定 。 > 0. 由 于 集合 DP 可 测 ， 所 以 存在 闭 的 简单 图 形 严 < D, 使 
得 ju(D \ F) < e. 同时 存在 开 的 简单 图 形 列 2 Di, 使 un( 所 ) < s. 于 是 篇 单 图 形 
下 = 所 而 是 财 的 且 MDA Fz) < 2E. 

函数 gfz, 攻 在 紧 集 局 上 连续 , 所 以 在 态 上 一 致 连续 @, 因此 存在 三 的 直径 
充分 小 的 分 法 工 使 9 的 相应 于 此 分 法 的 w 和 9{T) < &. 

对 这 个 分 法 了 添加 图 形 Do = 五 \ 机 使 之 成 为 也 的 分 法 7. 那么 在 和 9Q(7) 中 
仅 比 全 (TT) 加 人 了 一 项 (do 一 mojp(Do), 其 中 mo = ipf 9(%, y), Mo 一 sup g(r, Vy). 三 
此 0 

Q(T) < et Mo — no)2e = se{2Mo 一 2930 + 1). 


由 此 推出 对 于 集合 访 的 分 法 r 取 下 确 界 有 inf Q(7) = 0. 这 表明 靖 数 g(z, 加 在 DD 
上 可 积 ， 4 | 


第 五 讲 


810. 多 重 积分 


前 面 , 二 重 积分 被 定义 为 沿 着 基 Arv 一 0( 或 在 集合 D 上 沿 着 基 As 一 0) 的 极 
限 , 其 中 VV 和 分 别 是 矩形 P 和 和 集合 DD 的 标 码 分 法 . 
这 个 定义 可 以 逐 字 恶人 馈 地 搬 到 多 变数 的 函数 的 情形 . 各 如 说 , 在 积分 的 定义 
中 , 把 函数 gfe, 切 改换 成 隙 数 gf 了 = g(x1;… ;Tnj,n 2 而 把 区 域 D, 站 ,DD 
认为 是 n 维 的 , 那么 , 由 于 若 尔 当 可 测 性 早已 对 于 任意 的 n > 1 作 过 定义 , 于 是 沿 着 
其实, 定理 9 与 定理 10 等 愉 一 一 译 者 注 . 


外 定理 10 和 定理 9 的 条 件 , D 的 有 界 性 均 是 译 者 添加 的 一 一 译 者 注 . 
外 原文 此 处 为 “从 定理 1 推出 它 在 名 上 可 积 ", 实 乃 向 证 之 事 一 一 译 者 注 . 


§10， 多 和 道 积 分 * 45 ， 


到 ”中 的 有 组 的 在 尔 当 可 测 集 局 < BR" 的 n 重 积分 的 定义 就 作成 了 . 对 于 这 个 积分 
我 们 引用 下 面 的 记号 : 


r= ff ole sna don = 三 /sd 
D D 


我 们 不 再 对 于 一 艇 情形 引入 组 节 , 而 只 对 n= 2 和 n= 3 的 和 情形 进行 讨论 , 此 时 
积分 工 常 被 写成 : 
r= ff sto,yas, r= ff ova 
D D 


对 于 n= 2 的 情形 所 证 明 的 全 部 事实 , 可 报到 n > 2 的 一 般 情 形 面 在 证 明 中 不 
必 作 任何 原则 的 改变 . 我 们 指出 , 函数 可 积 的 各 种 形式 的 准则 , 以 及 二 重 积分 的 性 质 
1 一 7。 都 是 如 此 . 
我 们 引述 一 个 把 % 重 积 分 转化 为 n 一 1 重 积分 的 定理 . 我 们 限于 ”= 3 的 情形 ， 
定理 11 a) 设 函数 g{z,y,z) 在 姑 形 P= 五 x lo x 1a 上 有 三 重 积分 4. 还 设 在 
矩形 加 = 五 xx 而 上 有 二 重 积分 hl(T) 二 订 g(z,y,Zjdydz. 那么 台数 h(xz) 在 闭 区 癌 五 
全 


上 可 积 且 成 立 等 式 


上 由 一 h{z)dr. 
五 


Dj 设 DcP= 攻 Xx Ja xJ3. 设 对 于 固定 的 zeEh 记号 D{zx) 代表 集合 {(y,2) Ee 
刻 x Jsl(z,y,2) ED ( 即 D(x) 是 集合 DD 与 第 一 坐标 国定 为 z 的 点 所 成 的 平面 的 交 
集 ), 并 设 D[z) 是 二 维 的 若 尔 当 可 测 的 区 域 . 还 设 对 于 每 个 +E, 积分 


ns) = ff oes, sdds 


Dr) 


存在 , 那么 
A= | hr)ar. 


五 


对 于 固定 的 z, 施用 类 似 的 定理 于 二 重 积分 h(x), 得 


ba 
h(x = a ,YZ dz, 
{2) 人 /or y, 2)dz 
其 中 集合 D(z,y) 是 集合 DD 与 直线 { (zx,y,z) € RIze 下 } 的 交 (此 处 须 假定 D{z, 轨 
是 若 尔 当 可 测 的 , 此 事 并 非 必然 成 立 , 译 者 注 ). 


例 1 求 积分 
T= Fe Ff En dr drn, 
/-) 
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其 中 力 的 定义 是 
D= {1 ,Hn < x wn 1} 
用 De 代表 对 应 于 数 1…… ,mn 的 排列 oz 的 区 域 
Do = {(x13° Tn) < wo 区 tm < 1}. 


对 于 不 同 的 排列 o 和 7, 区 域 D。 和 D; 不 相交 . 还 有 , 同一 函数 f{z1)… flzn) 对 
应 于 积分 区 域 Ds 的 积分 Ke) 都 等 于 I. n 个 数 的 排列 的 总 数 为 nl. 因此 


m= ff fed) Fender don = (f rom) . 


于 是 我 们 把 ” 重 积分 的 计算 归结 为 一 重 积分 的 计算 , 并 得 到 公式 


r= (f sar) 


例 2 我 们 来 证 明 下 述 犹 利克 需 - 刘 维尔 公式 . 设 f(x) 在 闭 区 间 [0,H 上 连续 并 
设 5 是 n 维 空间 中 的 单 形 


S = {zr1, ,Tn) E REL 2 0, ,Tn 0, Ti 二 + 二 wn 1}. 
那么 对 于 pi > 0,… ,pn >0 有 


了 一 (pi = {fer tt rn) de de 
名 


_ TCD To f° 1 
= me Fue ttpn 1 du. 


设 入 = wi 十 … 十 wn-z, 在 积分 J 了 中 配置 积分 限 . 那么 关于 最 后 两 个 变量 zn_ 1 


1—X 1— A—2n 
H= f drn 1 / fA Tn 1 十 ia)zpn gp" ldr,. 
0 0 


在 里 面 的 积分 中 作 变 量变 换 zu = zw_12 二 2 .那么 w= -za-L ,drn = 一人 dv. 
世 Yn-1l Tn 于 
从 而 


1 一 入 1 
H= 上 dc: 人 f(A 二 )zp" + (1 Plo Pe ldy. 
0 证 
改变 积分 次 序 得 


1 (1—A}v 
H= 上 wf f 和 十 -1 ) TE Pa — vy)Pn-l vy Pn liden 1. 
心 性 


六 
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再 作 一 个 变换 Tn_ 1 一? 得 
1 1 一 入 
Hi 一 Pn—1opn—1—l 入 Pn —1 二 pn 一 】 
f (本 "f f+E)t 上 
1—X 
= B(pn_1,pn) / FA + EtPn tpn 1gt. 
心 
由 此 得 到 下 面 的 递 推 公式 : 


了 一 pl， "1 ,Dn) 三 B{pn_i, pn) dn_i(m, Pn—2,Pn—l + Dn}. 


从 而 推出 
可 三 B{pn-i, pn B{pn_?, Dn—i 十 pn) ‘Blp1, Pa 十 … + pn lA (p1 十 | 十 pn) 
T{p3): :LD'(pn) -a 
Tp + 二 pn) 了 Je du. 


这 就 证 得 犹 利克 需 - 刘 维尔 公式 . 

特别 地 , 由 关系 式 怠 坏 …. 十 吕 所 中 给 出 的 维 球 的 体积 的 表达 式 是 这 个 公式 
的 一 个 推论 . 根据 球 关 于 超 平面 zk = 0 的 对 称 性 ,x = 1,.-. ,n, 可 限于 计算 球 的 由 下 
式 定义 的 部 分 区 域 KK 的 体积 : 


2 十 十 2 所 0 1 0 ,Tn 0. 


向 后 将 结果 乘 上 2", 就 得 到 球 的 体积 Y, 即 


v= 大 /ia 
KE 


经 变量 变换 az = 过 ,.… ,a2wn 一 2 之 后 , 区 域 KK 变 成 单 形 5, 其 定义 如 上 , 而 由 
于 dx 一 2 dvx,k 二 1,… ,mn, 得 到 


2 Uk 
= -守土 
本 。 VU Un 


这 个 积分 是 狄 利克 雷 - 刘 维尔 型 积分 , 其 中 


1 
Ts 


于 是 ， 半径 为 a 的 n 维 球 的 体积 是 a 


人 
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811. 凸 集 上 的 光滑 瑞 射 的 性 质 


大 家 知道 在 一 重 积分 的 理论 建议 中 变量 变换 的 方法 超 着 密 么 巨大 的 作用 . 在 多 
重 积分 的 情形 , 变量 变 撞 方法 的 作用 毫 不 减少 { 甚 至 更 大 ), 变量 变换 方法 的 理论 依 
据 禹 要 光滑 映射 的 一 些 性 质 ， 

设 函 数 gf 人 站 = (的 ), 定义 在 紧 致 的 可 测 区 域 D Cc R* 上 , 并 且 在 D 上 


可 积 . 设 工 代表 积分 
[= ff ga ds 
D 


考虑 可 测 的 紧 致 集合 Do c Rn 到 集合 DD 的 映射 了 = p(x). 设 p 建立 了 集合 Do 
到 集合 户 的 双方 单 值 对 应 (Po 和 DP 分 别 表示 Do 和 DD 的 内 部 }. 我 们 记得 , 映射 
二 pz) 由 ;个 定 关 在 Do 上 的 函数 六 = pi(B1 Yn rn] 
的 函数 组 来 确定 ， 

我 们 将 认为 这 些 函 数 中 的 每 个 都 在 D。 上 有 全 部 的 连续 的 偏 必 妙 数 . 

注 1. 诸 函 数 wat5) 叫 作 定义 在 Do 上 的 曲线 坐标 ， 

2， 陕 射 P : Do 一 DD 对 于 区 域 Do 的 内 点 的 双方 单 值 性 的 条 件 由 此 喘 射 的 雅 亲 比 式 在 Do 
的 每 点 处 都 不 等 于 零 的 要 求 来 保证 (关于 逆 映 射 的 定理 ). 

我 们 来 报 述 并 证 明 关 于 区 域 上 的 光 背 映射 的 命题 . 


定理 12 设 Do 是 山 的 闭 集 , 生 gplF) 是 集合 Do 上 的 光滑 函数 ,还 设 点 起 和 
十 AT 属于 Do. 那么 存在 点 志 一 五 十 bgAEFD<8< ii 使 得 Ap = (A5,grado(t)). 


pp 考虑 单 变数 守 的 函数 h(t),0 <t 专 1， 
hE) = pF + tAT). 


很 明显 , 函数 b(t) 是 闭 区 间 I0,1 上 的 光滑 函数 . 因此 , 可 对 它 使 用 拉 格 朗 日 有 溉 增 
量 公式 . 那么 存在 数 9,0 < 日 < 1, 使 得 


Ap = Ah = Rh AO) = A0( -0 = (0. 


函数 h(t) 是 函数 p( 友 和 国 数 证 = 1 十 tA5 的 复 全 函数 , 从而 根据 复合 函数 的 微分 
法 则 得 3 


WO) = HE Aan + Aan = (MF, gradp(€)) 


其 中 6=F+0AF， 着 
定理 13 设 F(z) 是 西 紧 集 Do 到 区 域 DD 的 光滑 映射 那么 存在 数 c > 0 使 得 


对 于 任意 的 点 61, ia € Do 成 立 不 等 式 5(51) 一 PB(a2) 咱 < clla1 一 50, 其 中 和 上 是 向 
量 x 在 欧 几 里 得 度量 下 的 长 度 . 


811， 琴 集 上 的 光滑 映射 的 性 质 .449 . 


Pp 从 定理 12 推出 , 对 于 大 =1,…. ,n 有 
PRA1) 一 PR = Apk = (Ht ~ to, Eradpr (éx)), 
其 中 总 = az 十 下 (G1 一 52), 而 炙 < (0,1). 接着 ,我 们 使 用 柯 西 不 等 式 |(5, 如 | < all a. 
于 是 
[Apx| < Jia — 52l| leradprtér))|. 
由 于 Do 蚌 紧 致 的 , 而 畏 数 jgradpg(z) 在 Do 上 连续 , 所 以 它 在 紧 致 集 上 以 其 常数 
c > 0 为 上 界 . 使 用 此 式 及 数值 不 等 式 
3 十 十 级 所 |m| 十 … 十 |anl, 
得 
lAgll < lApil+ t+ Apnl & (ci + -+ en)lAnl = cl 入 好 | 
其 中 Az = 二 6 一 Ho 司 
用 4 (元 ] 表示 映射 8 : RR" 一 及” 在 点 处 的 雅 可 比 夭 阵 . 
定 光 17 向 量 F 的 增 量 A5 的 线性 映射 A 一 及 ,(F) . AF 叫 作 映射 5 在 点 至 


处 的 微分 , 并 记 作 dp(F5). 
显然 ,di 全) 是 一 个 第 天 坐标 为 


dpr (1) = {AT, gradpr (x)) 


的 向 量 . 


定理 14 设 芒 是 是 紧 集 Do 上 的 光滑 映射 且 r(F,AZ) = 二 AF 一 d5. 那么 成 立 下 


面 的 极限 等 式 : 
r(x, Az) 


Azl 
换言之 ,存在 圾 值 函数 afA5] 一 0 当 ||Azll -* 0 时 , 使 得 对 于 一 切 瑟 E Do, 成 立 不 等 
式 


坊 0 当 ||A3l -> 0 时 . 
JTJ 


lr{E, AZ) < a(Az)AH. 


bp ”考虑 向 量 Ap 和 dw 的 第 上 坐标. 根据 定义 有 depk = (Az,gradgpr(3)). 而 根据 定 
理 12, 对 于 某 < 有 


Apk = prlB + AB) — prlF) = (AT, gradpr(é)). 


因此 
Ap — dpk = (AF, gradpn(é) — gradpr (FE)). 
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接 下 来 , 由 于 映射 5 的 一 切 分 量 的 一 切 偏 导 函 数 都 在 紧 致 集 Do 上 连续 , 所 以 根据 
它们 的 一 致 连续 性 有 
Oprl€) HprlF) 
Dr, dr, 
其 中 ox(A5) 仅 依赖 于 A3 目 当 ||Az| 一 0 时 ar(A5) 一 0. 由 此 使 用 柯 西 不 等 式 得 
到 


SE CR 全 元 )， 


[Apx — dpx| & NAZI . Vnar(Az). 
结果 


fir(z, Az)N & 2 Apr — dprl| < AzINVR D, or(A3) = a(Az)AT), 


而 且 当 Az 一 0 时 alAFz) 一 0. 4 
第 六 讲 


812、 在 曲 纹 坐 标 中 的 区 域 的 体积 . 关于 多 重 积分 的 变量 变换 的 定理 


我 们 将 证 明 一 个 关于 在 曲 纹 坐 标 中 的 区 域 的 体积 的 定理 


定理 15 设 @ 是 古 的 紧 致 的 车 尔 当 可 测 集 且 上 5 是 它 在 光滑 的 双方 单 慎 映射 5 
之 下 的 像 . 那么 

1) 集会 5 是 落 尔 当 可 测 的 ; 

2) pS) < .JJ 其 中 了 了 是 胸 射 万 的 雅 可 比 天 阵 的 行列 式 ( 雅 可 比 式 ) 


我 们 记得 , 映射 的 雅 可 比 矩阵 和 微分 的 定义 曾 在 上 节 的 未 尾 给 出 . 
by 限于 考虑 平面 区 域 @ C R? 的 情形 . 立即 发 现 , 由 于 映射 5 的 雅 可 比 式 的 绝对 
值 是 @ 上 的 连续 了 星 数 , 所 以 它 在 QQ@ 上 可 积 . 

设 PP 是 一 个 标准 正方 形 , 包含 紧 致 集 @. 还 设 边 长 为 有 的 正方 形 BB 组 成 正方 
形 P 的 一 个 分 法 . 那么 , 诸 集 合 Qi = 驴 mn Po 构成 紧 致 集 Q 的 一 个 分 法 7, 每 个 
Qu 都 是 凸 的 可 测 集 . 任意 固定 es > 0, 并 下 卢 足 够 小 使 得 全 人体 至 少 合 有 边界 9Q 一 
个 点 的 正方 形 Pei 的 总 面积 小 于 s. 我 们 把 使 Bn 688 关 8 的 数 侦 居间 叫 作 特殊 
的 , 而 其 他 的 周 叫 作 正 常 的. 

根据 定理 13 对 应 于 每 个 特殊 的 指标 (k, 了 ) 的 集合 Qi 的 直径 di 在 映射 5 之 
下 的 扩大 不 多 于 e 倍 , 即 它 的 像 S11 可 被 半径 为 ch 的 图 或 者 边 长 为 2ch 的 正方 形 
所 履 盖 . 所 以 Sk 被 一 个 面积 为 4c2jpt Pret) 的 正方 形 覆 盖 . 于 是 集合 U{S4i|(k,00 为 
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特殊 指标 } = El 被 一 个 测度 小 于 
4 bp HPE1) < dc?e 
(kD 特殊 


的 简单 图 形 所 窗 盖 . 显然 85 C i. 这 表明 集合 5 = 5p(Q@) 是 若 尔 当 可 测 的 .中 
用 AS) 代表 集合 5 的 若 尔 当 测度 , 那么 


HS) 一 AI 十 ja 
其 中 心 = 》 HSknii= 》 HSud， 
tk 特殊 (六 正常 


如 果 某 正方 形 Bt 完全 包含 在 @ 内 部 , 那么 Bx = By. 把 它 的 顶点 记 为 
元 0 To 十 61 To 十 52; BB0 十 1 十 62, 这 里 | 而 | = | 到 站 = 有. 显然 ， 对 于 任意 的 未 < 1 
都 有 | 一 320l| = 用 Az < 28. 设 4 是 映射 5 的 雅 可 比 矩 阵 . 把 4 在 zo 处 的 值 记 
作 4o, 它 给 出 一 个 线性 变换 , 仍 记 为 4o( 此 名 为 译 者 添加 ). 那么 正方 形 请 经 变换 
T(z) = 呈 (zo) 十 4o( 元 一 50] 变 成 (此 句 原 文 为 “正方 形 i 经 以 4 为 矩阵 的 线性 变换 变 
成 ?) 顶点 为 而 = 闻 (有 0 页 = P(E0)+ Aomi, ga = F(Z0)+ Anda, gs 王 到 (0) 十 4o(a1 十 各) 
的 平行 四 边 形 K. 

设 afA5i) 是 在 定理 14 的 结论 中 定义 的 函数 (和 二 = 王 一 和 ). 记 p= a(2h)2h, 
为 包含 K 的 ,其 边 与 kK 的 边 的 距离 为 p 的 平行 四 边 形 ，、 闭 么 对 于 任何 一 点 到 
PH 十 Aol(z 一 FX0) EK. 因此 


P(E) ~ (P(E0) + Ao(E ~— E20) = |IF(20, Mz) & p- 


从 而 PIE) E Fl. 所 以 DR CK. 
根据 已 证 之 事 ,Swi 是 若 尔 当 可 测 的 . 
平行 四 边 形 的 局 长 不 超过 co4h. 因此 , 从 图 形 Ki 的 构造 可 见 


RCH) & pu(K) + podh + drp’. 


由 于 Sk c 本 ,所 以 量 AS 满足 不 等 式 pn(Sk1) < pK1). 使 用 这 些 椒 等 式 ， 
我 们 过 渡 到 估计 式 


RS < HFK) < HK) + pcBh+ dr = 4 K) + AAR). 


从 线性 代数 知 , 矩阵 为 4 的 线性 变换 把 正方 形 Pt 变 成 平行 四 过 形 KK, 使 
WK) = | 可 下 站 其 中 了 为 4 的 行列 式 . 使 用 此 等 式 得 


ECSR 所 |p (Bg) HE) 十 全 (让 
四 原文 中 在 未 曾 证 得 5 可 测 时 便 使 用 xfSx 1 等 符号 , 似 不 要 一 一 译 者 注 . 
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另外 ， 对 于 每 个 特殊 指标 (&, i), 任意 取 点 地 天 CE Okt 并 作成 和 


o1 = 》 17]ln(Qk， 


其 中 ”表示 求 和 是 关于 特殊 指标 (k,!) 进行 的 , 
由 于 函数 |Js(3)| 在 紧 集 Q@ 上 连续 , 所 以 根据 笋 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 它 以 某 常数 
oo 和 为 上 界 . 因此 


1 
la & ead AQk = ceaj < cas， 


设 fF 一 CGI 十 Ge， 其 中 Ga 一 pd [js(Fn0) (2)), 兹 处 3 表示 求 和 是 关于 正常 
指标 (Ek, 站 进行 的 . 我 们 来 估计 积分 和 o 与 量 py(S) 之 间 的 差 . 有 


In(S9) -ol= (p(n) — (Ig (aila(QE) + DT plSka) 一 ol 


z < [+ + ol 
使 用 前 面 证 明了 的 不 等 式 得 到 
7 < Nn (9),@ R= AQen & p(Q), 


[S| gs 40e, lal < Oe. 


Wy 本 身 是 函数 Pol) 沿 集合 @ 的 积分 和 . 当 hh 一 0 时 , 此 和 收 伍 到 极限 
4 十 
过 渡 到 


(9) < | ldap + edc2 + c2). 
从 


根据 数 。 的 选取 的 任意 性 , 由 此 得 到 xf6) < 矿 jJlau 有 4 
[| 


定理 16 设 外 是 空间 下 "中 的 著 尔 当 可 测 的 紧 致 集合 ,9 是 它 在 光滑 的 可 说 里 
射 五 之 下 的 像 . 那么 

1) 集合 3 是 若 尔 当 可 测 的 ; 

2) ntS) < | Jd 其 中 了 一 天 是 映射 万 的 雅 可 比 式 . 


> ”我 们 来 证 明 , 在 定理 15 的 条 件 中 , 集合 的 凸 性 的 要 求 可 以 去 掉 . 为 此 , 如 在 


定理 15 中 那样 考虑 @ 的 分 法 {Qx4}, 其 中 Ge 分 为 正常 的 和 特殊 的 两 类 (还 是 以 
n 一 2 为 例 来 讨论 , 译 者 注 ). 此 时 假定 全 体 包含 特殊 集合 Qk 的 标准 正方 形 的 并 集 


nt < 


实在 此 定理 中 估计 |g(5) 一 ol 似 也 无 必要 一 一 译 者 注 . 
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DD 的 测度 jy(DD) 不 超过 预先 任 给 的 正 数 s. 在 证 骨 定 理 15 时 已 证 明 , 集合 刀 在 映射 
5 之 下 的 像 W 的 测度 plW) 不 超过 4c?s. 还 有 , 每 个 正常 集合 Bx; = i, 都 是 标准 
正方 形 , 从 而 满足 定理 15 的 条 件 , 因此 对 于 它们 成 立 不 等 式 


J(SkA) < / ... / Han. 
Ps 


这 里 同 前 面 一 样 ,Shi = BIG@kD = (Pr). 对 于 全 部 号 码 (k,1) 求 和 就 得 到 不 等 式 
pS) = DplSin) < 40e + {flan 
oO 


(k,l) 


根据 s 的 选取 的 任意 性 , 此 不 等 式 昔 含 着 


Auf9) < ff ar 4 
[四 | 


定理 17 设 定理 16 的 条 件 成 立 , 且 对 于 一 切 主 EE 昌 成 立 不 等 式 |Js{F)| 六 5 其 
中 了 8 了 >>0 是 某 个 常数 . 那么 成 立 公 式 


a(s)= ff la 
dQ 


pp ”考虑 定义 在 集合 5 上 的 , 5 的 逆 映射 水 . 那么 ,区 是 光滑 映射 , 它 的 雅 可 比 式 J 
连续 且 
He 一 | 大 中 爱人 


根据 定理 16, 成 立 估计 式 
HS) 所 放权 s 
Q 
其 中 stT) 是 函数 |Js| 关于 集合 的 非 标 码 分 法 了 的 达 布 下 和 |. 


我 们 有 a(T) = 号 maxpt, 其 中 了 = {Q1,… ,Qo]}, Qk 是 分 法 工 的 元 素 , 它 是 着 
尔 当 可 测 集 , mx = inf |Jpl px = AQ 证 Qn = (S58). 根据 定理 16, 对 于 一 切 从 


1 到 mn, 成立 估计 式 
EQE) & salar. 
/1 


用 中 值 定理 , 得 
ff walar < Mep(SE), 
Sk 
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其 中 Mi = sup IJzl. 现 注 意 .万 = 戌 ,得 mx = Mie .于 是 我 们 导出 不 等 式 


S(T) < YS meMep(Sh) = 2, LSk) = p(S). 
着 一 


据 此 得 到 不 等 式 ju(5 < 了 站 eu 所 p(9), 它 与 等 式 p(5) = > 六 5|ax 等 效 . 


虽 
定理 18 对 雅 可 比 式 J 的 值 不 加 限制 , 定理 17 的 结论 依然 成 立 ， 


”> ”考虑 使 雅 可 比 式 .7 = J5(F) 等 于 零 的 点 ZE Q@ 的 集合 K. 我 们 来 证 明 , 点 集 
KE 是 闭 的 . 实际 上 , 若 jo 是 到 的 极限 点 , 则 存在 一 列 点 £2,, E K, 使 得 当 nn 一 oo 时 
zn 50- 于 是 根据 哺 数 J(z) 的 连续 性 及 J(zn) = 0 得 等 式 
J(5o) = JT( lim Fn) = lm JEn) =0. 

结果 To ER. 

国定 任意 一 个 数 5 > 0. 每 个 点 五 E 乒 被 一 个 邻 域 (与 Q 的 交 ) 包 住 , 在 这 个 
邻 域 (与 @ 的 交 ) 中 函数 J(z) 满足 不 等 式 | 了 (本 < 5. 由 于 到 是 紧 埃 的 , 所 以 从 这 
些 邻 域 (与 @ 的 交 ) 中 可 选 出 有 限 个 即 正 覆盖 KK. 把 这 些 邻 域 的 并 集 记 作 KK. 并 令 
Qo = KoN Gt, 1 = Ko. 

显然 日 一 QoU QQon ei = 2, 且 Qo 与 Qi1 背 若 尔 当 可 测 ， 另 外 已 : 显然 是 
闭 集 , 从 而 是 紧 致 集 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , |J(2i| 在 @1 上 达到 最 小 值 m, 即 存 
在 zo EQ 使 1J7(#z0)| = 到 本 17 全 | 二 m. 出 于 和 到 再 蕊 名 0 所 以 mm > 0. 因此 , 可 
对 集合 Qi 在 映射 5 下 的 像 5 使 用 定理 17, 而 对 集合 @@ 和 Qo 的 像 3 和 50 使 用 
定理 16. 那么 再 用 上 中 信 定 理 , 就 得 到 


p(5) = ASo)+HMSDA(S) = / 可 | Jpldy, 


0 < un(S0) < /- | Jsldp < Su(Q0) < én(Q), 


H(5) 去 广 fnew 
0< / -fala ~ a 5) =/- ar- f+ f lalan — plso) 
名 1 


一 ff ua — HS0) < dn(@). 
Qo 


因此 
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根据 5 > 0 的 任意 性 , 这 表明 
三 1 Jalaa=a9 4 
全 


定理 19 (多 重 积 分 的 变量 变换 公式 ) 设 Do 是 紧 致 的 若 尔 当 可 测 集 ,5 是 把 集 
Do 映 成 D1 的 双方 单 值 光滑 映射 ， 还 设 函 数 g{ 前 在 D 上 可 积 , 而 逊 数 f(E) = 
9(G( 卫 )]| Ja( 梧 | 在 Do 上 可 积 . 那么 


人 


> ”任意 作 的 一 个 分 法 工 = {Sx: 二 1,.… ,十 , 每 个 5 都 是 可 测 区 域 . 设 5(Q#) 
= 5» (BD Qk = BSEDE = bet 令 me = i 9(0), Ms = sup 9( 四 - 根据 中 值 


定理 

ef 
由 定理 18 推出 (Si) = /foldk 因此 把 上 面 的 不 等 式 关于 大 从 1 到 通 加 
起 来 , 得 


ape </- ] g(P(E)|Jg(z)ds < > Mep( Sk), 


R=1 


即 对 于 函数 g( 妨 沿 区 域 D 的 对 应 于 分 法 开 的 达 布 上 和 及 达 布下 和 成 立 不 等 式 : 
a(T) < 广 fa (P(E)) Js (Ba < ST). 


根据 函数 g( 胡 的 可 积 性 , 得 知 当 Ar 一 0 时 s(T) 一 4,5(T) 一 4 其 中 4 = 
了 9g(9)ady- 结果 


ff oma = ff sp Ds < 
D Do 


注 、 在 定理 18 和 定理 19 中 , 作为 映射 3 可 氛 取 任意 的 正 交 变换 , 其 雅 可 比 式 等 于 1. 因 
此 , 若 尔 当 测度 以 及 黎 曼 积分 关于 空间 的 运动 不 变 , 从 而 它们 的 定义 不 依赖 于 直角 誉 标 系 的 选取 . 
我 们 指出 , 车 尔 当 测 度 的 不 变性 , 早已 被 我 们 通过 几何 的 讨论 而 得 到 了 . 


例 1. 从 直角 坐标 按 下 面 的 公式 过 注 到 极 坐 标 


T=rooPp y=rsnopr> D000 和 sp < 27. 
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映射 (zx,9) 一 (ro 的 雅 可 比 式 等 于 r. 变量 变换 的 公式 为 


LEG ydrxdy = fst cos p, T sin pyrdrdip. 
D Do 


2. 从 币 卡 儿 直 角 坐 标 按 下 面 的 公式 过 渡 到 球 坐 标 : 
T=rcto8peosd y= rsingoeost,z = raind, 


其 中 r 是 从 坐标 原点 出 发 的 到 动 点 M 的 矢 径 的 长 度 , 而 8 是 矢 径 上 下 与 它 到 zOw 
平面 的 投影 之 间 的 夹 角 , p 是 Qz 轴 与 DW 的 夹 角 , 此 外,r > 0,0 < p< 27,10| < 7 


此 上 映射 的 雅 可 比 式 等 于 r? cos8. 于 是 对 于 体积 元 4V 有 可 下 微分 表示 : 


dV = drdydz = r? cos drdpdd. 


第 七 讲 


813. 勒 足 格 准则 

我 们 从 定义 勒 贝 格 零 测度 集 开 始 . 把 诸 楼 分 别 与 直角 坐标 系 的 轴 平 行 的 开 的 平 
行 多 面体 叫 作 是 标准 的 . 把 有 限 个 或 可 数 个 标准 平行 多 面体 的 并 集 叫 和 作 最 简单 图 形 . 

定义 18 设 ACchR". 若 对 村 任意 的 e>0, 都 存在 有 限 个 或 可 数 个 开 的 标准 平 
行 多 面体 ITI, 二 1,2,.… ,使 得 AC Um a Yk) <5, 则 称 4 是 勒 贝 格 零 测 
度 集 . 记 作 !4) = 0. ™ 和 

引 理 了 可 数 个 勒 风格 堆 测 度 集 的 并 集 是 勒 贝 格 零 测 度 业 ， 
= 设 [Ak) = 0 = 1,2,---. 我们 来 证 KL 4kx) = 0. 实际 上 , 根据 定义 , 任 给 
:> 0, 存在 最 简单 图 形 De, 使 得 A < I 且 Vt) < ef2* 

此 外 有 4 = UA C Um 以 及 jl Um @< Yh) ) < s. 因此 , 集合 4 
是 勒 贝 格 零 测度 集 ” < 

引 理 8 车 14)=0,Bc 4, 则 1(B)=0. 


外 尚未 定义 文中 的 n(nw) 和 jx( Uj Te), 请 读者 自己 补充 一 译 者 注 . 
起 一 二 
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* ”由 于 任何 履 蓄 集合 4 的 景 简单 图 形 也 覆盖 8, 所 以 引 理 的 结论 立即 从 勤 员 格 替 
测度 集 的 定义 推出 。 4 


引 理 9 设 4C 了 nm3l 若 4 是 紧 臻 的, 且 [1(4)=0, 则 有 4 是 车 尔 当 可 测 的 ， 
县 其 著 泵 当 测 度 plA4) 也 等 于 零 . 


”由 于 1(4) = 0, 所 以 对 于 任意 的 < > 0 都 存在 最 简单 图 形 【 | IL: > 4, 使 得 


此 一 1 


5 p(Ts) < e 这 里 每 个 I 都 是 开 的 标准 平行 多 面体 . 由 于 4 是 紧 致 的 , 知 存在 


R=1 
m E 四 | 使 得 UU IF 2 4. 当然 仍 有 >》 AI < &. 根据 若 尔 当 测度 的 定义 , 由 此 断 


定 4 是 若 尔 当 评测 的 , 并 且 x(4) =0” < 

以 下 , 设 函 数 glz,2 在 平行 多 面体 已 上 有 界 . 设 zo = (xo01,… ,zon). 用 记号 
I = H() = (zo, 5) 代表 由 满足 条 件 zo 5 < or < gon+5k= -,n 的 点 
f+ 二 (71 ,Xn) 组 成 的 立方 体 (5 > 0， 


定 光 19 称 


olzo) = cofzo) = jah ,sup (9(2) ~ 9() 


为 函数 g[%) 在 点 zo 处 的 操 幅 ,当然 ， 
w(F0) = inf (Ms{z0) — mslz0)), 
其 中 
Ms(z0) = ,up g(F), mslzo) = sds (5) 

用 在 一 点 处 的 振幅 的 语言 , 函数 在 一 点 处 连续 可 如 下 刻画 . 

引 理 10 函数 g(F) 在 点 5 处 连续 , 当 肌 仅 当 wr(50) 一 
。 必要 性 设 函 数 g(a) 在 点 io 处 连续 . 假设 wofzao) = a > 0. 考虑 立方 体 IT{ < ) 
由 振幅 ws(z0) 之 定义 知 ,Mi (50) - mk fao) > a 由 此 得 知 , 存在 点 Be I ( 广 ) 和 
下 < 工 ( 工 ) ,使 得 

g(x) 一 glYx) > 这 > 0. 

于 是 im 下 一 lim 殉 = zo. 那么 , 在 上 式 中 过 湾 到 极限 5 一 oo, 并 使 用 函数 g 


在 点 加 处 的 连续 性 , 就 得 到 0 > 5 > 0. 这 个 蒂 脖 的 式 子 表明 所 作 的 假设 不 真 . 
此 ws(zo) = 0. 必要 性 证 毕 . 
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充分 性 由 于 ws(zo)] = 0, 所 以 对 于 任意 的 s > 0, 存在 5 = 5(ls) > 0, 使 得 对 于 
一 切 3 € HI( 间 ,ye (6), 有 |9(F) 一 g( 罚 | < 6. 令 5 一 0. 此 不 等 式 表 明 函 数 g(j) 在 
点 和 处 连续 4 

用 Dta) 代表 P 中 满足 wo(F) > a > 0 的 点 x 的 集合 . 

引 理 11 集合 (al 是 闭 集 : 
be ” 设 各 是 集合 Dta) 的 极限 点 . 我 们 来 证 明 zo < D{o). 由 于 ji6 是 D(a) 的 极限 
点 , 所 以 存在 一 列 点 3 E D(a), 它 收敛 到 和 . 

对 于 任意 的 5 > 0, 存在 某 zx € IT(z0, 候 . 由 于 H(z0,6) 是 开 集 , 所 以 存在 61 > 小 
使 

1xx, 51) 已 II( 志 0， 6). 
由 此 得 到 


MslF0} — malE0) Ms (Zk) — ma, (Fr) > wglBk) 六 a. 
邱 址 ,wo (£0) 一 inf (Me(z0) — ms(xz0o)) 2 a. 从 而 jo EE Dla). | 


定理 20 在 托 形 上 有 界 的 函数 黎 曼 可 积 ， 当 且 人 饮 当 对 于 任意 的 a > 0, 集合 
D{a) 都 是 勒 贝 格 霍 测 度 集 . 


> ”必要 性 ”假设 存在 a > 0 使 得 D(a) 不 是 勒 贝 格 零 测度 集 , 那么 , 存在 so > 0， 
使 得 任何 包含 D(a) 的 最 简单 图 形 的 体积 人 @ 都 不 小 于 go， 
考虑 矩形 P 的 任意 分 法 T= {P41}( 这 里 不 言 而 喻 地 是 在 一 维 情形 说 话 ). 设 mm 
是 其 内 部 至 少 含 D(a) 的 一 个 点 的 矩形 Pi 的 全 体 所 成 的 集合 . 最 简单 图 形 TH 的 面 
积 不 小 于 so.@ 如 果 不 是 这 样 的 话 , 则 jlII0) = sl < so. 那么 , 把 Fn 的 边界 用 总 而 积 
不 超过 一 >: 的 有 限 个 开 算 形 盖 住 , 它们 连同 lo 合 起 来 成 为 覆盖 D(a) 的 开 的 最 
简单 图 形 (由 有 限 个 标准 短 形 合并 而 成 一 一 译 者 注 ), 其 面积 不 超过 si + 气 了 = 
0+ 61 < so, 这 与 我 们 的 假设 相 矛 盾 . 因此 AHo] > so. 
对 于 Tio 中 的 任意 的 标准 矩形 Ps, 函数 在 此 和 矩形 上 的 振幅 都 不 小 于 a. 因此 ， 
Q(T) > aso > 0. 由 此 推出 inf ON(T) > aee > 0 但 这 表明 所 考虑 的 函数 在 些 形 上 
不 可 积 , 这 与 定理 的 条 件 相 牙 盾 ， 因 此 所 作 的 假设 不 成 立 ， 也 就 是 说 , 对 于 任意 的 
a > 0, D(a) 是 勒 贝 格 零 测度 集 . 必要 性 证 毕 . 
充分 性 任 给 。>0, 令 a= el(44(P)),5 = el(4M),M = may |9CE)|. 因为 集合 
D(a) 是 有 界 闭 集 , 即 是 紧 致 集 , 所 以 , 根据 引 理 9,D(a) 作为 勒 贝 格 零 测度 集 也 是 若 
尔 当 训 测 的 , 并 且 其 若 尔 当 测度 也 是 零 . 那么 , 可 以 用 有 限 个 开 的 标准 矩形 合成 的 最 
写 这 里 设 有 征 六 本 节 开 头 所 定 交 的 最 简单 图 形 的 体积 是 什么 一 译 者 注 


肪 作者 先 定 义 TIo 是 有 限 个 Pt 所 成 的 族 , 说 它 是 最 简单 图 形 时 ， 则 叉 把 它 看 作 是 它 所 人 元 守 
的 并 集合 一 一 译 者 注 . 


$138， 勤 贝 格 准 如 - 459 ， 


简单 图 形 了 来 覆盖 D(a), 自若 尔 当 测度 pf 了 < 6 令 玉 = P\L 则 PP 是 紧 致 集 , 对 于 
每 个 EK 有 wo(B) <a. 从 wal) 的 定义 知 , 存在 正方 形 II(5,~Y),7 > 0, 使 得 硝 数 
g( 奶 在 QTj( 实 应 用 Hz, NP) 上 的 振幅 小 于 2a. 全 部 正方 形 f(z， 5 人 eK) 
构成 了 下 的 开 材 盖 . 从 中 取 一 个 有 限 子 覆 盖 V. 延长 组 成 了 和 VV 的 矩形 的 边 到 与 P 
的 边 相交 为 止 . 这 样 构成 矩形 PP 的 一 个 分 法 人 


和 Q(T) 有 如 于 表示 : 


NT) 一 > Dr AreAy 十 > SY wtArkAy 一 > ， 十 了 


(k,l) (Ed) 


其 中 和 丈 下 对 于 使 Pet CT 的 (站 求 和 , 而 和 于 于 ” 则 对 使 Bor CV 的 (Ek, 站 
求 和 . 那么 


5 <2M5 SAzkAg < 2M6, > <2ay SY A Amn 反 2arp(P). 
(kD (hl) 
结果 ， 
NT) = 2,, + ,< 2M§ + 20 P) = 3+5 =&. 
于 是 inf A{T) =0, 好 函数 g(z) 在 矩形 P 上 获 显 可 积 . 二 


定理 21 ( 勒 中 格 准则 ) 有 屏 函 教 g(5) 在 拭 形 P 上 或 量 可 积 , 当 且 仅 当 它 在 忆 
上 的 间断 点 的 全 体 所 成 的 集 万 是 一 个 勒 贝 格 零 测 度 集 . 


Oo 1 
。 ”根据 定理 20, 9 可 积 等 价 于 (p (2)) 二 0,n 二 1,2,.… .这 等 价 于 ! (5 万 (=)) 
oo 1 
=0.mD= DD().® | 
定理 22 设 丁 元 g(5) 在 趣 形 忆 上 可 积 ,m = igf9( 妈 ,M = supg(D). 设 函数 f(t 
在 闭 区 间 lm, MN 上 过 寻 . 那 必 函数 ffglxz)) 在 妊 形 五 上 可 积 . 


> ”函数 g(5) 的 连续 点 必定 也 是 函数 f(g(5)) 的 连续 点 . 所 以 函数 f eg 的 间断 点 
所 成 之 集 是 函数 9 的 间断 点 所 成 之 集 的 子 集 , 它 必 为 勒 贝 格 零 测度 集 , 因为 后 者 根 
据 y 的 可 积 性 及 勒 贝 格 准则 是 勒 贝 格 零 测度 集 . 所 以 理 根 据 勒 贝 格 准则 , fog 在 证 
上 黎 曙 可 积 ， 4 


钙 此 眉 证 明 是 译 者 改写 的 一 一 译 者 注 . 


460 - 第 十 九 阐 多重 积分 


第 八 讲 


814. 反常 重 积分 


对 于 一 重 积 分 , 我 们 定义 了 两 种 类 型 的 反常 积分 . 在 多 重 积 分 的 情形 , 类 似 地 我 
们 称 : 

1) 有 界 郴 数 g{z) 沿 无 界 区 域 D 的 积分 为 第 一 类 反常 多 重 积 分 ; 

2) 有 有 限 多 个 奇 点 xz1，… ,zh 的 函数 g{x) 在 有 界 的 车 尔 当 可 测 区 域 D 上 的 积 
耸 为 第 二 类 反常 多 重 积 分 . 所 谓 奇 点 , 是 指 在 此 点 的 任何 邻 域 内 隔 数 都 无 界 的 点 , 奇 
已 本 中 不 必 属 于 中 数 的 年 这 名 


例 函数 g(x,y) = 
0,v = 人 0. 


对 于 反常 积分 使 用 与 正常 积分 一 样 的 记号 : 


了 一 1 enanmw 
Dp 


为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 二 重 积分 , 并 且 首 先 考虑 具有 一 个 奇 点 a 的 第 二 类 反常 积 
分 . 最 简单 的 情形 是 , 此 积分 作为 积分 二 = ys 9(z, ydrdy 当 一 0+ 时 的 极限 的 情 


形 , 此 处 D; = DD\O(a,7),O(5,7) 是 以 点 二 为 中 心 r 为 半径 的 球 ( 圆 ), 即 , 按 定义 


了 一 1 g(x, Vardy = im i. 


这 个 值 叫 作 函 数 g(a) 沿 区 域 DD 的 反常 积分 的 柯 西 主 值 . 
类 似 地 , 对 于 第 一 类 反常 积分 , 称 1 ,jim Is 为 柯 西 主 值 , 其 中 


一 一 5 在 区 域 D = {(z,Wlz > 0,y > 中 中 有 育 点 了 = 


Ir = fg yadardy, De = DMNOOD, RY. 
Dr 


我 们 转向 反常 积分 的 一 般 定 义 . 
定 光 20 1) 数 了 工 叫 作画 教 河 无 界 区 域 DD 的 第 一 类 反常 二 重 积分 ， 如 果 对 于 任 
何 一 列 满足 下 述 条 忻 的 有 界 的 , 开 的 , 连通 的 落 尔 当 可 测 的 区 域 D;, 都 成 诗 


im / gw, Wdzdy 一 了 
Dn 
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a) 对 于 一 切 自然 教 nn, 了 C 了 Pi( 单 调 性 条 件 ); 
b] 五 = 总 Dan( 穷 竟 性 条 性 )、 
2) 数 了 叫 作 无 界 画 数 gfz, 作 港 有 界 的 若 尔 当 可 测 的 具有 末 点 集 工 CD 的 区 域 
DD 的 第 二 类 反常 二 重 积分 (DD 是 D 的 闭 包 ), 如 果 对 于 任何 一 列 满足 下 述 条 件 的 开 
的 , 连通 的 , 车 泵 当 可 测 的 区 域 D, 都 成 立 im Ha ry drdy = I: 
a) 对 于 一 切 自 圾 数 n, Da C Dnri( 单 调 性 条 件 ); 
b) p= U Dn( 穷 竟 性 条 性); 
c) 对 于 二 切 自 然 数 n,LND, 一 分. 
在 第 一 和 第 二 类 反常 积分 的 定义 中 的 序列 {Dn} 叫 作 是 可 行 的 , 或 DD 可 行 的 ， 
注 1. 为 使 第 二 类 反常 积分 存在 , 显然 必须 要 有 AIE) 一 0， 
2. 在 两 类 反常 积分 中 都 保持 使 用 标准 的 记号 == 凡 gtx, wdrdy. 
I 
3. 在 重 数 大 于 2 的 情形 下 , 反常 重 积 分 的 定义 与 二 重 情形 完全 一 样 . 


定理 23 设 gz, 之 0. 那么 反常 积分 了 = 人 gfz,yjadrag 收 北 的 必要 且 充 分 条 
D 
性 是 对 于 任何 万 可 行 的 区 域 序列 {Da]}, 数 集 {一 因 gf 芒 古 吗 } 都 是 有 界 的 . 


pw ”必要 性 ” 若 积 分 7 存在 , 则 数列 {7} 收 贪 到 工 因此 {} 有 界 . 必要 性 证 毕 . 

充分 性 设 数 列 { 瑟 1 有 界 , 那么 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 石 = lim 1 = 
sup{1n}. 
” 设 {D4} 是 另 一 个 D 可 行 序列 , 且 长 = 扩 g(e, 夫 dvdy. 国定 某 Ds, 且 考虑 
DD’ = Ds,N 了 " 

显然 ,序列 {DY 是 Di 可 行 的 . 特别 地 , 对 于 任意 的 n 有 DA CC Dr YU Ds = 
万 

要 完成 必要 性 的 证 明 , 需要 下 面 的 引 理 及 其 推论 . 

引 理 12 ( 窃 阐 性 引 理 ) 下 述 关系 式 成 立 : 

im p(Dr) = uDr), lim ns(Dm\Dn) = 0. 

引 理 12 的 证 明 数列 {px(D)} 不 减 且 以 p(D%) 为 上 界 . 因此 存在 po = lim p(Dr) 
< Dm). 

要 证 po = jp(D'). 考虑 集合 Di, 的 闭 包 D5 = Ds U8D. 由 于 D% 可 测 , 故 
xz(8D') = 0. 因此 对 于 任意 的 & > 0， , 存在 开 的 最 简单 图 形 全 = 全 ,使 得 9D CC W. 

集合 DD', 是 紧 致 的 ,而 Wu( 总 Dm 五 . 所 以 存在 足够 大 的 自然 数 有 , 使 得 


WU (VU Do D5, 即 (WU DY) > Di 因此 


PP 十 AD) 2 所 Di 
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从而 + 之 4(D5). 由 此 推出 po > pCDm). 终于 得 到 Jim ADJ = 区 站] 
还 有 , 由 (DND)U Dr = D5 以 及 (Di ND) n pr = = 多, 从 测度 的 加 性 得 
ALDnADa] + (Dn) = (Dm,). 

因此 , lim uD ND") = 0. 引 理 12 证 毕 . 
推论 设 引 理 12 的 条 件 成 立 . 还 设 函 数 g(x, 在 DY 上 可 积 . 那么 成 立 等 式 
im 了 9{2, Y) drdy = 站 g(x, Ydzdy = I,- 


Dr 


Tr 


bp ”推论 的 证 明 . 根据 积分 的 加 性 , 有 
-ff svaray= ff easay 
De Di ADY 
由 于 函数 g(x,WD 在 Di, 上 有 界 , 即 存在 c > 0 使 对 一 切 (zx,y) e D', 有 |g(z,w)| 过 训 
所 以 当 n 一 o0 时 
Tm — fl g(x, Wardy| < cup( DNDN) — 0. 
Dy 


推论 证 毕 . 
现在 来 完成 定理 23 的 证 明 . 由 于 DC Dn, 所 以 成 立 不 等 式 


fat, Wan Ds. 
Dr 


在 此 式 中 令 n 一 oo 过 渡 到 极限 , 使 用 推论 , 就 得 到 
= 1 se， Yap < ho 
bs, 


由 此 得 知 , 存在 极限 I' = lim I & 1o. 但 若 将 所 进行 的 讨论 中 的 D; 和 DD 位置 互 
换 , 就 得 到 所 .因此 五 二 uy 定理 弛 的 充分 性 部 分 也 证 完了 4 


定理 24 诅 函 数 9g[z, 和 go(x, 轴 在 含 子 集合 站 的 任何 著录 当 可 测 的 紧 臻 全 
合 上 都 可 积 , 并 设 在 集合 DD 上 成 立 不 等 式 0 世 go(7, 胡 芯 g(T, 们 , 那么 : 
1) 车 反常 积分 订 9(z, Wdy = 了 了 收效, 则 积分 [golz,Wdn = 帮 收 训 ; 


号 六 
2) 车 反常 积分 厅 go(z, 臣 dy 发 散 , 则 积分 帮 gfz 轨 4 也 发 散 . 
D D 
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e ”由 于 积分 了 收 合 , 所 以 存在 D 可 行 的 序 列 {DD;,]} 使 得 当 n 一 co 时 有 


I = fs Wap = 1 
b, 


= / golzy)dh < In < I 
DD 


于 是 成 立 不 等 式 


而 且 数 询 { 怀 } 是 不 减 的 . 因此 存在 极限 lim 各 = 而 乞 工 根据 定理 23, 反常 积分 
石 = 几 golx; dp 存在 - 


2) 模 据 积分 H go{x; 切 dp 的 发 散 牧 , 对 于 任意 的 D 可 行 序列 {D,}, 当 n 一 oo 


时 有 
~ J me Wap 一 十 ee， 


因此 ， 当 RH Oo 时 也 有 tn 一 十 oo， 这 是 六 为 了 六 I | 
推论 著 反 常 积 分 帮 |gfz 引 | 收效 , 则 积分 帮 gz 切 G 收 鼓 . 
DD DD 


9 ”考虑 明 数 
= 也 二 ,9 -2 


由 于 0<g- |gl,0 < 9+ < gl, 所 以 根据 定理 24 积分 pe dp Nga 都 收 敏 . 于 
是 琢 数 g = 外 一 9g- 的 积分 收 伊 ， 4 
定义 21 若 积 分 族 |9(z, 胡 [dp 收 化, 则 说 积分 帮 g(z; 贡 dj 绝对 政 考 ， 
D D 
上 面 的 推论 可 写成 : 若 反常 积分 绝对 收 敏 , 则 它 收 化 . 
类 似 于 定理 23 和 定理 24 的 命题 对 于 第 二 类 反常 积分 也 成 立 . 情况 是 这 样 的 ， 


在 反常 重 积分 的 情形 , 通常 的 收 敏 蕴含 着 绝对 收敛 ,而 对 于 一 重 积 分 , 情况 并 非 如 此 ， 
我 们 只 引 两 个 利于 应 用 的 定理 . 


定理 25 若 积 分 夏 gfz, 切 收效 ， 且 函数 g(7, 衣 灌区 域 五 的 不 次 积分 存在 ， 
则 两 者 相等 . " 

定理 26 若 积 分 9g( 表 dh 收 北 |, 并 且 卫 二 FB(F) 是 区 域 Do 到 了 的 光 消 映射 ， 
它 在 Do 的 内 部 是 双方 音 值 的 ， 那么 成立 下 玉 变 元 变换 公式 : 


1 9(Pdp 一 / g(P(E) Jp (Ddz.® 


中 原文 中 没 写 1) 而 有 2). 3) 是 1) 的 等 价 说 法 一 一 译 者 注 . 
号 望 读者 对 文中 使 用 的 dn, 旺 ,dzdy 等 符 导 , 不 要 混 清 一 一 译 者 注 . 


464 ， 第 十 九 章 多重 积分 


例 1. | J 当 a > n 时 收 伍 , 而 当 a < n 时 发 散 , 其 中 和 | = 
王 || 守 1 


坟 直 满足 不 等 A < | 放 所 24 的 点 元 的 集 台 54. 设 4= A = 2,k C= 
0,1,2,.… . 得 到 


dx Lm | 1 [ep] 
:人 i 苹 2 一 Ke 十 Fn ， 
/ /二 i = 2, Da H(S2x) 之 ,2 2 


jiall>1 =n | 


右 端 的 级 数 当 -a +m < 0 即 a > n 时 收 化， 此 时 积分 收 化， 用 Ka 代表 满足 
| 有 和 4 的 点 z 的 集合 . 那么 


HSA) = pK2aa) — A(KA) = AAR( R32) 一 pK1)). 
由 此 
/: /二 lal < > > re "(plK2) — pC(K1)). 


lz#ll>1 
右 端 的 级 数 当 a < n 时 发 散 , 从 而 积分 此 时 亦 发 散 . 
2. 积分 
/Er re [el 十 十， 
和 | 过 人 > 
其 中 mm,… ,an > 0, 当 二 二 二 < 1 时 收 敏 , 而 当 过 十 … 十 二 > 工时 发 艇 
设 54 是 使 不 等 式 | 


由 二 | 四 | 呈 十 :十 |zalcn < 24 


成 立 的 点 5 二 (x1,… ,zn) 的 集合 . 那么 , 对 于 任意 的 2 & 54 有 |zxs| 所 (2.4) 古 < 一 
1,:-: ,1. 因此 ， 
lSor) Ee 未 2n2 而 十 … 十 而 9 二 十- 十 起》 

由 此 得 到 , 当 

二 十 … 十 了 工 —1<0 

C1 Orn 
时 , 积分 收 分. 

设 Ka 十 满足 条 件 [zi 二 + ， :二 [zn 之 太 的 点 二 的 集合 . 那么 各 由 一 Koa\KA, 

显然 


uA(SA) = (Kza) ~ L(Ka) = At ta (p(K2) ~ pK)). 


§15.。 曲面 的 而 积 - 465 . 
于 是 积分 


dz 1 
| /Er re > Mw) 


Hall>1 
> 》 寺中 (而 + 二 二 Ja(Ko) -AH 
1 1 > 
当 训 二 二 二 一 1 之 0 时 发 散 . 
到 此 , 我 们 完 威 了 对 反常 重 积分 理论 的 讨论 


第 九 讲 


815. 曲面 的 面积 


我 们 的 目的 是 , 把 测度 的 概念 推广 到 展 布 在 三 维 以 及 更 高 维 的 空间 中 的 二 维 曲 
面 上 的 集合 上 ， 为 此 必须 回答 下 面 的 问题 . 这 样 的 曲面 是 什么 ? 我 们 将 要 考察 什么 
样 的 曲面 ? 

我 们 把 满足 方程 z = 8z, 妨 的 点 (3,yz) 的 集合 外 时 作 朝 面 , 这 里 g(x,y) 是 
某 个 两 个 变量 z 和 ?1 的 畏 数 , 而 点 (zx, 和 1) 属于 xzOw 平面 的 某 个 集合 . 通常 要 求 咀 数 
g(x,y) 在 除了 一 个 若 尔 当 测度 为 零 的 集合 工 外 处 处 连续 . 曲面 在 平面 xOy 上 的 
投影 是 区 域 也 . 假设 D 是 约定 可 测 的 紧 致 集合 . 设 梧 测 集 DD1,…. ,了 构成 它 的 分 法 
7, 取 ME Ds, 并 设 Mi 是 曲面 上 @ 上 点 Ns 在 平面 zxOy 上 的 投影 下 = 二 天 证 
~ 是 曲面 @@ 在 点 Ns 处 的 法 线 与 轴 Oz 的 夹 角 . 考虑 曲面 @ 在 点 Ni 处 的 切 平面 
其 到 xOy 平面 的 投影 怡 为 Dr 的 那 一 部 分 x, 上 = 1,… ,t. 诸 Qs 的 全 体 就 构成 了 
一 个 “ 鳞 状 ”曲面 . 由 线性 代数 知 , 面积 AQGA) 等 于 


ADk) ， 
Ri 名 5 = | eos yr] := 1 »t, 
我 们 定义 曲面 9 的 面积 为 
四 DR) dzdy 
AQ Ar bm D> EC | eos yxl =] re [cos7y(z, | 


由 于 曲面 的 方程 是 z = g(x, 功 , 它 在 点 NE Q@ 处 的 法 向 量 可 写成 
《一 9 —gy 1) 


元 一 元 (LV ) 一 ， 
1+ {gp + (go 


N= NI[z,). 
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因此 
CoS 一 7 = Y{x,Y). 
1+ (95) + (95) 
由 此 得 到 


x(Q) = f V+ (gotr, 9))? + (gz, y)) drdy. 
DD 


于 是 , 从 不 完全 严格 的 几何 讨论 , 我 们 得 到 了 三 维 空间 中 曲面 面积 的 公式 . 下 面 
我 们 给 出 这 个 概念 的 某 种 精确 化 及 推广 . 


定义 22 把 集合 @ = 作 = (rly yrTn) = F(X) : 二 (Tz1,z2) & DD} 串 作 nn 
维 空间 到 ”中 的 曲面 , 这 里 区 域 万 是 了 2 中 的 有 界 的 著 尔 当 可 测 的 集合 ,而 映射 
fF: 总 一 CR",F=F(X), 是 在 D{D 的 内 部 ) 上 双方 单 值 ( 即 可 逆 ) 的 , 且 在 万 上 除 
了 一 个 具有 若 尔 当 测度 零 的 全 工 外 , 处 处 连续 . 


我 们 记得 , 映射 F = F(z) = PP … ,rn{ 芋 )) 在 点 zo 处 连续 , 指 的 是 每 个 函数 
rk 全 ) 都 在 点 和 处 连续 汰 一 1， 

说 映射 FF) = (ri (2), 人 ) ) 是 光滑 的 , 如 果 每 个 旺 数 ri(z) 在 万 人 
都 有 仿 导 数 , 是 仿 导 函数 连续 { 在 边界 8D 上 , 当然 只 考虑 单 边 导 数 ), 大 = 1,. 

注 曲 击 Q@ 可 用 不 同 的 方式 定义 , 上 述 方式 叫 作 参数 方式 或 集合 Q 的 参数 化 .参数 化 也 可 
有 不 同 的 取 法 . 对 于 任意 固定 的 数 mm 和 ca, @@ 上 由 地 = Fatea) 和 地 = Fletzo)y 给 出 的 曲线 町 
作曲 面 @ 上 的 坐标 曲线 , 而 点 {ciea) 则 叫 作 曲面 @@ 上 的 点 F[e1, ez) 的 曲线 坐标 . 


定义 23 曲面 妨 也 作 光 消 的 , 如 果 它 所 借以 定义 的 映射 二 F(F) 是 光滑 的 . 光 
滑 曲 面 叫 作 非 退化 的 , 如 果 映 射 FF 二 F{F) 的 雅 可 比 给 阵 总 满 秩 , 即 秩 总 为 2. 


我 们 的 目的 是 定义 非 退 化 曲面 上 的 集合 的 测度 , 即 面积 , 为 此 先 搞 明 白 , 集合 的 
面积 或 测度 应 该 具有 什么 性 质 . 除了 测度 的 通常 的 性 质 (单调 性 , 加 性 , 关于 空间 的 正 
交 变 换 的 不 变性 , 与 参数 的 选取 的 无 关 性 ) 外 , 还 必须 使 得 在 ra = 74 =… =rn 三 0， 
即 “ 平 面 ” 映射 了 = F(z) 的 情形 , 成 立 公 式 


= fl [IB)|dr1de, 


其 中 大 (本 是 映射 F = F(F) 的 雅 可 比 式 
r(x) Bro{ 圭 ) 
Hr1 ” dr 
Ori(z) Bo 元] | 
drs ” rs 
为 了 简化 论述 , 我 们 假设 平面 集合 DD 是 闭 的 标准 正方 形 . 此 时 DD 的 像 的 测度 
K(Q@) 是 当 Ar 一 0 时 正方 形 DD 的 等 分 为 正方 形 Dr,k,! = 1,… ,m 的 分 法 的 积分 


Jr{E) = 


Sa15， 铅 面 的 乔 积 - 467 . 


和 
oT) = YY | 不 (eeCDkD) 
k=1 l=1 
的 极限 , 式 中 zxt 是 正方 形 Dri 的 左下 顶点 ， 

在 推导 图 形 @ 的 面积 公式 时 我 们 已 经 见 到 , 数 |.(E41) {Drn) 等 于 正方 形 Dp， 

经 线性 变换 5: 

所 未) 一 A(TiL) {Tz 一 Ex ) 一 dr{zxr.2)} 
变 到 的 平行 四 边 形 的 面积 这 里 A(zkx) 是 映射 5 = F(F) 的 雅 可 比 甜 阵 4 在 点 
元 =- zkt 处 的 值 (给 阵 ) ,F(z) 是 AF = F(E) 一 FF) 的 一 阶 近似 ( 即 线性 近似 ). 

于 是 , 在 计算 jy(@) 时 , 我 们 把 D 分 划 成 正方 形 Dx, 然后 对 于 每 个 Di; 用 线 
性 映射 dF(z47) 代替 映射 AF. 在 这 个 变换 之 下 , 可 以 说 出 像 的 面积 等 于 什么 所 得 
到 的 面积 关于 一 切 指标 (开门 ,大 = 1 ,m 求 和 , 就 给 出 了 积分 和 cf， 

在 一 般 情 况 下 , 自然 地 基于 同样 的 步 又 来 定义 曲面 的 面积 , 也 就 是 说 , 应 该 作 正 
方形 D 的 分 法 卫 把 它 划 分 成 相等 的 正方 形 Di 上 ,1 一 1.… 然后 代替 了 映射 AF 
以 线性 碳 射 Bk: 

Prd (FB) 一 dF (Eri), 
再 求 出 测度 Ri = Pn,i(Dkw). 然后 加 起 来 得 


定义 24 甘 当 Ar 一 0 时 oc{T) 有 极限 , 则 称 此 极限 为 曲面 外 的 面积 . 


剩 下 的 是 对 etzy 进行 明确 的 计算 并 求 出 它 的 极限 j(Q). 为 此 , 指出 , 向 量 五 = 
(h,0) 和 6&2 = (0,h) 在 映射 5 = 时 (下 之 下 变 成 向 量 
_ _ Hr Dr 
t= Pe) =h (Be Be), 
er Ar,, 
a = Bes) =h (Perse ,于 ). 
现在 应 该 求 出 由 向 量 页 和 码 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 , 为 此 使 用 线性 代数 的 
公式 , 它 断 言 


EF 
FG 


(a1, Hi1), (&1, 59j 
(a2, a1), (da, 52) 


我 们 对 此 公式 作 一 简单 的 推导 .显然 , 由 向 量 机 和 52 组 成 的 平行 四 边 形 的 面 
积 等 于 


2 一 二 hz 


| = (EG — FY)h,. 


1(Gi, Go) 
Nall> 下 


= ja Ilaz 一 
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由 此 求 得 
2 = Hal aoll? — (a1, ae) 
= (EG — F*)h* = T(z)ht. 

于 是 得 到 


of 四 一 >》 VT ERD) A(DEn). 


k=1 {=1 


函数 wT{#) 在 D 上 连续 , 因此 存在 极限 
lm o{T') = f T(E)drdr2 = p(QY. 
nD 


党 
lt 
~ 


pg) = | VEG -Fidoides, 
| 


我 们 指出 , 这 个 积分 既 可 以 是 正常 的 , 也 可 以 是 反常 的 . 由 边 而 = Ah ,2 = hr 组 
成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 


(Ra = Klee 
由 此 得 到 曲面 面积 的 又 一 个 公式 : 
ng) = ff sr llama 
D ， 


例 1. 上 半球 面 8 = ff 人 , 久 引 E 肾 322 十 这 十 好 =1z> 00 的 面积 等 于 2x. 


我 们 有 AAO) = 1 dzdy 
| cos( 元 , 23)| 
zl 
其 中 元 = {zg,9,2),z 二 VI 一 x2 一 雪 ,cos{( 元 ,63) 二 z. 因此 得 
drdy 
RN = Vi ry 
2 十 坟 志 1 
转换 到 极 坐 标 , 得 


2 1 rdr 1 gr? Ta 
A@)=/ of vi "hh = 2 
2. 由 方程 


F=F(p,0 = {C++acoad) coap, B+acosd) sing, asind) ,b> a 


$16， 在 = 维 欧 几 扭 得 空间 中 的 m 维和 曲面 的 面积 .469 . 


在 参数 变化 的 反 域 
D= {D0 Ep < 27040 < 27} 
上 给 出 的 二 维 环 面 8 C 了 的 面积 . 


我 们 有 
,= ({—(b+acoad)sin gp, (b+ acosd) cosp, 0), 
一 《一 在 Sin cosp, —asingsing,a cosd), 
BE={F,,F,)= (b+acos, F = (7,,79) = 0, 
G = (7) = a, VEG— PF? = a(d + acosd). 
电 此 得 到 


HQ) = 1 VEG — F?dpdg = 广 sof alb+ acosd)dd = dnab. 


8$16. 在 n 维 欧 几 里 得 空间 中 的 mr 维 曲 面 的 面积 


设 m,n 都 是 自然 数 ,1 < m < nm. 

设 D 是 Rm 中 的 有 界 的 若 尔 当 可 测 集 , 蜡 射 是 DD 到 Q c R" 的 可 道 映射 且 
在 D 上 除了 一 若 尔 当 测 谋 为 零 的 子 集 工 外 处 处 连续 . 称 此 @ 为 R" 中 的 m 维 曲 面 . 

说 光滑 曲面 8 非 退 化 , 恕 果 僻 射 F= F(z) 的 雅 可 比 和 矩阵 处 处 满 秩 , 即 处 处 有 秩 
PL. 

为 简单 起 见 , 设 集合 D 是 立方 体 , 并 设 了 是 把 它 等 分 为 边 长 为 的 立方 体 DE 
的 分 法 , 还 设 于 是 立方 体 Dx 的 左下 顶 息 . 

仿 户 二 拷 ( 呈 二 全 (58), RE = 所 (DE) 且 定 义 积 分 和 


af) = A(RE). 


定 兴 25 称 
HQ) = AmooO 
为 曲面 外 的 面积 ， 
为 了 计算 ol 了 ), 必须 找 出 平行 多 面体 RE 的 体积 p(BRx). 此 多 面体 由 向 基 本 = 
hi mn 二 hh, 构成 
由 线性 代数 知 
A(RE) 一 号 TIE1 " , Gr) = Vm; 


470 . 第 十 为 章宗 重 积分 


其 中 To = T( 本 ,am) 是 克 扩 默 定 阵 的 行列 式 


和 


我 们 引信 Vi 的 计算 公式 ， 当 m = 1,2 时 , 显然 vE = ||all = ,VEz = 
页 :je 一 有 友 . 因此 总 = Ta 我 们 来 证 明 2 = Tw/Tm_1, 其 中 hn 是 向 量 如, 到 
以 1,-… ,am_1 为 基 的 mm 一 1 维 空 间 工 = { 室 waulo E 限 , 天 一 1 一 1} 的 
映射 

把 an 表示 成 in = bm 十 hm, 其 中 到 E ,hm 上 LL. 那么 下 面 的 等 式 链 成 立 : 


sr 


Lr (Gm, &1) (Gm, Gm) [Boy a1) am 和 十 | 
Lmn—1 Tm_i Lm_1 
(B10) Gm) (Gb) 
{dm_1; G1) ~ (Gm_1) Gm-1) [ 1 bmn) Ti1 0 
Bad1) (an llbmll? (Bra, G1) … ||hmll 
m1 m—1 


因为 第 一 个 被 加 项 的 分 子 中 的 行列 式 等 于 零 ( 它 的 最 后 一 行 是 其 他 各 行 的 线性 组 合 ). 
于 是 , 平行 多 面体 Ri 的 体积 Vi = p(RE) 等 于 


Vm 一 下 1 YY Tm 1: i ee- 一 VTm. 
我 们 指出 ,TT > 0, 这 从 等 式 
Lm 


0,T1 = al >0 
mm—1 


推出 , 因此 
oc(T) = bp Lm, (FE)) "1 ;EE LLDE). 
和 


在 此 等 式 中 令 Ar 一 0 过 渡 到 极限 , 就 得 到 计算 n 维 空间 中 的 m 锥 曲面 的 面 


积 的 公式 : 
pg = ff VE ,te jd dom, 
D 


816、 在 n 维 欧 几 里 得 空间 中 的 mm 维 翰 面 的 面积 - 471 ， 


当 m = 1 时 我 们 得 到 光滑 曲线 的 长 度 公式 p(8) = [p70|az, 而 涯 mm = 时 
就 转化 成 n 重 积分 中 的 变量 变换 公式 .: 


uA@)= /Eee dem = f+ f eld dem, 
D LD 


其 中 开 (FE) 是 映射 5 = F(z) 的 雅 可 比 式 ， 


注 1. 设 4 = (ii …- ,Um) 是 由 1 维 空间 中 的 m 个 向 量 组 成 按 列 排 成 的 矩阵 , 而 4A! 是 
它 的 转 置 矩阵 . 那么 从 比 肉 - 柯 西 会 式 知 


和 


1 


Qi 1 Oem em 
此 等 式 表 明 , 平行 字面 体 的 体积 的 平方 等 于 它 到 所 有 的 坐标 xm 维 子 空间 的 投影 的 体积 的 平方 之 
和 ({ 毕 运 哥 拉 斯 定理 的 推广 ). 

2. 成 立 阿达 马 不 等 式 (61,… ,am)】 气 (而 )*…T(&m), 其 中 等 导 仅 当 对 于 一 切 1 44 所 
mi 与 正 交 时 成 立 . 

3. 根据 定义 , mm 维 曲 面 的 面积 不 依赖 于 参数 的 选取 . 
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第 十 讲 


81. 曲线 积分 


曲线 积分 是 沿 着 n 维 空间 中 的 曲线 工 的 积分 ,我们 将 考虑 两 种 类 型 的 曲线 积 
分 : 第 一 型 和 第 二 型 曲线 积分 . 

作 一 些 假定 . 为 简单 起 见 , 我 们 认为 曲线 5 所 在 的 空间 是 二 维 的 . 曲线 工 本 身 
被 认为 是 逐 段 光 清 的 , 也 就 是 说 它 可 以 划分 成 有 限 个 光滑 曲线 段 . 我 们 仅 考察 一 个 
这 样 的 段 . 

大 家 知道 , 曲线 工 是 革 个 线段 fa 在 映射 了 = FE fa, 酉 之 下 的 像 , 其 
中 F089 = (zf 且 z(t) 和 y(t) 是 闭 区 间 [a,8] 上 的 光滑 孙 数 . 此 外 ,线段 
Ia, 的 内 点 映 成 曲线 上 的 “内 ”点 , 而 线 眉 的 端点 a 和 5 喘 成 曲线 工 的 端点 4 和 
B, 4A = Fo, 了 = F{ 及 0. 我 们 还 假定 曲线 工 非 退化 , 即 不 含 奇 点 . 换言之 , 对 于 一 切 
ft € la, 向 量 站 蜡 于 零 . 

设 于 是 闭 区 间 [4,8] 的 一 个 标 码 分 法 :a =—to < tn = bt ,Em 是 
标 码 点 ,zx 二 T(x = y(Ep),K = 1,… ,m;Als 是 曲线 上 的 Ak = [ 奈 -1, 克 ] 的 像 
的 那 一 段 的 长 麻 , 即 


AE = 太 (oO + (Ydt. 


82。 曲线 积分 的 性 质 - 473 - 


设 隔 数 gfz, 切 在 曲线 工 上 定义 . 
定 当 1 落 当 Ar 一 0 时 积分 和 


v1(T) = > g(rp, ye) A 


尼 二 1 
有 极限 , 则 此 极限 值 叫 作 地 数 gf2, 们 党 曲线 的 第 一 型 积分 . 
此 积分 记 作 
五 = /se 
考 目 积分 和 


oo{T) = $9(Th YK) ATE) ATk — Z(t) — T(tk—1). 


此 二 1 


定义 2 若 当 Ar 一 0 时 积分 和 o2(T) 有 极限 12, 则 J2 串 作 了 通 数 g(z,y) 沿 帅 
线 从 A 到 日 的 方向 关于 第 一 坐标 的 第 二 型 积分 . 


记 作 
五 = [ 9 y)dr. 
类 个 地 还 定义 一 个 第 二 型 积分 (关于 第 二 坐标 的 积分 )， 
Js = [ ; g(t, Ydy. 
对 于 积分 2 和 五 , 常 使 用 下 面 的 记号 : 
I -人 Plzx, dr, 1s =/ QT, ydy- 


T= P dy. 


呀 作 线 性 微分 形式 Pdz + Qdy 沿 曲 线 工 = 4B 的 一 般 的 第 二 型 曲线 积分 (这 里 曲线 
通过 它 的 始点 和 终点 来 标记 ). 


82.、 曲线 积分 的 性 质 
设 z= z(t) 是 常数 . 那么 
= f, Pilzx,y)dr = 0. 


实际 上 , 对 于 任意 的 分 法 也 总 有 Axx = 0, 从 面 oa(T) = 0. 由 此 推出 =0. 
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定理 1 (曲线 积分 的 值 用 袭 曼 积分 表示 ) 设 函 数 g(xz,y) 在 工 上 连续 . 那么 曲 
线 积 分 万 , 王 , 玉 都 存在 且 分 别 等 于 


下 
n= / gz(0), yt) (wt) + Cy (de, 
五 = / g{z(t), yt) (t) dt, 
四 
f= / gz 的) (tat. 
> ”只 考虑 积分 1 积分 
bh 
/ gett), yA) Vv (D+ Odt 


的 积分 和 (T) 与 曲线 积分 的 积分 和 v1(T) 的 差别 在 于 ， 代 震 At 而 取 
Vz ER) 十 (ER))2Ate, 其 中 & € An 二 [4-1,txj, 即 曲 线 长 度 在 点 & 处 对 于 
变量 # 的 增 量 Atk 的 微分 . 往 下 可 以 援引 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 


占 
五 = / gz) 


的 定义 , 其 中 10 = 太 VEr 五 十 (本 jdu， 而 据 此 完成 积分 等 式 的 证 明 . 但 我 们 
还 是 给 出 此 式 的 直接 的 证 明 . 

根据 导 冰 数 ?的 在 财 区 间 [@, 机 上 的 连续 性 , 它 在 此 区 间 是 一 致 连续 的 . 那么 对 
于 任意 的 te [1 丰 和 tke [te_iytk]; 有 | 一 (ER)| 和 wlAtr), 县 lim w(z) = 0. 
(这 里 w 代表 函数 1 在 la, 日 上 的 连续 模 wf6) = sup{|l(s) 一 | :1s 一 t 5),5>0, 
译 者 广 ). 

由 此 得 


tk [了 
Als = / L(t = HER)Ats + 1/ (人 — (Ep) 
= Utér)Atr 十 Ow Atr) Atr). 


由 于 g(x,y) 在 紧 致 集 工 上 连续 , 故 它 在 工 上 有 界 , 即 存在 数 M > 0, 使 得 对 于 一 切 
(zy EL, gr y)| & M. 
于 是 


or1{T) = bp g (Tn, Ye A = > gm, Ye) (Ex)Ati + oO (> MA At) 
kk 上 号 点 
= 5 (7) + O(R), 
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其 中 
| 吾 | 专 M maxw(Atrj At = Mb— a): max w(At:). 


由 于 当 Ar 一 0 时 斑 一 0 所 以 ai 六 和 (2 同时 收 伍 到 同一 个 极限 . 积分 五 的 
表达 式 获 证 ， 要 

定理 1 给 出 了 计算 曲线 积分 的 统一 的 方法 . 此 定理 的 下 述 推 论 都 通过 把 曲线 积 
分 转化 为 获 曼 积分 而 得 到 . 

1? 成 立 下 述 等 式 : 


1/ Pdz + day = f Peoeo + Qcosaz)dl, 
AB I 


其 中 cosa = (7,81) 二 一 一 一 一 一 一 ,C08 Ca 一 (了 ,E2) = y 


VT VE 


是 曲线 天 在 点 人 2, 攻 处 的 斯 向量 避 和 本 是 泛 坐 标 轴 Da 和 Oy 方向 的 单位 向 量 ， 
2° 车 对 于 一 切 点 (zx, 四 E 工 都 成 立 不 等 式 gi(z; 训 所 92(zY; 黄 ; 则 有 f aa 矢 
下 


gadl. 
工 
3° 成 立 不 等 式 |/ dl < /ld 
开 工 


de 若 函 数 g 在 曲线 上 上 连续 , 则 存在 点 上 E 工 使 得 fo 二 g(&)4( 上 ), 其 中 
AD) 是 曲线 工 的 长 度 . - 

第 一 型 和 第 二 型 曲线 积分 的 值 都 与 参数 的 选取 无 关 , 因为 在 它们 的 定义 中 的 积 
分 和 与 参数 的 选取 无 关 . 

特别 地 , 积分 五 不 依赖 于 是 把 4 还 是 B 看 作 是 曲线 工 的 始点 (相应 地 把 B 还 
是 4 看 作 终点 , 例如 , 可 以 通过 关系 式 1 一 a 十 6 一 4 来 重新 定义 参数 ). 

同时 , 成 立 等 式 /Pdr =- [ pax,{ Qady=- f Qay, 也 就 是 说 , 第 二 

过 吾 BA 三 电 BA 

型 曲线 积分 当 曲线 循 行 方向 改变 时 , 积分 值 收 变 符号 .中 

我 们 来 卷 虑 曲线 工 的 两 个 参数 表示 :F = 7(6),t€ [6 以 及 二 = 二), [c,d 
设 t= ta 是 从 [ce 本 到 [a, 的 光滑 映射 . 那么 天 三 页 名) 一 二 jz 一 工人) 

我 们 指出 , 导 函 数 #{w) 在 整个 闭 区 间 [c,d] 上 有 同一 个 符号 , 不 然 的 话 , 根据 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,将 会 有 某 点 uo ec (cdj 使 #(wo) = 0. 那 时 将 有 (wo) = 
者 {t(uo))t (uo) = 0, 于 是 曲线 三 就 有 奇 点 了 , 也 就 是 说 它 是 退化 的 , 而 事实 不 是 这 
样 . 

当 tu > 0 时 , 必 有 t(c) = uta] = 实际 上 ， 从 拉 格 朗 日 定理 得 知 , 对 于 某 
ee 有 tq) te) = (Ed -0). 因此 t(d) > t(e). 而 这 表明 tc) = a,t(d) = 避 


也 这 里 原文 是 5 Pdz 一 一 J4g 日 册 ,一 一 译 者 注 . 
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往 下 我 们 使 用 定理 1 和 在 黎 坚 积分 中 进行 变量 变换 的 定理 . 我 们 得 到 一 串 关 于 
第 二 型 积分 的 等 式 


让 
f (rartd) = / g(r(t))s' (tdt 
工 在 
| 
= / g(r lw) tt Cw)du 
三 
A 
= / g(r (divi (wu). 
LL 


在 #(w) <0 的 情形 有 te) = 4,ttd) = a. 重复 上 面 的 论述 , 得 知 在 这 种 情况 下 从 
一 个 参数 转化 为 另 一 个 参数 时 成 立 等 式 


1 
上 gr(t)dr 乓 二 一 / g(r (tu) (tu) (wdu 
虹 
= / g(r (wu) (du 
三 一 和 dz 名 一 了 1 、 
[ nd 上 op)az 
式 中 4 = 而 (= 元 有 ,号 王石 ( 全 = 站 ,BA 代表 工 消 与 原来 方向 (从 4 到 吾 ) 相反 


方向 循 行 . 此 式 恰 说 明 第 二 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲线 积分 一 样 都 与 曲线 的 参数 表示 
方式 无 关 . 


在 维 数 多 于 2 的 空间 中 , 对 于 曲线 积分 , 类 似 的 性 质 都 成 立 . 例如 在 3 维 情形 


b 
fs yz2}dl = / g(r(t), y(E), z 人 的)W (全 )2 二 (wy ())2 二 (2 (#2, 
/ Pdz + Qdy + Raz = / ?py'(t) + Qy (0) + Re'(t)dt 
总 是 站 


一 / Peosa + Weosas 十 Reosasdl, 
也 


其 中 cos ox = (T, 可 1)T 一 mk = 1,2,93., 


到 此 , 我 们 结束 对 于 曲线 积分 一 般 性 质 的 研究 . 


钙 原 文 此 处 为 一 广 sm)azi, 其 实 曲线 的 参数 表示 与 直角 坐标 系 的 选取 是 两 个 概念 . 参数 : 换 为 
时 ,vv 的 增加 对 应 于 t 的 减 小 , 从 而 改变 了 工 的 循 行 方向 一 一 译 者 广 . 
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83， 沿 闭 围 道 的 第 二 型 曲线 积分 . 格林 公式 


根据 第 二 型 积分 的 加 性 ， 对 于 任意 的 曲线 IL; = A4B 和 IL。 = BC 只 要 曲线 
工 = LiU Lz 没有 便 (chdng) 点 , 就 有 


/ odz+ 上 odz= | gdr. 
#8 BO 仙人 


就 是 根据 这 个 公式 , 也 定义 了 当 4 与 女 重 合 时 的 积分 . 此 时 , 曲线 I 与 Lz 的 联结 
工 == Li Uy Lo 二 作 闭 曲 线 . 


定义 3 曲线 工 巴 作 闭 的 逐 段 光滑 曲线 (无 重点 的 ]， 如 果 
lL= LUL;; 

2) Li 和 Lo 都 是 逐 般 光 涡 的 曲线 , 它们 的 两 端点 分 别 重 会 ， 
3) 曲线 LI 和 La 没有 公共 点 . 


如 果 在 则 线 IL, 上 定义 了 循 行 方 同 , 即 确定 了 始点 4 和 终点 B, 而 在 曲线 Fa 上 
以 吾 为 始点 , 以 4 为 终点 , 那么 在 工 干 就 给 定 了 循 行 方 向 , 使 得 对 于 任何 相同 的 三 
点 41, 42, 4s E 工 , 下列 两 个 循 行 次 序 : 4 4a34s41 和 414a4a41 总 有 一 个 合乎 工 的 
循 行 方向 ， 

由 于 在 任何 闭 曲 线 工 上， 确切 地 有 两 个 不 同 的 循 行 方向 ， 其 中 一 个 自然 地 认为 
是 正方 向 , 市 努 一 个 被 认为 是 负 方 身 ， 

我 们 指出 , 此 时 对 于 微分 形式 Pdx 十 Qdy 沿 闭 曲线 工 按 正 方向 御 行 时 的 积分 I, 
使 用 记号 

1 = 4 Pdr + Qay. 
/ 


我 们 来 确定 如 何 选取 闭 曲 线 循 行 的 正方 向 . 首先 观察 圆周 工 : 有 2 十 六 = 1 这 个 
重要 的 例子 . 作为 圆周 循 行 的 正方 向 , 取 “ 道 时 针 方 向 ", 它 是 这 样 定义 的 , 把 圆周 分 
或 上 半圆 周 Fi :x 十 访 二 14,y 宕 0 和 下 半圆 周 Lo 过 二 49 所 0. 在 Ki 上 作为 
始点 取 4 = (1,0), 而 终点 是 BB 二 (一 1,0); 对 于 下 半圆 周 上 2, 则 以 B 为 始点 ,4 为 终 
点 . 

在 圆周 5 上 可 以 通过 指定 它 上 面 性 取 的 点 4 外 的 切线 方 辐 , 即 切 向 量 了 来 确 
定 上 的 循 行 方向 . 

我 们 考察 空间 Rs 中 *Oy 平面 上 的 贺 周 5, 设 在 它 的 每 点 处 给 定 了 圆周 的 外 法 
向 元 , 它 位 于 平面 z9y 内 , 以 及 圆周 的 切 向 量 +. 如 果 沿 Oz 输 的 单位 向 量 柚 ( 基 同 
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量 ) 的 方向 与 矢量 积 于 ,Fl 的 方 回 一 理 , 刚 说 问 量 了 给 定 了 圆 局 工 的 循 行 正方 问 { 简 
称 正 向 ). 

我 们 把 圆周 的 这 个 性 质 作 为 定义 一 般 曲 线 工 的 循 行 正方 向 的 基础 . 

定 光 4 语 肝 的 逐 段 光滑 的 无 重点 曲线 工 是 平面 xOy 上 的 西 业 万 的 边界 , 设 
E3 是 Dz 轴 的 基 向 量 . 在 曲线 工 的 每 点 处 巴 给 定期 向 全 示 和 外 法 向 向 量 元 . 如 果 向 
量 Ea 的 方向 与 矢量 积 友 , 村 总 是 一 样 的 , 则 说 向 量子 给 出 了 围 道 工 的 特 行 正方 向 . 

我 们 的 当务之急 是 证 明 格 林 公 式 . 格林 公式 给 出 沿 平 面 区 域 DP 的 边界 , 平面 闭 
这 线 工 的 第 二 型 曲线 积分 与 灌区 域 D 的 二 重 积 分 之 闻 的 联系 . 为 简单 起 岗 , 我 们 考 
虑 凸 区 域 万 的 情形 . 

定理 2 (格林 公式 ) 设 区 域 六 是 西 的 , 若 尔 妆 可 测 的 , 紧 致 的 , 其 边界 天 = 9D 
是 闭 的 非 迁 化 逐 段 光滑 的 曲线 . 还 变通 数 已 (zi 人 和 已 人 7 切 都 在 DD 上 连续 , 有 卫 偏 时 
郴 数 区 和 都 在 刀 上 连续 , 那么 成 立 公式 


f part oa = 1 到- $0 ) dudy, 


其 中 则 线 工 洛 正 方向 循 行 ， 


> ” 仅 证 等 式 ap 
fr = -fi 
等 式 90 
yow 一 | Be 
的 证 明 蚌 类 似 的 . 


设 线段 [a, 引 是 区 域 D 到 Oz 轴 的 投影 . 通过 点 (a,0) 和 心 ,0) 作 竖 直 的 直线 
z=a 和 zY+= 根据 集合 DD 的 西 性 , 其 边界 工 = 8D 被 分 成 四 部 分 : 位 于 直线 mx = a 
和 x = 请 上 的 线段 Ll 和 工 3( 它 们 当中 的 每 个 都 可 仪 由 单独 一 个 点 组 成 ), 以 及 位 于 
这 两 条 直线 所 夹 长 条 中 的 曲线 Lz 和 工 4. 

在 曲线 Ll 和 工 s 上 ,zx 的 值 分 别 为 常数 ， 和 


Pdz = dr = 
Lj Lg 


对 于 任何 zo e [四 , 直线 x = zo 与 曲线 Fa 和 上 4 中 的 每 条 都 恰 愉 相交 于 一 
个 点 (根据 BD 的 是 性 ), 分 别 记 作 (zx0, pilz0)) 和 (zo, pzlzo)). 那么 曲线 Ls 是 蚂 数 
4 = Pilz) 的 图 像 , 面 曲线 Za 是 函数 y = watz)] 的 图 像 . 
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我 们 指出 , 从 曲线 工 的 逐 段 光滑 性 推出 隙 数 pg1(x) 和 polx) 的 之 段 光滑 性 
从 曲线 积分 用 歼 曼 积分 表示 的 定理 得 到 


b 
Plear = 三 Peerlar 
La 


Bb 
Pr 人 dz- / Prz eofojyaz 


La 


由 此 得 到 
b 
f Plz,y)dz = / (Plz, pi(z)) ~ Pls, gz(n))ds =H. 
Lai [8 


由 于 函数 入 在 D 上 连续 , 根据 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 有 


Pp2lr) AP 
PP 9 了 三 一 一 
cm) -Pogo) = 人。 页 4 
因此 


b P2tz) AP AP 
HH= -/ sz | ——dy =— 一 一 上 
| oy Dy 


巾 二 天 gz = ar = 0, Py 二 
L1 La IL 
我 们 指出 , 根据 积分 的 加 性 , 格林 公式 对 于 作为 有 限 个 凸 区 域 的 并 集 的 区 域 也 
成 立 . 


例 1. 区 域 D 的 面积 , 根据 格林 公式 , 通过 曲线 积分 表示 如 下 : 


1 
uD) = $dy = — pyr = 3 prdy vas. 
L L E 


2. 设 p: Do 一 DD 是 从 平面 区 域 Ds 到 平面 区 域 D 的 可 道 的 光滑 有 映射. 还 史上 
射 的 雅 可 比 式 了 =- 站 风 在 区 域 D。 上 不 变 符 号 且 we(BDo) = 6D, 此 外 ， 设计 存 
在 Do。 上 连续 . 我 们 从 例 1 的 公式 出 发 来 计算 区 域 马 的 测度 那么 


心中 
接着 , 设 给 定 曲线 8De 的 参数 表示 4 二 4 和 ,4 = 二 w(t),o 所 雪上 那么, 曲线 8D 
对 应 地 由 参数 方程 z = zfua 全 ,of 区 = y(w(t),v(#)) 给 出 
由 曲线 积分 通过 黎 曼 积分 的 表达 式 得 


b 
uD) = fp za = | zh) Lat 
aD ” 


b dy du 漠 学 ) 
=-/ 2 (于 归 + 屯 征 ) 二 
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而 最 后 的 积分 可 以 表示 成 没 曲 线 8Do 的 积分 , 那么 
kD}=€ 由 外 (Par 十 Sgo) ， 
aDo ， 


其 中 , 若 曲线 8Do 与 8D 有 相同 的 循 行 方向 , 则 = = 1, 而 当 8Do 与 8D 的 循 行 方向 
相反 时 , 本 = = 一 1. 
人 得 


站 :网 (x ta 屁 )=«f (a 2 (a ) ) dudv 
-of rk 1 ra 


由 于 雅 可 比 式 不 变 号 且 (DD) > 0, 所 以 ef = | 川 . 因此 
RD 一 用 ad 
/ 


这 样 就 得 到 了 平面 区 域 在 曲线 坐标 中 计算 面积 的 公式 . 


第 十 二 讲 


§4. 曲面 积分 


考察 及? 中 的 光滑 曲面 九 . 我 们 假设 DD 在 每 一 点 都 不 退化 , 也 就 是 说 在 它 的 参 
数 表示 = F(w,v), (wv) E De 中 雅 可 比 插 阵 总 是 满 秩 , 即 秩 等 于 2 的 . 

先 假定 区 域 Do 是 正方 形 . 把 它 等 分 成 正方 形 PP 并 作 一 标 码 分 法 VP 
的 左下 顶点 (wr, v0), ,1 二 1,… 为 标 码 . 记 Pz 的 边 长 为 5(82 = Lpo)). 令 
De 一 元 (下 站 | 并 考虑 出 册 DD 在 点 Fi = F(wi vex) 处 的 切 平面 对 应 于 正方 形 Pe 
的 那 一 Rry, k,l = 1,. 

在 曲面 D 的 点 pu 由 (u,v) E Do 处 定义 着 DD 的 两 个 切 向 量 六 和 Ta 它们 分 
别 对 应 于 雅 可 比 和 矩阵 五 (w,v) 的 第 一 列 和 第 二 列 , 即 


pe su 
Du 

天 = 开 人 = | 型 | 二 = 区 (oo= | 多 
2z Oz 

Ou Ou 
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根据 雅 可 比 抱 阵 不 退化 这 一 条 件 知 ,， 对 于 任何 点 (wu, oj E Do, 矢量 积 [Fi(u 
72(wu,%)] 都 异 于 零 向 量 . 我 们 把 曲面 上 使 雅 可 比 矩 阵 的 秩 小 于 2 的 点 叫 作 曲面 的 奇 
点 .现在 考虑 的 是 无 奇 点 的 曲面 . 

考虑 向 量 
[Fi1, 72] 
| £2]| 


定 兴 5 把 向 量 玉 二 RF(F) 中 作对 应 于 参数 表示 下 二 Fl4,V) 的 曲面 DD 的 法 向 重 . 


这 个 称 导 的 由 来 是 ， 向 量 元 与 切 向 量 六 和 产 都 垂直 . 特别 地 , 当 (vw,v) = 
(weak 时 , 向 量 元 垂直 于 切 平 面 Ri. 

如 果 5 是 正方 形 所 的 边 长 , 则 Ri 是 一 个 面积 为 p(Rx) = [F725 的 平 
行 四 边 形 , 其 中 与 化 面 D 相 切 的 向量 天 和 而 在 点 Pak 处 取 值 ， 

如 华 给 定 曲面 D 的 另 一 个 参数 表示 于 那么 等 式 FF) = (PD) 以 及 元 个 ) = -i(P) 
两 者 总 有 一 个 成 立 . 那么 等 于 向 量 5(F) 与 元 ( 癌 的 标量 积 的 明 数 flw,v) 总 共 取 两 
个 值 +1 和 -1, 但 此 函数 是 D。 上 的 连续 函数 , 因此 它 或 者 恒 等 于 +1, 或 者 恒 等 于 
-1. 这 表明 , 在 改变 参数 表示 时 , 我 们 所 定 闵 的 法 向 基 或 者 在 DD 的 每 点 都 不 变 , 或 者 
在 万 的 一 切 点 同时 改变 成 相反 的 方向 , 因此 说 , 无 奇 点 的 光滑 曲面 对 应 于 某 个 参数 
表示 的 其 面 的 法 向 量 标示 了 该 曲面 的 一 个 侧 . 具有 被 标示 的 钢 的 曲面 叫 作 双 侈 曲面 . 


定 沁 首 曲面 万 借助 于 套数 表示 而 标示 其 一 个 伍 , 站 作曲 面 口 的 定向 (0pHeHT- 


Amman). 


往 下 , 设 在 曲面 D 上 给 定 了 一 个 三 个 参数 F = (x,y,z) 的 函数 h( 站 . 考虑 对 应 
于 标 碍 分 法 Y 的 如 下 四 个 积分 和 和: 


oo(V) = 2 MFA( Ret) 
kk 


及 一 


os(V) = hip Ra) (Res), 2 一 上 2,3. 
Kd 


由 此 , 特别 得 到 下 面 的 表达 式 : 


o1(W) = >》 hrgA) LR coO8 XE 一 > hlFp1 Auk, 名 下 62， 
kt Et 


其 中 


类 们 地 可 以 写 出 oo(V) 和 catV) 的 表达 式 , 只 需 把 cos 六 换 成 cosY = {iti,62) 
和 cos 2 = 仁 , 丁 ), 以 及 把 A = Atw,v) 换 成 


[a 上 
Ty 3 


2 
) 和 GC = 如 fo 女 = vl 


B= Blu,v) = 


和 “再 
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法 回 量 元 可 表 东 成 
元 二 A BB OC ~ A:+B:+0O:= EG—F? 
Ls (未 ， 全 所 ,T 站 


定义 了 著 当 Ay 一 0 时 积分 和 oo(V) 有 极限 oo, 则 称 而 为 函数 h(F) 河曲 面 
DD 的 第 一 型 曲面 积分 . 记 之 为 
b= hr)ds. 
1 


定义 8 车 当 Ay 一 0 时 积分 和 gs{V) 有 极限 天 ,8s = 1,2,3, 则 称 五 为 函数 
h(F) 河曲 面 让 对 应 于 参数 表示 地 = F(tw,v) 的 一 个 的 第 二 型 曲面 积分 ,5 = 1,2,3. 记 
之 为 z 
n= /hadyadzs, T= | hrjdz Adz, Ts = f pF)dz a dy. 
人 | 1 


这 里 符号 A 用 来 区 分 第 二 型 曲面 积分 与 通常 的 投 曲 平面 点 集 D 的 二 重 积分 . 
常常 略 去 这 个 记号 (只 要 不 产生 歧义 的 话 ). 


我 们 指出 , 代替 积分 厂 , 12, Ts 中 的 微分 形式 , 可 以 引入 形式 
w= Pdy dz + Waza dr Rdr a dy 
并 考虑 此 微分 形式 的 第 二 型 积分 = /六 
DD 
我 们 引信 上 述 第 一 型 和 第 二 型 积分 的 两 个 性 质 , 这 两 条 性 质 直 接 从 积分 的 定义 
推出 . 
1? 成 立 等 式 


1= ff Pay rade + Qa rds + Rdz hdy 
D 


一 jpeosx+ecosy + ReosZ)ds, 
Dp 


其 中 eos 六 = (17,6E1) ,cosY = (5,B2),c0s 2 = (Ni, 6s). 
9° 
定理 3 (曲面 积分 与 二 重 积分 的 联系 ) 设 郴 数 h(tF) 在 光滑 的 , 不 退化 的 【无 奇 


所 4 曲面 积分 - 483 - 
点 的 ), 车 汞 兰 可 测 的 , 紧 玫 的 曲面 上 连续 , 那么 成 立 下 面 的 等 式 : 

ho= {| hids= | hr(v, vvTdudv, T= BEG- PF’:; 
fren- 

了 一 Pdy Mdz + Qadz Mdr + RAs a dy 
1 

= ff (Pesx+ QeosY + ReosZ)ds 

D 


= | (PA+QB+ RC)dudv. 
Dr 


> ”此 处 要 证 的 , 本 质 上 与 曲线 积分 毫 无 区 别 , 因为 积分 号 下 的 函数 , 根据 其 在 紧 集 
DD 上 的 连续 性 , 是 可 积 的 ， 因 此 当 Av 一 0 时 相应 的 积分 和 oo(WV),… ,cs(Y] 必定 
政和 伍 到 这 些 积分 的 值 . 4 


注 在 ” 维 空 间 中 定义 戎 面积 分 有 点 复杂 {主要 是 定向 的 概念 比较 复杂 ). 稍 后 我 们 再 回 到 
这 个 问题 . 


例 1， 考虑 上 半球 面 2 十 态 十 2 = 1,z 2 0 的 “外 表面 *， 它 可 以 表示 成 贺 
Do = {ffz, 切 lz 十 咏 系 1 在 映射 


和 一 了 和 一 VILE 一 人 十 护 ] 


之 下 的 像 
我 们 证 明 元 = 5(7) = 地 实际 上 , 对 于 参数 表示 二 F(x, 中 有 


-x ,， vy 
#0 (01 
元 = (1,0, a) 一 让 =) 
Et Es E3 
1 0 一 = y _ 
[rs 元] = Vi -a wt 
0 1 -一 一 
1— x — 
因此 
FF 
元 (天 ) 一 Er = (x,y, 2) = fF, 


Ws 1 
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现 计算 了 = ff de 入 鸣 . 用 定理 3, 得 


I= fz- J YY 


-J na f° ao 人 Virardr = 一 反 (一 r 引 


2 

人 

2. 设 曲 商 DD 由 方程 z = efz, 纺 给 出 , 其 中 gtz, 四 是 Do 上 的 光滑 函数 , 且 积 
分 沿 着 曲面 DD 的 上 侧 进 行 , 也 就 是 济 着 使 cos 2 > 0 的 一 侧 进 行 . 把 D 的 这 一 侧 标 
记 为 D+. 那么 


f h(x ys)dr A dy = 1 h(x,y, p(T, Y) drdy. 
D+ Do 。 


8$5.， 曲面 的 定向 与 它 的 边界 的 方向 的 匹配 


实质 上 , 我 们 只 给 出 了 当 区 域 Do 是 正方 形 时 的 曲面 积分 的 算 义 . 对 于 第 一 型 曲 
面积 分 , 这 个 定义 可 平庸 地 推广 到 曲面 由 有 限 据 作为 正方 形 的 光滑 映射 的 像 的 曲面 
在 公共 的 边界 处 相 哗 邻 而 拼 成 的 情形 . 那 时 , 第 一 型 曲面 积分 正 是 组 成 它 的 各 块 上 
的 积分 的 总 和 . 经 标准 的 论述 , 我 们 就 可 从 特殊 情形 过 滤 到 对 于 任意 的 若 尔 当 可 测 
的 紧 致 集合 Do 的 第 一 型 曲面 积分 的 定义 . 不 仅 如 此 , 用 这 种 方法 还 可 以 研究 沿 着 空 
间 立 体 的 边界 , 例如 三 维 空间 中 立方 体 的 表面 , 或 球 的 表面 的 第 一 型 曲面 积分 . 在 一 
切 这 样 的 情形 , 都 认为 沿 这 样 的 曲面 的 第 一 型 遇 面 积分 的 概念 已 经 定义 并 且 关 于 用 
二 重 积 分 表示 这 样 的 积分 的 定理 也 都 成 立 . 


定义 9 曲面 万 巴 作 逐 片 光滑 的 , 如 果 它 是 连通 的 并 且 是 有 限 个 光滑 曲面 的 并 
集 , 这 些 光 滑 曲 面 的 每 一 个 都 是 具有 逐 段 光滑 的 边界 的 凸 的 平面 集合 在 光滑 上 映 射 下 
的 像 , 并 且 任何 两 个 这 样 的 光滑 曲面 的 公共 点 (如果 存在 的 话 ) 必定 属于 上 述 平面 集 
合 的 边界 的 像 ， 


定 尽 10 洛 逐 片 光滑 曲面 的 第 一 型 曲面 积分 等 于 活着 它 的 光滑 部 分 的 积分 和 . 


沿 逐 片 光滑 曲面 的 第 一 型 曲面 积分 的 情形 是 比较 复 洒 的 , 因为 这 里 必须 协调 七 
的 各 部 分 的 定向 . 我 们 来 考虑 这 种 情形 . 
我 们 引入 一 系列 新 的 定义 ， 


定 闵 fi 设 集合 Do 是 廿 的 , A 一 9Do 是 无 重点 的 逐 段 光滑 闭 曲 线 . 光 消 映射 
F 把 Do 映 成 光滑 曲面 万 , 称 A 在 映射 二 之 下 的 悦 F(A) 为 光滑 曲面 D 的 边界 , 记 
必 工 一 人 万 . 


55， 曲面 的 定向 与 它 的 边界 的 方向 的 匹配 . 485 . 


注 显然 , 曲面 咏 可 以 是 平面 集合 , 且 此 时 不 必 是 凸 集 . 因此 , 同性 不 是 实质 性 的 限制 . 因 
此 , 可 以 认为 集合 Do 是 百 集 的 像 . 


定义 12 说 曲面 D 的 参数 表示 F 与 它 的 边界 上 = 二 BD 的 方向 相 呼 应 {或 与 它 
廊 界 的 方向 相 匹 配 )， 如 果 依 这 个 参数 表示 F, 曲线 到 的 方向 由 它 的 逆 像 A( 同 面 DD 
的 北 像 Do 的 边界 ) 的 正方 向 产生 . 


注 若 了 = 元 /| 季 | 是 曲线 工 在 点 4 处 的 切 向 量 , 对 应 于 参数 表示 F, 且 元 = 列 (P 丫 是 则 面 
万 在 点 4 处 的 法 向 量 , 那么 曲线 工 的 方向 与 对 应 的 参数 表示 了 相 匹配 指 的 是 曲线 工 相对 于 向 
基 元 洛 “授时 镍 方向”“ 销 行 ?. 换言之 , 向 量 了 = 斤 , 宣 是 曲线 工 的 法 向 是, 位 于 曲面 DD 的 切 平 
面 内 , 并 且 指 向 马 到 此 切 平 面 的 投影 的 “让 面 *. 这 与 平面 情形 方向 的 匹配 的 定义 完全 相符 . 


定 13 说 逐 片 光滑 曲面 D 是 具有 标示 的 一 便 的 双全 曲面 , 如 果 它 的 各 个 不 
同 的 光滑 块 的 参数 表示 使 得 任何 两 个 相 邻 的 块 的 公共 边界 按 每 块 自己 的 参数 表示 所 
取 的 方向 恰好 彼此 相反 . 


例 设 曲 面 DD 是 位 于 平面 zxOw 内 的 平面 图 形 . 考虑 DD 的 上 侧 并 设 D = DiuDs. 
那么 曲面 DD, D1, Da 的 定向 与 它们 的 边界 工 ,51, Ls 的 方向 相 匹 配 , 如 果 这 些 曲线 全 
都 “ 谤 时 针 方 向 ” 循 行 的 话 . 这 时 显然 , 在 边界 Ll 和 边界 Ls 的 公共 部 分 上 , 沿 五 
的 方向 与 沿 Ls 的 方向 是 相反 的 . 


我 们 来 解释 曲面 DD 的 定向 与 其 边界 工 = 6D 的 方向 相 “ 匹 配 ” 的 定义 . 设 给 
定 曲 面 DD 的 参数 表示 F,D 是 平面 集合 Do 在 映射 下 的 像 . 还 设 参 数 表 示 4 = 
w(t),v 二 vw( 引 给 出 了 边界 A = po 且 产 生 正 的 方向 . 那么 边界 工 = 9D 的 参数 表 
示 :F = F(t) = F(w(t),v( 引 ) 借助 于 向 量 7 给 出 了 围 道 (曲线 )L 的 循 行 方 向 , 我 们 称 
这 个 方向 是 与 曲面 D 的 侧 相 匹配 的 方向 . 设 给 曲线 工 一 个 任意 的 另外 的 参数 表示 
Bt1). 那么 向 量 三 = 六 /It | 给 出 了 围 道 工 的 循 行 方 向 . 如 果 和 出 量 了 与 证 重合 , 那 
么 曲面 D 的 定向 和 曲线 工 由 参数 p(t1) 确定 的 方向 叫 作 是 相 严 配 的 , 或 者 叫 作 是 与 
参数 表示 F 相 呼 应 的 . 


定 光 14 西数 h(F) 沿 双 便 的 逐 片 光滑 曲面 万 的 标示 的 一 侧 的 第 二 型 曲面 积分 
朱 的 是 活 一 切 蛆 成 曲面 DD 的 光滑 片 的 相应 的 章 面 积分 的 总 和 . 


此 定义 推广 了 当 曲 面 是 正方 形 在 光滑 映射 之 下 的 像 时 第 二 型 曲面 积分 的 概念 . 
同时 , 在 这 种 情况 下 , 关于 第 二 型 曲面 积分 用 二 重 歼 部 积分 表示 的 定理 也 成 立 ， 


注 1 《此 注 对 于 斯 托 克 斯 定理 是 重要 的 .) 上 面 所 说 的 定理 可 用 于 处 理 形 如 


ff Pas raz, ff Qay siiy, aaa 
D D 


县 


的 积分 借 惑 于 该 定理 把 这 些 积分 归结 为 通常 的 二 重 积 分 , 得 知 , 对 于 任意 的 函数 已 驴 , 吾 成 立 
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1 msmm= ff oem= 1/ Ridz Adz 一. 
D D Dp 


这 个 注 记 使 我 们 可 把 格林 公式 写成 下 面 紧 闫 的 也 是 方便 的 形式 : 


等 式 


f Pds + Qdy = 1 (dP) A dz + (dQ) A dy. 
dD D 


这 里 DD 是 凸 曲 域 ,3D 是 DD 的 逐 段 光滑 的 取 正 的 循 行 方向 的 边界 , dP 和 dQ 是 函数 
P 和 的 微分 . 这 里 积分 上 不 能 理解 为 二 重 积分 , 而 应 理解 为 沿 平面 曲面 D 的 上 


DL 
侧 的 第 二 型 得 面积 分 . 实际 上 , 那 时 有 
(dp) Adz = 用 (Pdz 十 疡 友和 dz 
fonne-f 


-fuera rn 
=- mee 


) (dQ) A dy = | Qsdzrdy. 


类 似 地 得 到 


选择 平庸 的 参数 表示 x = xz,y = y, 最 后 的 两 个 积分 就 可 看 作 和 寻常 的 二 重 积分 , 于 是 
我 们 得 到 了 以 前 所 证 的 形式 的 格林 公式 ， 


注 2 我 们 指出 , 借 晤 于 足够 简单 的 公式 给 出 的 曲面 也 未 必 总 是 造 片 光滑 的 , 例如 带 有 顶点 
的 锥 面 就 局 此 列 . 然而 上 面 建立 的 一 组 定义 使 我 们 也 能 处 理 这 种 曲面 上 的 积分 . 为 此 可 以 使 用 与 
反常 积分 理论 相近 的 模式 ， 在 上 述 情况 下 , 把 曲面 积分 的 信 定 义 为 沿 着 以 面 去 掉 其 顶点 的 某 邻 域 
后 的 曲面 上 的 积分 当 该 邻 域 之 半径 趋 于 零 时 的 极 虐 . 


第 十 三 讲 


86. 斯 托 克 斯 公式 


前 面 所 说 的 格林 公式 不 仅 在 平 而 情形 成 立 ， 而 且 在 三 维 空间 也 成 立 , 碍 时 它 串 
作 斯 托 克 斯 公式 . 


8$6， 斯 托 克 斯 公式 .487 ， 


定理 4 (斯 托 克 斯 公式 ) 设 刀 是 了 3 中 的 光滑 的 不 未 化 的 【无 奇 点 的 ] 曲面 , 它 
是 平面 凸 集 Do 在 映射 下 二 F(u,v) 下 的 像 , 这 里 机 射 六 的 坐标 是 二 次 连续 可 导 函 米 . 
设 曲 面 力 的 边界 了 工 是 逐 段 光滑 的 砷 线 , 它 是 集合 Do 的 逐 段 光滑 边界 A 的 像 . 边界 
工 的 方向 与 套数 表示 地 相 呼 应 . 还 设 PQ,R 是 DD 上 的 光滑 函 教 . 那么 成 立 公 式 


f Past aut Ra = ff uP Nts t GAs GB) A 
LL 


-人 (二 -党 )ayrads+t (TF -SE) dzAdr 


> ”根据 曲面 积分 的 线性 性 质 , 只 需 考 虑 积分 KK = fr 的 情形 , 就 是 说 , 只 需 证 
明 公 式 


K= 中 Pdr= /aear= 1 Pidz Adx — Pidrdy = 5. 
Lr D DD 


设 Fu = (zw 攻 ,W, 贡 ,z(u,v)) 是 曲面 DD 的 参数 表示 , 其 中 (w,v) € Do. 
此 外 , 区域 Do 的 边界 A 由 逐 自 光滑 的 参数 表示 {4,9 = (ww(#)) 给 出 , 其 中 
te [0,1] = 了 (wu(0),v(0)) = (w(1),v(1)). 此 参数 表示 进而 给 出 了 曲线 工 的 参数 表示 
FA(utt), v8)). 

根据 曲线 积分 由 定 积分 表示 的 定理 ， 


K= 由 pdr = / P(r(u (0), oartult), v(t)). 


根据 间 一 定理 , 右 端的 积分 等 于 
五 一 Plr(wu, vdz (wu, v) = f Pru Desdu + zw dv). 
入 A 
对 积分 KK 使 用 格林 公式 ， 为 此 使 用 一 阶 微 分 形式 的 不 变性 以 及 函数 z(w,)， 
Was 的 二 阶 偏 导 酒 数 的 连续 性 . 得 到 
aP(F(u0)) = Pida(u, 0) + Pldylu, v) + Pidz(u,2), 
K = f P(r arts) = ff dP A nt) 
起 Dn 


从 而 
五 一 f Prdz(w,v) A dr(u,v) — Pdr(t, tt) A dy(w, V) = 
Dn 
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这 里 9 看 作 是 说 平面 区 域 Do 的 上 侧 的 第 二 型 曲面 积分 ， 然 而 在 参数 表示 F = 
F(w,v) 之 下 , 两 积分 5 和 8 给 出 同一 个 表达 式 . 为 确认 此 事 , 只 需 根 据 dz(w,w) = 
zdu 十 zdv 等 等 而 展开 表达 式 dz{w,v} A dr(lu,v) 和 dx(w,v) A dy(w,v). 

最 后 我 们 看 到 ,5 和 和 5 归结 为 同一 个 二 重 积分 


号 一 91 一 fl (PB+ PCO)dudv,D 
Do 


其 中 


这 就 证 得 等 式 扩 二 5 二 


注 对 平面 曲面 DD 施用 斯 托 克 斯 公式 , 我 们 就 把 格林 公式 推广 到 了 作为 凸 集 的 像 的 区 域 的 
情形 , 然后 再 征用 这 个 结果 来 证 明 斯 托 克 斯 公式 , 就 可 在 定理 4 中 认为 区 域 Do 是 凸 的 可 测 集 的 
像 . 


87， 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 


此 公式 是 格林 会 式 在 三 维 空 间 中 的 类 证 ， 

定理 5 (高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 ) 设 

1) 集合 六 CR3 是 西 的 , 若 东 当 可 测 的 , 紧 致 的 ; 

2) 集会 了 的 边界 呆 是 不 还 化 的 【无 坷 点 的 ] 逐 片 光 清 曲面 ; 

3) 在 集会 了 上 给 定 光 滑 函 数 P 一 P(x,y,z),@ = Q(z,y2), R= R(x,y,2). 
那么 成 主公 式 , 


# Pay dz +Qdz dr+ Rde sdy = ff) (P: + 0 + Rdrdyde 
53+ 
V 


这 里 等 式 堪 端的 积分 是 沿 前 面 5 的 外 个 9+ 的 第 二 型 曲面 积分 , 而 等 式 志 端的 积分 
是 寻常 的 洪 集 合 VV 的 三 重 积分 . 

pp ”如 同 在 证 朋 格 林 公 式 时 那样 ， 只 考虑 P = 0,@ = 0 的 情形 ， 和 作曲 面 $ 到 平面 
xOy 的 投影 , 并 记 此 投影 为 D. 由 于 Y 是 目的 , 任何 平行 于 Oz 轴 的 并 与 D 相交 的 
直线 与 V 的 交 都 是 一 条 线段 . 设 (z, 女 E ,那么 过 (zx,9) 与 Oz 平行 的 直线 与 V 


中 原 交 此 处 海信 (P!B 一 P'CYdudv 译 者 注 . 
D 


a 


i 
@ 原 文 为 C=| 
1 


一 一 译 者 注 . 


87.， 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 菇 公式 * 489 - 


的 交 的 下 端 是 (zy wpi(z,),， 上 端 是 (zx,y, eafz, 信 1 还 设 A = 8D 代表 DD 的 边界 ， 
那么 曲面 5 划分 为 三 个 逐 片 光 清 的 部 分 : 

S1 一 {rw, yz E D,z = Pir, VY)}, 

S2 = {(7, ,az, y) E D,z = p2lT, Y)}, 

Sa = {(x,Y, 可 Y) € A, (LY, 2) ES1U So}- 
这 里 , 对 于 曲面 51, 积分 沿 其 下 侧 ; 对 于 曲面 8 则 沿 其 上 侧 ; 最 后 对 于 曲面 53,5 的 


柱状 部 分 , 积分 所 沿 的 一 全 的 法 方向 垂直 于 Oz 轴 上 日 是 D 的 外 法 向 . 
根据 化 曲面 积分 为 二 重 黎 曼 积分 的 定理 ， 


ff Rar Ady = Vt Ba)d3 = 0， 


Ss 


这 是 由 于 在 Ss 上 cos(7i, Ba} 二 0. 还 有 
Rdz Ady= 1 Reos(i, Es)d5 = — fi RE, vy, p(t, drdy, 
J 人 
dr A dy = Reos(n, 63)d5 = Rlzx, vy, palx, ydrdy. 
人 { 


根据 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 对 于 固定 的 (x,y) e D, 有 


PatTy) OR(z, y, 2) jy 


R(x, y, po 人 DD) — Rx, yp1(T, WN)) = / dz 


1 《二 


ff pas roy = 1 Ras nay+ pine 
可 Po 后 1 


palry) 
= 1 dxdy / Rg Wh SY) godydr. | 
方 pi(Tt) Tr 


注 1. 与 格林 公式 的 情形 一 样 , 此 公式 可 推广 到 VW 是 凸 区 域 在 某 光 疹 上 映射 下 的 像 的 情形 . 

2. 显然, 若 俩 和 信 满足 定理 1 的 条 件 , 而 太 = 人 LU 合 , 且 仙 和 全 相 坷 于 一 个 王 片 范 
滑 的 边界 , 则 定理 1 对 于 W 也 成 立 . 

3. 可 用 与 格林 公式 和 斯 托 克 斯 公式 兴 似 的 形式 来 表述 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 公 式 , 即 


ff Pay saz+ Qdz Adr+ Rd ty 
S 


因此 ， 


- faP nay ardst (dQ) Adz det (dR) A dedy. 
Yi 


文 为 “ = - »__ 译 者 注 . 
此 处 原文 为 ff mee # Rdzdy 乡 Razdy" 一 一 译 者 注 
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然而 这 里 需要 引 人 某 些 新 的 概念 . 对 于 n 维 空间 中 的 大 < 9 维 井 面 ,上述 形状 的 一 般 公式 砷 作 一 
般 斯 托 克 斯 公式 , 其 证 明 本 质 上 与 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 控 德 斯 基 公 式 一 样 ， 确 实 , 这 村 曲面 的 定向 和 
它 前 边界 的 方向 的 匹配 使 向 题 变 得 更 复杂 . 

4. 我 们 来 定 立 作为 空间 凸 体 Y 的 边界 的 逐 片 光滑 曲面 S 的 “外 法 问 ”， 

设 在 点 FE 5 处 存在 法 向量 元 那么 从 几何 的 考虑 清楚 地 看 到 , 对 于 曲面 8 的 上 面部 分 5 


来 说 , 当 ns 关 0 时 元 = 一 (ni,n2,na) 是 外 法 同 , 而 对 于 曲面 5 的 下 面部 分 名 来 说 则 当 ns 0 
时 给 出 外 法 向 . 


对 于 与 参数 表示 z = w(Zz, 胃 相 呼应 的 法 方向 , 有 
1 


=---” = >0 
Vi 


因此 , 参数 表示 z 二 efz, 切 永远 与 曲面 的 “上 ”和 侧 呼应 . 所 以 在 转化 为 二 重 积 分 时 , 对 于 曲 醒 人 S。 
的 情形 , 我 们 在 积分 号 前 冠 正 号 , 而 在 曲面 $1 的 情形 则 冠 负 号 . 


例 1 从 定理 1 得 到 立体 性 积 Y 用 沿 曲 面 5 = 8V 的 曲面 积分 表示 的 式 子 : 


VY = fr pre et 


3+ 83+ 
这 里 曲面 积分 沿 曲 面 的 外 俩 进行 


为 了 确定 曲面 5 的 外 侧 , 应 该 通过 得 面 上 的 点 作曲 面 的 法 线 , 取 此 线 上 , 以 该 点 
为 顶点 , 指向 凸 体 Y 的 外 部 的 方向 为 外 法 问 . 


例 2 (高 斯 积分 ) 设 5 是 逐 片 光滑 的 , 不 退化 的 , 若 尔 当 可 测 的 , 紧 致 的 曲面 . 
设 PP 是 某 固定 点 ,M 是 在 曲面 S$ 上 变化 的 点 ,Ff = F(P, MY) 是 以 PP 为 始点 时 为 终点 
的 向 径 元 是 曲面 在 点 MM 处 的 外 法 向 . 那么 


41, 若 P Ee VS, 
o= /as - 2x, 若 Pes 
0， 关 P&E 


先 考 虑 户 &V 的 情形 . 设 M = (zx,9,2),P= (2,b,o). 那么 FF= (fT 一 a,y 一 b, 2 一 0)， 
在 点 M 处 曲面 的 法 向 量 等 于 郊 = {cosa,cos 8,cosY). 于 是 


(TR) (Fa)cosat(y—teosB+i {so ce) eos 
IF r | 


使 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 公 式 , 得 


(2 + 二 (2 9 2 | 
6 一 /Ak 志 ( 3 + TS 下 刺 7 ) drdydz. 


cos(F, 和) 一 


全 .高 斯 - 奥 斯 特 洛 略 拉 德 斯 基 公 式 - 491 - 


还 有 
2) = 1 3(e or 
Br rm r3 rm 
2 (1 
By rr/ 7 T4 
(2 二) 一 三 3(z 一 CT 
Bz\ ri mr 
结果 


o= BE- 0) a 0 


若 Pe V5, 则 把 PP 用 整个 含 在 YN\S 内 的 球 全 含 住 . 用 5 代表 此 球 的 表面 . 
根据 上 面 的 结果 有 
"全 ceat， costF 而 yg - 用 OQdV.® 


VV 


但 由 于 在 5 上 的 每 点 , 作为 YAT: 的 表面 5U 5 的 外 法 向 恰 是 Ve 的 表面 5 的 内 


法 向 , 所 以 作为 第 二 型 积分 时 ， 
-1-1 


{SUS )+ 号 十 


但 因 
f con) R) gg an, 
Be 
所 以 积分 G 在 Pe WV\S5 处 的 值 为 47. 
对 于 Pe 5 的 情形 可 类 似 地 处 理 . 
例 3 (格林 公式 ) 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 会 式 的 一 个 引 人 注 目的 推论 是 在 
数学 物理 中 具有 重要 用 途 的 又 一 个 格林 公式 . 


设 刀 和 是 具有 二 阶 连续 偏 导 西数 邮 saloats 和 邮 coo tt 的 光滑 函数 , 还 
设 了 是 目的 , 若 人 当 可 测 的 , 紧 至 的 集合 Ey 9V 是 逐 片 光滑 的 定向 曲面 . 此 外 ， 
设 Au 一 + 全 + 全 是 拉 普 拉 斯 算 子 ,5 是 沿 曲 面 外 法 向 元 的 方向 导数 . 那 
么 成 立 下 者 的 格 广 公式 


WAG wa ve ) dS = Wh (vA — uAv}dT. 


中 原文 把 TE 的 表面 写成 S\S., 只 能 会 意 而 不 达意 一 一 译 考 广 . 
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实际 上 , 根据 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 有 
| 


A 问 | 
一 人 ur COS{ 元 , 51) 十 ui cog[ 元 , 到] 十 uv cos( 五， 6s)) ds 


-J ud 


另外 
8 (ou] -am eg 
Os “ ~ Br ar Or2 
2 (2) = 闻名 9 
Oy “ Oy dyoy By 
8 (ao] - 83 + gm 
Bz\ Bz) Bd “0 
使 用 对 于 4 已 得 的 公式 , 求 得 
人 au | oe] Dy 
从 本 Er 有 严守】 a = 8- ff uavav 
BV Vi 


于 此 式 中 调换 jw 和 w» 的 位 置 , 得 


fm D0g9 — 5 uAvdV = fm yds — Wh vAudV, 
VG uo) dS = We- vAu)d 


此 公式 叫 作 格林 公 \ 式 ; 特别 有 益 于 对 调和 函数 进行 研究 . 所 谓 调和 函数 , 指 的 是 
满足 拉 普 拉 斯 方程 Au = 0 的 函数 . 


即 


第 十 四 讲 


88. 仅 惊 赖 于 其 积分 限 的 曲线 积分 


设 PQ,R 是 定义 在 晤 区 域 上 的 光滑 也 数 . 我 们 来 叙述 并 证 明 , 沿 着 始点 和 终点 
固定 的 曲线 的 积分 与 路 径 无 关 的 定理 
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定理 6 设 工 是 逐 段 光滑 的 不 退化 的 曲线 . 积分 
1= | Pds+ Qdy+ Rde 
二 


不 惊 赖 于 积分 路 径 【而 只 与 曲线 工 的 始点 和 终点 有 关 ) 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 存在 
函数 h(x,y;z) 满足 


dh = Pdr + Qady + Rdz. 
我 们 认为 PQ,R, 上 定义 在 某 球 QC R3 的 内 部 . 
py ”必要 性 ” 设 积 分 了 不 依赖 于 积分 路 径 而 只 与 其 始点 和 终点 有 关 . 固定 向 , 任 取 
a, 沿 着 以 而 为 始点 ,而 为 终点 的 任何 路 径 都 得 同一 个 积分 值 , 记 为 APF) = / ,其 
中 心 = Pdz 二 Qady 十 Rdz. 设 而 和 和 7F 在 平行 于 Oz 轴 的 直线 上 . 那么 所 
h(rF) 一 疡 (元 1 = | Pa 一 f Plt, i, 21)dt. 


关于 zx 求 导 此 式 , 得 
Bh{F1) 
dr 
业 似 地 得 网 = Q,3 一 忆 . 即 ww = dh. 
充分 性 设 工 是 以 为 始点 而 为 终点 的 逐 段 光滑 的 不 退化 的 曲线 . 设 了 = 
F(t,t € [0,1] 是 工 的 参数 表示 . 那么 由 曲线 积分 过 渡 到 单 变 数 函 数 的 定 积分 , 得 


一 P(A1). 


f=f CAE = ha) — Hi). 
L 心 


这 表明 , 全 微分 (dh) 的 积分 只 与 路 径 的 始点 和 终点 有 关 - 4 


定理 了 设 呈 是 到 的 贞 这 域 . 为 使 柚 分 形式 山 二 pdr 十 9y 在 名 上 是 全 微分 

sw, OP 60 

(中 业 二 元 函数 的 微分 ), 必要 且 充分 的 是 对 于 0 的 一 切 点 都 成 立 等 式 十- 一 本 

。 必要 性 ” 设 w = dh, 则 等 式 = 2@ 给 出 的 是 混合 偏 导数 的 等 式 . 必要 性 闭 
证 . 


充分 性 设 成 立 本 a _00 4 


Br 


hw,y) = / ‘P(t, Wdt+ / “aoaja 


ah 
Br Plz, Y): 
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根据 莱 布 尼 芯 法 则 , 得 
2 一 (oo 办 二 三 oat = Q(z0,W + f Sb 


Oy 
一 {To, Y) 十 Q(z 功 全 (z0， 号 一 名 (mr， 2)- 


于 是 呈 二 凤 ， | 
类 似 地 可 证 下 述 命题 , 
定理 8 设 所 是 西区 域 , 微分 形式 由 = Pdr 十 Qdy++ Rdy 是 全 微分 当 且 仅 当 戌 


sp 68pP 6R 6Q _ 9R 


By B60 0 dy 
而 一 般 说 来 , 在 凸 区 域 Q c R"* 上 微分 形式 ww 是 某国 数 & 的 全 微分 , 即 w = dh， 


等 价 于 dw = 0. 
例 设 flz) 是 复 变 数 z =z 十 动 ,z,y E 了 到 的 函数 , 取 复 数值 


f(z) = ur, y+ totr, t= + 
其 中 ,wv 是 实 值 函数 , 有 内 ftz) 是 复 平面 世 的 某 区 域 上 的 单 值 图 数 , 设 地 是 简单 


的 , 可 求 长 的 定 呵 曲线 , 工 C 上. 
定义 消 数 f(z) 沿 曲线 工 的 曲线 积分 : 


7- / f(z)dz = 人 (w+ iv)d(z + iy) 
一 f (war — vady) +t | (vas + wdy). 
L 5 


设 函 数 ， = w(x, 和 w= wlz, 胃 在 区 域 人 上 是 光滑 的 . 进而 要 求 积分 1 不依 
赖 于 积分 路 径 5, 而 只 决定 于 它 的 始点 如 和 终点 z. 根据 定理 6 和 定理 7, 此 时 有 
By _ Bo au B 
Br by 有 er 
这 些 条 件 叫 作 柯 西 -和 袭 蛙 条件, 我 们 指出 , 当 函 数 w 和 vw 在 区 域 8 上 具有 光滑 性 时 ， 
这 些 条 件 是 复 变 示 数 了 =，+ 刀 在 中 上 可 微 的 充分 必要 条 件 ， 
那么 , 度 丽 数 ww 和 ?5 是 光滑 的 . 考虑 积分 


Fa = f ta = f fe)dz = Vat) +iVte,y), 


其 中 。 
var 一 WaT = Vx, = 1 vd + Wady. 


v=U = 上 


空 


9， 向 量 分 析 初 步 .405 ， 


由 此 得 到 
ar av BU _ OV 


Er 
所 以 , 铺 数 F(z) 是 可 微 的 , 且 


/ aU 
F(z) 一 i 


于 是 , 函数 F(z) 是 函数 f(z) 的 原 男 数 , 并 且 对 于 函数 f(z) 的 积分 成 立 牛 顿 - 莱 布 尼 
艾 定 理 . 
下 面 的 定理 是 定理 6 和 定理 7 的 简单 推论 . 


定理 9 设 函 数 f(z) 在 区 域 员 上 连续 ,中 CCC. 那么 对 于 任何 简单 的 可 求 长 的 定 
向 围 道 工 己 0, 成立 等 式 
f sl)dz=0. 
了 


所 得 到 的 定理 在 单 复 变 函 数论 中 叫 作 柯 西 基本 定理 ， 


89. 向 量 分 析 初 步 


考虑 三 维 空间 肥 a 中 的 凸 区 域 了 设 在 此 区 域 上 定义 了 标量 函数 【 即 数 值 旺 
数 ) 瑚 (国王 和 蕊 以 及 区 域 V 到 RR? 的 映射 5( 辐 ,有 EV. 

传统 上 , 在 把 分 析 应 用 于 数学 物理 和 数学 力学 时 , 一 系列 联系 于 研究 岁数 h() 
和 zl 二 的 问题 分 离 出 来 单独 组 成 一 章 , 叫 作 向 量 分 析 或 (向 量 ) 场 论 . 这 一 章 , 除了 
记号 以 外 , 本 质 上 不 含 任何 新 内 容 , 然而 应 该 了 解 这 些 符 号 语言 ， 


定 匀 15 函数 Ri( 襄 叫 作 区 域 V 上 的 标量 场 , 而 映射 太 ( 可 巴 作 区 域 上 的 向 
量 场 ， 如 果 函 数 h(td) 和 映射 5(E) 都 是 光滑 的 , 则 相应 的 场 也 叫 作 是 光滑 的 ， 
下 面 我 们 认为 h(a) 和 5( 了 都 是 7 上 的 光滑 映射 . 


定义 16 向量 场 A(Q) = ( 怨 , 凶 ,过 ) _ gradh(a) 叫 作 标量 场 h( 友 的 梯度 . 


定义 17 向 量 场 h( 友 在 点 to 处 洪 方 向 1 的 导数 是 
Dh 
lin + (hi + 16) -Mao) = DY 

其 中 已 是 确定 方向 1 的 单 性 向 量 . 


我 们 知道 
dh{u) 
a 


= (gradh(z), 8). 
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例 1 满足 条 件 Ma) = a 的 一 切 点 去 的 集合 , 叫 作 丽 数 h(a) 的 等 高 集 , 这 里 a 
是 常数 , 设 等 高 集 {GIh(&) = 有] 含有 点 ao, 且 与 点 i 的 一 个 邻 域 的 交 IT 是 一 个 光 
滑 曲面 , 那么 在 点 io 处 沿 与 Je 相 切 的 任何 方向 1 都 有 守 = 0. 这 是 由 于 在 He 上 
过 点 wo 共有 切 向 量 E 与 1 的 方向 一 致 的 曲线 工 上 , 恒 有 A(ai) -h(a0) = 0,h er 
由 此 推出 Bhcao) 
Dr = (eradh(ao),8) = 

因此 , 如 果 向 量 gradh(wo) 不 为 零 向 量 , 则 函数 h( 恒 在 点 zo 处 的 梯度 与 等 高 曲面 ( 简 
称 等 高 面 ), TI 在 io 处 的 任何 切 向 量 都 正 交 , 从 而 就 说 它 与 IT 在 点 # 处 重 直 . 

例 2 考虑 函数 ia) = f(m), 其 中 r = lu 一 uoll, 此 函数 的 等 高 面 Hs 是 以 可 
为 中 心 半径 为 的 球面， 那么 函数 f(r) 的 梯度 向 量 取 球面 的 法 方向 , 即 沿 着 半径 
fF 二 辟 一 iio 的 方向 . 因此 ，gradf (7) = 了 (rr/lrl. 特别 地 grad( 一 1fr) = FA/r3. 


例 3 设 在 点 zo 处 有 单位 质量 的 探 试 质点 , 而 在 点 记 处 有 质量 为 mj 的 质点 ， 
j 二 1,2,… ,kk. 设 


Tj = Vy — Wo, j= 1,2,.…- ; 皮 . 


那么 , 作用 在 探 试 质点 上 的 引力 等 于 


从 例 2 得 


例 4 设 在 若 尔 当 可 测 的 紧 致 集合 了 C Rs 上 定义 了 物体 V 的 质量 分 布 函数 
P(M), M EV, 且 plM) 是 逐 段 连续 的 . 设 当 MV 时 p(M) =0, 设 了 是 某 固定 点 ， 
M 是 任意 变化 的 点 , 并 设 一 F(P MY) 一 PP 一 MM,r(P,M) 一 ||F(P, ai 那么 作用 在 
位 于 己 处 的 单位 质量 的 探 试 质点 上 的 力 , 根据 与 离散 情形 的 类 似 , 等 于 


F(P) = 四 A dy (M), 


其 中 dV (CM) = dx{M)dy(M)}adz(M). 
作用 力 函 数 F(P) 可 表示 成 


F(P) = ~gradyp( P), 


p(P) = -有 OAV (MY) 


其 中 


8S9， 向 量 分 析 初 步 .497 ， 
实际 上 ， 
gradp(P) -ff (Mgrad (— FE | dV (M) 


- 凡 (M) ED) = FP ) 


定义 18 设 5 站 = (P,Q,RR 是 光滑 的 向 量 场 . 那么 


ap 90 08 _ 
Br Oy 到 bhd 


叫 作 向 量 场 的 散 度 , 而 向 量 


Gy Dz pz dr Oy 


叫 作 商量 场 的 旋 度 ， 
如 果 我 们 引入 “ 碌 普 拉 ” 算 子 Y， 


令 
下 8 8 
7= ( 亏 ， 加! 如) 
则 | 上面 的 定义 可 形式 地 写成 
divg = (V, $), rots = [Y, PB), gradh = WVh, 
其 中 符号 表达 式 (Y,F),1V, Fj 分 别 表示 标量 积 和 矢量 积 . 

也 可 以 从 对 于 微分 形式 的 恒等式 来 定义 divp 和 rotG : 
=(dPYAdyAdz +t (dQ) Mdz rdr t+ (dB) A dr A dy 
= (divP)drdydz, 

dw = (dP) Mdz + (dQ) A dy + (dR) MN dz 
dyAdz+ vd dr vadr tdy, 
其 中 rot5 = (v1,v2, v3), dh(0) = (gradh(&), di). 
由 此 , 使 用 关系 式 dz A dz = 0,dz A dy = 一 dy 人 dz 等 等 , 就 得 div6 和 rotg 的 


相应 的 表达 式 
我 们 引信 两 个 有 用 的 恒等式 : 


rot gradh{a) =0, div rotpla) = 0, 


它们 可 通过 直接 计算 来 证 明 , 它们 也 是 对 于 微分 形式 w 成 立 等 式 只 o = 0 一 事 的 
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实际 上 , 第 一 个 恒等式 从 公式 
dah(i)) = dhE) = 0 
推出 , 而 第 二 个 恒等式 从 公式 
B= ddPAdr +dO ndy+adRAdz)=0 
推出 . 
定义 19 洛 逐 段 光 消 的 定向 闭 曲 线 工 的 第 二 型 曲线 积分 


n= f Par+ Qady+ Ra 
工 


叫 必 向量 场 5 = (PQ, RR) 灌 图 道 工 的 环流 量 . 


车 7 是 沿 围 道 工 的 循 行 正 方向 的 单位 切 向 量 , 则 积分 五 可 写成 第 一 型 曲线 
积分 


lo = PIL{P,F)d, 
t 
其 中 各 是 曲线 工 的 长 度 元 
定 兴 20 活 双 侧 的 胺 片 光 滑 的 可 测 的 曲面 5 的 标定 的 一 侧 的 第 二 型 曲面 积分 


r= ff Pay sd + Qaderdet Rdr a 
起 


叫 作 向 量 场 万 = (PP 昌 , R] 通过 曲面 9 的 流量 . 
如 果 用 元 代表 5 的 对 应 于 所 选 定 的 一 侧 的 法 向 量 , 则 通过 5 的 流量 可 写成 


T= f (emas. 
be 


我 们 以 向 量 的 形式 来 转述 斯 托 克 斯 定理 和 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 定 理 . 

设 曲 面 5 的 对 应 于 法 向 量 云 的 一 制 与 力道 工 的 循 行 方向 相 匹 配 , 的 循 行 方向 
对 应 于 它 的 单位 切 向 量 7. 这 是 可 以 做 到 的 , 例如 , 我 们 根据 连续 性 确定 在 曲线 上 的 
法 向 量 , 然后 让 向 量 + 的 指向 使 得 围 道 的 循 行 关于 元 是 按 “ 闭 时 针 方 向 ”完成 的 . 


定理 10 (斯 托 克 斯 公式 ) 向 量 场 万 活 逐 片 光滑 曲面 5 的 逐 段 光滑 边界 工 的 
环流 量 等 于 向 量 场 rotiz 通过 此 曲面 的 流量 ， 即 


fp, 3a = f (rotp, i)d5. 
L 3 
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定理 11 (高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 ) 向 量 场 5 通过 西 的 三 维 区 域 Y 的 
逐 片 光 滑 边 界 8 的 流量 等 于 向 量 场 5 的 散 度 场 活 善 集合 V 的 三 重 积分 , 即 


fe ($1)ds = Wl divgadV, 


其 中 元 是 曲面 5 的 单位 外 法 向 量 . 
我 们 指出 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 的 三 个 有 趣 的 推论 . 下 述 等 式 成 立 : 


fnas = /amr 1) 
Pe 了 
ff ralas = fv,alav (2) 
号 YY 
1 nhds 一 h whay. (3) 
可 Vv 


实际 上 , 譬如 说 我 们 来 考虑 公式 (2). 其 中 向 量 等 式 的 第 一 坐标 是 


freee- Qoosy)ds = Nm 2 


对 于 向 量 场 页 = (0, 民 , -@) 上 面 的 等 式 转化 成 寻常 的 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 
基 公 式 , 类 似 地 可 验证 等 式 (2) 的 第 一 、 第 三 坐标 之 相等 . 

等 式 (3] 从 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 应 用 于 向 草场 (已 0,0, (0 六 中， 
(0,0, hy) 而 得 到 ， 我 们 用 4d 代表 区 域 了 的 直径 而 用 AP 表示 它 的 体积 . 那么 对 
于 向 量 场 rot5 = [Y, 5] 和 gradh 一 Vh 的 每 个 分 量 在 等 式 (1)、{2)、 (3) 中 使 用 中 值 
定理 , 然后 令 4 一 0 过 渡 到 极限 , 就 得 到 


divg = ja 加 1 (nF)dS, (9) 
rots = lim km 了 元 ， Dds (5) 
gradh = lm ry by) 1 Rhds. (6) 


等 式 (4) 中 的 积分 是 向 量 场 5 通过 团 曲 而 9 的 流量 ,3 是 立体 Y 的 边界 . 与 此 类 似 ， 
我 们 把 等 式 (5) 和 (6) 中 的 积分 分 别 叫 作 向 量 场 5 和 标量 场 p 通过 曲面 5 的 向 量 
流量 . 

这 些 公式 给 出 了 梯度 , 散 度 和 旋 度 关于 直角 坐标 系 的 选择 不 变 的 定义 ， 
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第 十 五 讲 


3810， 位 势 向 量 场 和 无 源 向 量 场 


定 兴 21 向 量 场 F(M), 1M € VW 叫 必 区 域 YY 上 的 位 势 场 , 如 果 存 在 标量 函数 
hLM), 使 得 FCM) = gradh(JM), 函数 h(JM4) 本 身 叫 作 向 量 场 FF(2M) 的 位 势 . 

如 果 把 向 量 F(M) 看 作 是 作用 在 M 点 处 的 具有 单位 质量 的 探 试 奈 点 上 的 力 ， 
那么 位 势 hLM) 的 意思 是 当 此 质点 从 无 穷 远 处 移 至 M 点 时 力 场所 做 的 功 . 

实际 二, 设 给 定 具 有 始点 4 和 变化 的 点 MM 的 曲线 工 用 1ad) 表示 这 曲线 从 4 
到 4 的 一 段 的 长 , 用 +(2M) 代表 工 在 点 M 椒 的 单位 切 向 量 . 那么 力 场 当 探 试 质 点 
从 4 移 至 PP 时 所 做 的 功 等 于 


W(P) = 4 (FD), TM R04) = | eradn(M), 0 M) 
AP 


MM) TM) = hEP) 所 全， 


a 
AP 


定义 22 我 们 把 PEOD, rN aM) 叫 必 商量 场 六 (AM 滞 着 闭 图 道 工 的 环 
所 
流量 . 


从 上 面 的 力 FCM) 沿 围 道 工 所 做 的 功 的 表达 式 看 到 , 位 势 场 沿 任 何 可 求 长 的 闭 
围 道 的 环流 量 等 于 零 . 
在 定理 6,7,8 中 曾经 得 到 向 量 场 成 为 位 势 场 的 充分 必要 条 忻 . 我 们 使 用 新 的 术语 
来 叙述 这 些 条 件 . 
定理 12 光滑 的 向 醒 场 是 本 区 域 人 上 的 位 势 场 的 必要 且 充 分 的 条 人 忻 是 下 述 两 
等 价 条 件 之 一 : 
1) 对 于 任意 的 逐 段 光滑 的 闭 曲线 工 C 电 


由 (F(M), (MNAM) = 0 
LL 


2 rotF(M) = 
我 们 记得 , 对 于 映射 FM) = (PLM), GO ROMD)), 依 定义 有 等 式 


8 9Q op OR 8Q OP) 
rotF(M) = (入 ~ Bz’Bz Orr By/ 
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定义 23 向 量 场 另 丁 ) 也 作 无 源 场 (或 管状 场 )， 如 果 存 在 向 量 场 yp( 避 使 得 
古 ( 梧 = rotwfi)， 而 向 量 场 (如 ) 叫 必 场 Zi 人 的 向 量 位 茹 . 
定理 13 设 只 是 四 的 紧 致 集 . 为 使 向 量 场 是 无 源 的 , 必要 且 充 分 的 条 件 是 
对 于 人 的 一 切 点 , 成 立 等 式 divp 三 0. 
bp 必要 性 ” 场 5 是 无 源 的 , 那么 zz 本 = rot( 权 .但 因 对 于 任何 向 量 场 % 都 成 立 
等 式 divr roty¥ = 0, 所 以 在 区 域 0 上 divz 三 0. 必要 性 证 上 毕 . 
充分 性 现 设 divz = 0 在 域 0 上 成 立 . 我 们 要 证 存在 向量 场 旬 使 rot = 
对 应 于 向 量 场 5 = (PQ, RR) 作 微分 形式 
w= wl{r, ddr) = Pdy A dz + Wdz A dr + Rdr n dy 
F = (x, 0 2), dr = (dr, dy, dz). 
那么 ,在 D 上 div5 三 0 与 在 9 上 dw =0 等 价 . 而 存在 向 量 场 $= (4,B,O) 满足 
等 式 rott = 5 指 的 是 存在 微分 形式 一 Adzr + Bdy -+ Cds 使 得 do = w. 
考虑 如 于 的 形式 : 


1 1 1 
在 一 (/ (02 一 Ruytat ) dz (f (RE 一 Pejat) dy 二 (/ (Py 一 on] dz 


我 们 来 证 da = w. 从 等 式 
1 ad(t2w (tr, dF)) 
dt 


出 发 . 和 仅 考 虑 一 个 被 加 项 wo = Rdz A 古 就 够 了 . 我 们 有 


Ro = 所 (及 (trF) = HR+ PD. 


= wr, dr) 


令 宙 二 二 ,0 二 t, 册 二 tz, 得 
aR aR 2 加 (2 (Rv) 2 
Ro=t(2RT uD 十 + wo =t ee 十 Fm + wa - 


接着 使 用 dw = 日 即 


.00 ， P_I1 
ta ta 
Uw) _ ,OP -ua 
hh Ov/ 


得 到 


(RF)) = 一 上 
由 此 


1 
WD 一 f (eR(tP))dtds Ady 
0 


= 忆 ( f (Ru— Puytat ) + 2 ( / Rv- ou]| dz A dy. 
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设 da = AdyA 人 dz 二 BdzA 人 dz 十 CdzrAdy. 只 禹 证 明 丸 = C 就 够 了 . 从 微分 形式 a 的 


定义 知 
0-- 夯 ( | ez- td + 二 ( 上 Rr- Poot ) 
=--/ (Sew R- ey) Je (Put RSew) tdt 


一 让 (f (Ru 一 Pwdt ) 十 Em (ff (Rv 一 Quwa) . | 


注 定理 13 是 彪 加 莱 关 于 闭 的 正 合 微分 形式 集 的 定理 的 特殊 形式 , 在 这 个 定理 的 充分 性 的 
证 明 中 的 微分 形式 e 可 用 不 同 的 方式 选取 . 例如 任何 形 如 a 二 ag 的 都 满足 定理 的 条 件 , 我 们 还 
指出 , 任意 的 向 量 场 都 可 以 表示 成 位 势 场 与 无 源 场 的 和 . 


例 设 V 是 R? 中 的 一 个 凸 的 , 车 尔 当 可 油 的 紧 致 的 集合 . 对 于 任意 固定 的 点 
Pe Rs 和 任意 的 点 M e V, 定义 向 径 


t=F(M) = (tM) WM), cM),r = YM) + RM) + 220M), 
以 及 区 域 V 的 体积 元 dV = dz(M)dy(M)dztM). 设 在 区 域 上 给 定向 量 场 7 一 了 (MY. 
那么 可 按 下 式 定 义 向 量 场 i{M) 的 力 场 互 = H(P): 


”= D, Bday 


力 场 互 (P) 在 任意 点 P e Ra 都 有 定义 . 薪 己 ERaAV 则 定义 瑟 (P) 的 积分 是 光 
滑 函 数 的 常 义 三 重 歼 癌 积分 . 而 若 Pe WV, 此 积分 是 反常 的 , 是 其 收 敏 必 从 比较 判别 
法 推出 (为 此 可 把 区 域 分 成 以 已 点 为 中 心 , 半径 7 满足 条 件 e < r 和 2e,e 一 2 天 E 
N 的 球 壳 ). 

我 们 来 证 明 , 对 于 任意 的 点 P # WV 成 立 等 式 div 百 (P) = 0, 也 就 是 说 , 根据 定理 
13, 在 区 域 及 WV .上 , 场 瑟 是 无 源 的 . 

实际 上 , 若 机, 至, 本 是 洛 直 前 坐标 系 的 坐标 办 Oz, Oy, Oz 方向 的 基 疝 量 j = 
Cj1, jo, ja3),7 = (2,9,2), 则 


El Ea Es 
= -3 | js js 
EY 


| 一 
a jay 本 jz + 5a jo7 
了 3 


= Pel + Qe2 + Res. 


由 此 
oP . .3r 的 . 3y OR . ,32 
B= (js¥ 一 To2) By (下 一 防卫) -全 二 一 (az 一 1) 
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结果 


~ Br By 1 Bz 
即 , 场记 在 区 域 有 3?\Y 内 是 无 源 的 . 
现在 来 证 明 , 当 PV 时 , 场 三 的 向 量 位 势 是 向 量 场 


fiw 


昂扬 页 = rot.J. 
根据 被 积 函数 的 光滑 性 , 可 以 交换 运算 rot 和 三 重 积 分 的 次 序 , 那么 只 需 证 明 
(Dn 


就 可 以 了 , 实际 上 


7 i 
Tot (2) = [Y, ~] = 总 高 这 
Nr jor 1 jar™! 


_fo! .1 _ Br! .Or-! 
-a -+ 


一 . rt 。 Br-1 
+e3 (和 一 一 站 Br 
一 一 凤 E] 一 亿 62 一 Res, 


其 中 函数 PQ, RR 如 上 已 定义 . 至 此 我 们 结束 与 向 量 分 析 相 关 的 问题 的 讨论 
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第 十 六 讲 


81. 定向 多 维 曲 面 的 概念 


一 般 的 斯 托 克 斯 公式 是 关于 定 积 分 通过 原 函 数 表 示 的 牛顿 - 莱 布 尼 芯 定理 的 自 
然 的 多 维 推广 , 这 个 公式 首次 由 庞 加 莱 于 1899 年 发 表 在 著名 的 回忆 录 《 天 体 力学 新 
方法 》 中 . 为 了 强调 可 以 使 用 所 找到 的 公式 沿 任 意 维 数 的 盘面 进行 积分 , 他 称 此 公式 
为 斯 托 克 斯 定理 的 推广 , 指 的 是 把 癌 量 场 通过 井 面 的 流量 与 它 沿 着 曲面 的 边 鼻 的 环 
流量 联系 起 来 的 斯 托 克 斯 公式 . 

一 般 的 斯 托 克 斯 公式 的 各 种 变形 的 现代 证 明 , 通常 依靠 外 微分 形式 及 外 微分 形 
式 沿 曲面 的 积分 的 足够 健全 的 理论 . 这 显然 正 是 给 在 分 析 课 程 中 完整 地 叙述 此 公式 
的 证 明 造 成 一 定 障 得 的 缘由 ， 

我 们 为 一 般 斯 托 克 斯 公式 的 证 明 引 人 一 个 新 的 方案 . 此 证 法 本 质 上 使 用 与 经 典 
的 三 维 情形 相同 的 手段 . 资 先 借支 于 昌 面 的 参数 表示 , 我 们 定义 微分 形式 的 积分 . 同 
时 证 明 , 积分 的 值 按 其 绝对 值 与 参数 表示 的 选取 无 关 . 接着 论证 确定 曲面 的 定向 的 
参数 表示 的 选取 与 积分 的 符号 之 同 的 关系 , 下 一 步 是 引 人 上 曲面 的 定向 与 它 的 边界 的 
方向 相 迈 配 的 法 则 , 同时 依据 这 个 法 则 来 通过 “ 巾 合 ” 凸 集 的 像 来 构造 曲面 , 保持 被 
贴 合 的 任何 两 块 沿 其 边界 的 公共 部 分 各 歌 相反 的 方向 . 被 贴 合 的 这 些 集合 的 逆 像 的 
凹 性 用 来 简化 基本 和 定理 的 证 明 而 对 一 般 性 并 无 实质 性 的 限制 . 


人。 在 一 般 情况 下 曲面 与 其 边界 的 定向 的 匹配 505 ， 


我 们 再 次 指出 曲面 定 库 与 其 过 界 方向 相 匹 配 的 问题 的 重要 性 ， 此 问题 不 单 发 生 
在 论述 过 程 中 . 以 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 本 身 为 例 , 这 一 特性 就 已 明确 表现 为 积分 值 的 
符号 依赖 于 实施 积分 的 方向 , 即 当 积分 限 交 换 时 , 积分 的 值 变 号 . 在 一 维 曲 面 (曲线 ) 
的 情形 , 边界 是 点 ( 余 维 数 为 0), 此 时 曲面 和 它 边 界 方向 的 匹配 问题 最 为 简单 , 已 然 
解决 . 现在 的 情况 基本 上 是 归纳 好 定 闵 曲面 和 它 的 边界 的 方向 , 这 里 , 定向 的 匹配 归 
结 为 曲面 的 原 像 的 凸 性 的 应 用 . 

最 后 指出 , 在 引 人 一 般 斯 托 克 斯 公式 时 ,基本 的 困难 正 是 在 于 一 系列 必 变 的 概 
念 , 而 证 明 的 本 身 是 很 简单 的 . 

设 上 和 nn 是 自然 数 ,1 < 上 专 n. 我 们 来 定义 n 维 空间 中 的 大 维 逐 片 光滑 定向 曲 
面 , 方法 是 对 维 数 六 进行 归纳 

当 虚 = 工时 , 此 曲面 是 无 重点 的 逐 段 光滑 机 状 ,在 曲线 上 规定 了 自行 方向 , 即 曲 
线 的 于 一 个 光滑 委 的 始点 重合 于 上 一 个 光滑 内 的 终点 . 这 里 , 我 们 理解 曲线 的 光滑 
段 为 数 轴 上 的 有 向 线段 在 光 清 的 , 可 道 的 , 秩 等 于 1 的 映射 下 的 像 . 

设 下 之 2. 那么 大 维 曲 面 (确切 地 说 是 曲面 的 光滑 块 ) 定义 作 大 维 空间 中 是 
的 上 维 集合 4 在 光滑 的 , 可 道 的 , 不 退化 ( 即 秩 等 于 如 的 映射 5 之 下 的 像 B, 即 
B 一 35(4), 这 里 ,4 必须 具有 逐 段 光滑 的 边界 84. 

这 时 , 曲面 B 的 边界 BB 是 关 - 一 1 维 曲面 ,一 1 之 1,88 = 5(94). 首 像 4 叫 作 
曲面 的 光滑 自 B = #5(4) 的 卡 (kapra). 映射 5 本 身 呀 作曲 而 片 B 的 参数 化 ( 即 参 
数 表 示 ). 

设 给 定 曲面 B 的 两 个 参数 化 5 和 区 说 它们 定义 了 曲面 B 的 同 定向 , 如 果 参 
数 的 替换 是 具有 正 的 雅 可 比 式 三 的 微分 同 胚 和 . 面 若 及 是 负 的 , 则 参数 化 5 和 忆 
给 出 反 定 向 . 

如 果 映 射 A 的 雅 可 比 式 在 一 个 点 处 是 正 的 , 那么 它 对 于 集合 4 的 一 切 点 都 是 正 
的 . 此 事 从 映射 志和 入 和 蕴 不 退化 推出 , 映射 5 和 区 的 雅 可 比 矩 阵 .Js 和 .的 秩 都 
是 天 而 万 = 到: 开 . 于 是 , 定向 曲面 恰 有 两 个 定向 . 

为 了 定义 由 多 个 光 少 段 组 成 的 曲面 的 定向 , 首先 必须 “匹配 ” 曲 而 与 它 的 边界 的 
定向 . 


82. 在 一 般 情 况 下 曲面 与 其 边界 的 定向 的 匹配 


先 定义 边界 84 c R* 的 外 侧 . 由 于 它 是 尺 一 1 维 的 分 片 光 滑 曲 面 , 所 以 在 它 的 
每 个 光滑 点 处 可 给 出 它 的 法 向 量 (此 向 量 与 上 一 1 维 切 子 空间 正 交 ). 过 所 考虑 的 点 
zo € 94 并 与 法 向 量 共 线 的 直线 与 4 相交 于 某 一 线段 , 这 是 因为 4 是 凸 集 . 那么 此 
直线 上 从 点 zo 出 发 与 集 4 无 其 他 交点 的 射线 的 方向 量 元 叫 作 边 界 84 在 乓 zo 处 
的 外 法 向 量 , 面向 量 (一 元 ) 叫 作 内 法 回 量 . 

设 参 数 化 元 二 元 四 元 (0 和) 证 = 人 下 给 出 了 集合 4 的 边界 的 
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这 个 光滑 片 .我 们 说 此 参数 化 与 边界 84 的 外 侧 呼 应 , 如 果 此 映射 的 雅 可 比 矩 阵 左 
边 添上 外 法 向 量 元 之 后 的 矩阵 (元 2 5 的 行列 式 是 正 的 . 这 样 , 我 们 就 
在 原 像 4 上 把 集合 4 的 定向 与 它 的 边界 34 的 定向 匹配 起 来 了 . 
接着 , 与 早先 一 样 , 设 5 : R* Rn 给 出 浊 面 B 的 参数 化 , 并 设 元 : R*-! Re 
给 出 边界 84 的 参数 化 . 那么 映射 5ox 给 出 了 有 曲面 B 的 边界 88 的 参数 化 . 
我 们 说 , 向 面 B 的 定向 与 其 边界 8B 的 定向 是 相 匹 配 竟 , 如 果 88B 是 边界 84 
的 像 , 而 84 的 参数 化 与 它 的 外 侧 呼应 . 


例 设 集 合 8B 由 边界 84 上 的 方程 x = f(x1,… ,zk_1) 确定 ,84 是 上 一 1 
维 空间 中 凸 集 4 的 边界 , 了 是 4 上 的 分 片 光滑 函数 . 那么 集合 88 是 分 片 光滑 的 
一 1 维 曲 面 , 并 日 它 的 参数 化 5 可 由 下 列 方程 给 出 :z1 = 1,… ,wp_1 二 tk Tk 二 
flt1,: “7” ,下 一 1 ， 


此 映射 的 雅 可 比 托 阵 的 秩 是 上 一 1 因为 它 含有 上 一 1 维 的 单位 子 方 阵 . 曲面 B 
的 外 法 向 元 与 向 量 


= (Sf 0 of 1) 
dt to Fk 1 
hn 万 BF 
共 线 元 一 头面 短 阵 【种 52，… ,了 2 ) 可 写成 
1 8f 
1 8 
RR 0 
有 ,© 
1 Bf 
hr 0 1 
1 3. 8 
h tl Oti_1 


yp 1l of \” Bf \? 
它 的 行列 式 等 于 (一 1)* + (se) + ) 2 结果 , 曲面 B 的 定 


向 与 它 的 边界 88B 的 定向 在 所 考 虚 的 情形 是 相 匹配 的 , 如果 夫 是 奇数 的 话 , 在 大 是 
偶数 的 情形 , 要 想 匹 配 曲 面 B 与 其 边界 38 的 定向 , 应 该 把 98 的 定向 改 为 相反 的 
定向 ， 
现在 来 定义 n 维 空间 中 的 分 片 光 滑 的 才 维 定向 曲面 , 它 是 由 一 些 彼此 连通 的 光 
滑 的 具有 匹配 的 定向 边界 的 定向 片 组 成 的 . 
马 原 文 此 第 阵 印刷 有 误 一 一 译 者 注 . ， 
鸟 鲁 文 误 为 (一切 *1 C+ (2) + 人 3 ) ) 一 一 译 者 注 ， 


人 1 


和， 微分 形式 中 的 变量 变换 ,507 : 


设 两 个 这 样 的 万 Bl = FB1{A41) 和 Bs = PB2(42) 相 切 于 它们 的 交 { 拉 = Bn Bz Cc 
9B1m8B2. 如 果 此 时 1) 区 域 已 是 分 片 光 滑 的 有 一 1 维 曲 面 且 2) 曲面 ( 引 由 gi 和 
52 产生 的 两 个 定向 彼此 相反 , 那么 我 们 就 把 曲面 的 并 集 B = Bi U B。 看 作 (是 由 两 
个 曲面 片 Bl 和 Bs 组 成 的 ) 一 个 分 片 光滑 的 定向 曲面 . 类 似 地 处 理 有 限 针 个 彼此 连 
通 的 这 样 的 光滑 曲面 片 的 像 的 情形 . 

在 把 一 个 光滑 的 定向 曲面 片 , 借助 曲面 的 分 片 光 滑 的 定向 边界 划分 成 两 个 分 片 
光滑 的 定向 曲面 时 , 此 边界 曲面 相对 于 所 分 成 的 两 个 定向 片 分 别 取 相反 的 定向 . 

与 所 给 曲面 的 一 切 段 相对 应 的 卡 (kapra) 的 全 体 , 叫 作 曲面 的 册 (armac)， 


§3， 微 分 形式 


定 沈 1 设 1 芭 上 世 m,U 是 R" 中 的 开 集 ,Fnii,… ,Mk(F) 是 芝 上 的 画 数 ,1 去 
mi < 和 有 称 下 面 的 表达 式 (微分 形式 之 典范 形状 ): 


w = w(F, di) = bp Pini me (TdTms A A drm, 
1&m1 mn 

为 定义 在 5 上 的 上 阶 微分 形式 , 这 里 (形式 的 ) 微分 外 积 运 算 A 满足 条 件 : 

a) (dr dy Adz = dr A tdy A dz}( 结 合 性 】; 

bp) dr A dy = 一 dy 信 dz{ 反 对 称 性 ); 

cj dlari + bra Ady A Ade = adri Ady A Ade bdrz Mdy N\A dz, Vo, 
bE 展 [ 多 线性 ). 

形 如 中 = 下 (了 don 八 … 八 drms 的 微分 形式 叫 作 基本 微分 上 形式， 


我 们 看 到 , 条 件 a),b),c) 使 得 可 以 把 任何 微分 形式 都 写成 典范 形状 . 此 外 , 微分 
形式 w; 和 wz 的 外 积 wi A wo 由 此 以 明显 的 方式 而 定义 . 
例 1. 设 = 1. 一 阶 形式 可 写成 
由 [元 dx) = SF, (元 jdrs. 
号 一 1 


2. 设 大 二 mm. 那 时 在 微分 形式 w 的 定义 中 的 和 式 只 含 一 个 被 加 项 , 从 而 形式 w 
有 如 下 形状 : 
wlE, dE) 一 F(E}dTL A A dn, 


84. 微分 形式 中 的 变量 变换 


定义 微分 形式 中 的 变量 变换 概念 的 目的 主要 是 为 了 引信 沿 定向 的 分 片 光 滑 的 其 
维 数 小 于 基本 空间 的 维 数 的 曲面 的 曲面 积分 概念 . 然而 , 对 于 曲 而 的 维 数 等 于 空间 
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的 维 数 的 情形 , 定义 依然 适用 . 实质 上 , 所 作 的 定义 通过 把 变量 元 变 成 站 以 及 把 
dri 变 成 dpi( 有 前 而 完成 . 
定 兴 2 设 届 是 微分 上 形式 , 而 区 是 光滑 映射 5 :了 RR? 一 RR". 那么 成 立 下 述 变 
量变 挽 到 二 5( 的 法 到 : 
of 时] = ul 全国 


其 中 
Wl 一 wnt, dt) 一 > 了 rr (FO) dpm, (DD A 六 人 pn (b), 
1 
= 7 ea 
pe 二] tr 


我 们 来 把 形式 wa 写成 典范 形状 


w(t, dh) = bp Br rs (Pdi, A A dtr,. 


I 


为 此 , 首先 把 基本 形式 wo 变换 成 典范 形状 , 其 中 
cn = pm, (站 六 六 dgpma (2). 


我 们 有 


ni 


wo = ( om a ] A 过 ms so) 


Th 


1 


人 
》， ga pm ., Opme dtr A A dir, 
totr) 
主题 PP1 芝 Tk 帮 人 记 oF OAT 
= Penn) gs A Ad 
工 和 ma 了 (人 1 br) 


这 里 es 是 等 于 1 还 是 -1 取决 于 由 数 a{m),-… ,olrg) 组 成 的 排列 e 是 偶 排 列 还 是 
奇 排 列 . 把 最 后 的 表达 式 代 和 定义 形式 wi 的 等 式 , 求 得 


一 pn my】 
Pr 由 省 > Pm me (POE) Dtr,, ""° ,Er ) | 


i 


常用 记号 mm = or 表示 形式 wi 并 称 之 为 由 上 映 射 5 诱导 的 形式 或 简称 之 为 诱 
导 形 式 . 


865， 微分 形式 的 积分 . 809. 


例 1. 设 k=1 则 
pro = Dd B00) = > Fn(PO) Nr. 
Fr 一 1 mm 一 1 了 


2. 当天 一 天时 有 


一 D [ ”” ”了 
pr = PPD) Tb pe ae A hin. 


第 十 七 讲 


$5. 微分 形式 的 积分 
先 考虑 在 n 维 空间 中 微分 形式 浪 n 维 定向 曲面 B 的 积分 . 在 这 种 情况 下 可 
把 形式 w 的 笋 藻 形 状 写成 : 
w= P(E)dr1 A A doen. 
我 们 把 。 沿 (以 自然 方式 定向 的 ) 曲面 B 的 积分 定义 为 重 黎 受 积分 ， 即 


上 = Fan -den 
设 5 是 维 曲面 B 的 参数 化 ,B = 5(A), A 是 上 维 空间 中 的 维 集合 . 设 参 数 化 5 
与 B 的 定向 相 呼 应 . 那么 在 经 过 变量 变换 3 = 5( 且 之 后 , 我 们 从 互 上 的 微分 形式 
过 渡 到 4 上 的 微分 上 形式 p*w, 并 有 上 虹 范 形状 


wl = w= Bl dt A A dtr, 
依照 与 =n 的 情形 的 类 似 , 我 们 得 到 一 个 法 则 把 上 形式 wi 的 重 曲 面积 分 表达 
成 寻常 的 天 重 黎 曼 积 分 . 
这 种 状况 使 我 们 能 作出 微分 形式 的 曲面 积分 揭 下 述 定义 . 


定义 3 光滑 的 微分 上 形式 w ( 即 具 有 光滑 系数 的 形式 ) 港 分 片 光滑 的 定向 曲 
面 也 的 曲面 积分 了 指 的 是 如 下 表达 式 : 


r= /= /ev 
a] 如 


其 中 集合 和 4 是 在 下 维 空间 中 的 天 维 凸 的 车 尔 当 可 测 的 紧 臻 的 集合 ,日 = 5(A4). 
这 里 活着 集会 4 的 积分 , 同 在 让 = n 时 的 情形 一 样 , 通过 寻常 的 天 重要 要 积分 
来 表示 , 其 间 形 式 地 把 表达 式 下 六 :Ag 巨 接 成 dti .fi. 
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我 们 指出 , 如 果 疝 面 B 的 参数 化 5 在 B 上 确定 与 给 定 的 定向 相反 的 定向 , 那 
么 根据 上 疝 给 出 的 定义 
r= -=--/ 


例 设 B = 工 是 平面 zOy 上 的 以 原点 为 中 心 半径 为 1 的 圆周 , 按 逆 时 针 方 向 
循 行 . 借助 于 由 等 式 x = cos t,y = gin t,0 二 t 世 27 给 出 的 映射 5;[0,27] 一旦 来 
给 定 这 个 定向 . 考虑 微分 1 形式 

_ wdy — ydx 
二 


27 
fo= /v= | dt = 27. 
工 及 


为 了 验证 积分 人 w 的 定义 的 正确 性 , 必须 证 明 它 的 值 与 参数 化 5 的 选取 无 关 ， 
只 要 5 保持 同一 定向 . 我 们 记得 , 任何 两 个 这 样 的 参数 化 5 和 区 以 关系 式 可 二 Bo 
彼此 联系 , 其 中 入: 41 一 4 是 一 个 具有 正 的 雅 可 比 式 的 微分 同 腻 . 


定理 1 设 和 参数 化 区 :A 一 日 以 及 切 : 有 i 一 BB 给 出 曲面 的 同一 定向 . 那么 
/oo 
Pp ”微分 形式 gp*w 是 空间 RE 的 上 形式 , 因此 它 的 典范 形状 是 
Priw = dt A A dy. 


那么 er*u = 得 . 由 此 推出 


现 使 用 变量 变换 公式 
vu) = (Fo ND, E= A(D), 
得 
pw = (BOM wD = BOAD) A (WD) A A dr(W 
= B(XE ) 2 


万 可 
2 > > 0( 由 保定 向 条 件 知 ), 那么 根据 多 重 积分 中 变量 变换 的 公式 , 有 


人 wen- 人 Beio= 人 下 (入 本 2 PO A A dup 


-人 EY pe), fs (Dati .dts 


= f sa ae ot = | po. | 
办 A 


四 这 里 及 后 面 , 涉及 复合 映射 8。 入 时 , 符 屿 (5 o 和 +*w 与 前 面 定义 p*w 时 不 加 上 横 线 不 符 , 请 
该 者 留意 一 译 者 注 . 


du 1 :A ug. 


由 于 


6， 外 微分 的 运 其 “ $11 


在 曲面 积分 的 各 种 应 用 中 ,下面 的 定理 是 很 有 用 人 处 的 . 在 黎 营 积分 的 情形 , 此 定 
理 馆 决 了 根据 原 函 数 求 被 积 函 数 的 问题 . 
定理 2 证 区 是 弄 "” 中 的 凸 的 可 滑 的 紧 致 的 全 合 . 还 设 对 于 任意 的 分 片 光 滑 的 
k 维 曲 面 B CU 都 存在 连续 的 微分 此 形式 w 的 第 二 型 积分 I(B), 那么 形式 w 由 积 
分 值 1(B) 唯一 确定 ， 
bp 设 形 式 w 有 如 下 形状 : 
ut 一 >》 ， Ci {Ej ds A ATi, . 
Es 
设 a(#) = oi (FE) 是 形式 w 的 任意 的 一 个 系数 ， 我 们 来 求 它 在 点 和 = (x10， 
tn,0) ED 处 的 值 . 为 此 在 上 大 维 平 面 
Ti,,... ;i {{x1, | ;Tn) 万 了 及 ”| : 3 日 3 丈 $1 ,了 
上 取 点 zo 的 2 邻 域 5 = {x ET .jz 一 zol| < 2}.56 是 型 " 中 的 一 个 六 维和 定向 
曲面 . 我 们 联 在 = (人 ,#j) 柑 一 ZT 一 雪 三 Zi 为 5 的 参数 化 . 那么 积分 (5.】 
等 于 
/ 包 二 / T1070 st ,Tr 0 At ty, 
39。 Se 


其 中 右 端 的 积分 是 寻常 的 重 黎 曼 积分 . 由 此 根据 中 值 定理 , 有 
oso) = lm sf” 4 


< 一 0+ J(Se) Js 


86.， 外 微分 的 运算 


后 面 处 处 会 用 到 微分 形式 dF(#), 把 它 写 成 式 范 形状 , 就 可 把 它 看 作 是 函数 F(z) 
的 通常 的 微分 . 我 们 现在 引入 外 微分 的 定义 . 
定 必 4 设 w= 3》 ， 天 os 人 (dem 和信:…A drm 是 向 分 天 形式 . 称 


工 芝 191 TR 


形 如 
dw = », dF rm (EB) A dtm A A dm 


1 


的 十 1 形式 wi 为 的 微分 {确切 地 说 是 外 微分 ). 
例 1. 设 二 1. 那么 
BF, 
dy= 9 dmn(B)Adrm= >》 ( », 7 全 A drm 
lsran ~ 7 


1 和 Tt 妾 但 1 并 7 


= >》 (到 _ Da ) drr A dzm. 
Tm 


dr 
lar<men " 
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2. 设 =2n==3,6= (PQ,R),w = Payndz+ OQdz Adr + Rdr A dy. 那么 
AOP dQ dR 
d= At AA AdA 人 dy 
oP 90 5) 
- (入 + 她 + 安 dr A dy ndz 
— {diva)adz A dy 六 dz， 
引 理 1 设 给 定 微 分 后 形式 ws,8 二 ,T, 那 公 成 立 等 式 


dw A A Wr) = 多 一] 各 下 二 al 六 or 


a1 
bp ” 显然, 可 以 仅 限 于 考虑 基本 微分 形式 
ws = FslB)dro, tn) 和 入 ct) = FolF)ws,0, 8 = 1 st, 
式 中 zs 是 1,.… ,上 的 一 个 排列 , 根据 定义 
dw = dF (F) F(B)) Awio A A wro 


= 2 (F153) 人) A wo A A wr 
-2 1)*1+ -十 起 a 一 lw1 六 ‘A dss A A tr. 


引 理 2 成 立 等 式 dw = 由, 
pp ”实际 上 ， 


1 


diw 一 d(dw) =d (: 了 mn 村 {Edem, 六 一 入 ee 


> bE Fm,.. my (F} A drr A drm A A dem 


Or Orr 
1 nt =1 r=1 


Fn,, ,mn (EE) PF ek 四 ) 
1 和 rst DzraBms 


drs A deg» A dem, A A dpm 
= 0. 
这 里 我 们 使 用 了 关于 连续 的 二 阶 混合 偏 寻 数 的 施 瓦 芯 定理 .， 4 


定理 3 设 太 :有 Rn Ra 是 二 阶 连 续 可 微 映射 且 ww 是 光滑 的 微分 形式 . 那么 成 
立 等 式 gp* (dy) 一 dlp*w). 
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Pp 显然, 只 需 对 于 微分 形式 
外 一 所 (证 Jp A A drm; 
证 明定 理 的 结论 . 从 微分 形式 w 的 微分 的 定义 以 及 引 理 1 得 到 
do 一 了 (BO 的 )Gpm 区 Apms 人 | 
一 TFT(G() A dpm 后 入 Epm 
+F{P(H))d (dp 的 和 Cipms (1)) 二 有 4 十 B. 
再 用 引 理 1, 然后 用 引 理 2, 就 得 到 


[3 
B= -Dt tdpm (DA Ad pm DAA dpm (Dd) =0. 


与 一 二 


还 有 , 根据 诱导 形式 的 定义 有 


A=p (drm A dem A Adrm} = (dw). 本 


§7. 一 般 斯 托 克 斯 公式 的 证 明 
下 面 的 定理 成 立 . 


定理 4 (一 般 斯 托 克 斯 公式 ) 设 瑟 是 分 片 光滑 不 退化 的 定向 的 太 维 曲面 , 它 是 
三 集 4 在 映射 万 下 的 剧 , 万 的 糯 标 是 二 次 连续 可 答 函 数 , BB 的 边界 9B 的 定向 与 曲 
面 BB 本身 的 定向 相 匹 配 , w 是 光滑 的 无 一 1 形式 . 那么 成 立 等 式 


hah 


Py 设 曲 面 BB 由 映射 5; 及 一 日 给 定 . 那么 从 下 面 的 一 囊 等 式 就 得 到 定理 的 结论 : 


fei woe aon we fa 
BB A 过 起 B 


只 需 证 明 等 式 (2): 
/ Pw = / dp w), 
四 丰 二 
因为 等 式 (1) 和 (4) 从 第 二 型 曲面 积分 的 定义 推出 , 而 第 三 个 等 式 从 定理 3 的 结果 
p"(dw) 二 d(wp*w) 得 到 . 
根据 在 维 空间 中 的 尺 一 1 维 形式 的 定义 以 及 微分 运算 的 定义 , 我 们 有 


‘Pw 一 作 ， Bn, …. "1 (E1, “"" 1 tp ) dtrm, 六 re， 
lm 1 
如 
本 和 oj 一 2, Bm me (1 ;tp)dts A dim, A A Mm 


1 
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其 中 1 所 8 所 ks 天 71; 1， 
由 这 个 表示 , 根据 积分 的 线性 性 质 , 推出 只 要 证 明 等 式 


J 人 大 )d A A dte_1 = / Br tajdtp A dt1 入 AGE 


就 够 了 , 式 中 主人 代表 (ti,…… ,不 -1 
用 代表 集合 4 在 超 平面 t& = 二 0 上 的 投影 . 根据 集合 4 的 凸 性 ,4 可 写成 : 
A= {btr) :teD, A gt < f(D}, 
其 中 有 (BD) 和 户 全 是 某 两 个 定义 在 集合 DP 上 的 函数 
集合 4 的 边界 可 划分 成 以 下 三 个 集合 : 
HH = {tt :te D,t = f(D}, 
Jia = {Ct, tx) :teED,t= fo(0)}, 
Is = {t,t) :te 8D, f(t) < tr < folt)}. 
我 们 限于 考虑 曲面 Is 是 分 片 光滑 定向 曲面 的 情形 .TIs 还 是 个 柱状 物 , 而 曲面 
Hi, 和 11z 可 分 别 看 作 此 柱状 物 的 “F” 底 和 “上 "” 顶 . 
应 该 指出 , 集合 Hs 可 以 是 空 集 . 例如 当 4 是 天 维 球 人 十 … -二 旨 所 工时 就 是 这 样 . 
那 时 , 曲面 Ia 和 了 12 分 别 是 半球 面 共 十 … 十 认 二 = 1k 入 昌 以 及 可 十 -… 十 襄 二 1,tk 宇 0. 
我 们 来 证 明 沿 曲面 Tis 的 积分 等 于 堂 . 实际 上 , 由 于 Has 是 维 空间 中 的 有 一 1 
维 曲 面 , 所 以 它 可 参数 化 : 
t=) 1) Ema tra) = Ils. 
注意 ,Ed 是 微分 同 胚 ， 
慨 设 映射 二 :ma 一 IT 的 雅 可 比 式 在 各 点 处 不 等 于 零 , 即 
了 和 1 
J{io) 一 Dlau, 本 ,Uk_1) 天 站 
那么 根据 函数 .ri 的 连续 性 , 在 点 tio 的 某 邻 域内 它 不 等 于 零 , 还 有 , 根据 关于 逆 映 
射 的 定理 , 点 tf(iio) 是 集合 D 的 内 点 (D 是 集合 4 在 超 平面 大 = 0 上 的 投影 , 此 处 
说 内 点 是 相对 于 此 超 平面 而 言 一 一 译 者 注 ). 但 是 点 Hao)} 是 集合 DD 的 边界 点 , 得 
到 耶 午 . 因此 在 任何 点 去 Emma 处 都 让 
A 万 (和 ,tri1) 
J 和 D{u1, 0? ; Uk 1) 


使 用 此 等 式 , 在 曲面 积分 中 作 变 量 代 换 了 = 如) 就 得 到 


/ P(E tdti A A dite = / BFW), tn) (dur A A duk_1 = 0. 
3 3 


= 0, 
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现 考虑 沿 曲 面 Ti 和 Ts 的 积分 . 根据 曲面 定向 的 定义 ( 见 82), 有 
f st)an A Adtn 1 = (1)*-! | 3 pO) dle 1 
LD 


/ BE tad A A dp-1 = (—1)* / BE {Bat .dtp 1. 
II D 


因此 , 成 立 一 串 等 式 


f Bt)d A A die-s = /+/ 
号 此 


II 1Iz 


(1)! / (BE, f(D) ~ BE f(D)) dt digi 
LD 


ft) 
一 【一 1 / / 2 dt | dti --' dtk1 
f(D) Ok 


= (—1)* UE din = C1) f Bd A 全 
过 


一 一 -一 六 二 1 六， 1-. 
Em dt1 A dtke_1 | 
二 


注 在 上 面 的 定理 的 证 明 中 对 集合 Is 的 限制 其 实 不 是 本 质 的 . 事实 上 , 空间 有 R” 中 的 任意 
的 凸 体 五 都 可 看 作 另 一 凸 体 Do CR" 的 无 穷 光滑 的 像 , 而 Do 的 边界 不 含 直 线段 . 对 于 这 样 的 
Do, 其 边界 集 I1s 是 空 集 . 

容易 构 作 无 穿 光 消 的 可 逆 映 射 w, 俩 得 pC(Do} = 品 , 且 VLD) = Do, 这 里 对 于 一 切 2 后 
杰 " ,wp( 中 (2)) 二 至. 作为 相应 的 例子 , 可 考虑 上 映射 多 人) 如 下 定义 着 : 


区 到 一 和 十 十 一 各] {1+ e-54 ol ). 


这 里 和 是 立体 DD C 有 mn 的 某 个 固定 的 内 点 上 省 > 0. 这 时 立体 Do 作为 DD 在 映射 单 之 下 的 像 面 
得 到 . 道 映射 p 二 ~! 水 远 存 在 , 而 且 不 论 是 gp 还 是 葛 都 是 无 穷 光 滑 的 .中 

另 一 方面 , 异 助 于 常规 的 计算 可 以 证 明 , 对 于 足够 小 的 【依赖 于 由 点 xo 到 立体 五 的 边界 BD 
的 好 高 的 最 小 值 与 最 大 值 的 比 36 倩 , 立体 Do 必 是 凸 的 , 并 且 它 的 边界 3Do 不 售 直 线段 , 考虑 到 
推导 这 些 结果 是 十 分 繁重 的 工作 , 丽 且 映射 的 选取 有 极 大 的 任意 性 , 我 们 仅 限 于 作出 这 个 注 记 . 


了 在 这 个 注 中 , 映射 yp, 业 上 面 都 未 加 横 线 一 一 译 者 注 . 
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第 十 八 讲 


88. 一 致 分 布 的 概念 . 估计 人 情 里 叶 系 数 的 一 个 引 理 


数列 的 值 在 闭 区 间 上 一 致 分 布 的 概念 是 外 尔 引 入 数学 中 的 . 他 葛 定 了 一 致 分 布 
理论 的 基础 . 此 理论 在 数论 、 果 数论 经典 力学 中 得 淹 了 进一步 的 发 展 . 这 里 我 们 将 
证 明 数 列 和 的 值 在 闭 区 间 土 一致 分 布 的 准则 , 它 是 由 外 和 尔 建立 的 . - 

设 Tl Ta 是 一 个 实数 列 . 构 和 必 小 数 部 分 所 成 的 数列 {ri}, 机 rn， “ 
为 简化 叙述 ,我 们 以 后 试 为 数列 {x} 的 所 有 的 项 都 位 于 半 开 区 间 [6,1) 中 . 设 
F(N) = FON, a,B) 表示 数列 {x。} 中 满足 条 件 nNagf{r}<HB0ga<Bgl 
的 项 x 的 数目 (不 等 式 a < {zn} < 6 中 {zn} 代表 xz, 的 小 数 部 分 ). 

令 


PIN) = sup INF(N, a6) — (8 -ol. 


OEEl 
数 D(N) 叫 作 数列 {zx} 的 前 六 项 的 离 差 ， 
定义 5 数列 {zx} 串 作 模 1 一 到 分 布 的 {p，p.，mod 1, 英文 n，d. 一 uniform 
distributed), 和 如果 Aim_ DN) =0. 
后 面 需要 下 述 关 于 一 个 天 数 的 傅 里 叶 系 数 的 绝对 值 的 上 界 估 计 的 引 理 . 
引 理 3 说 给 定 函 数 
1 


P(E) = Wn (z) = VT 


的 情 里 叶 级 数 屎 开 式 本 
ww{r) = ») Cme mz, 


那 双 对 于 计 之 1 和 巩 安 0 成 立 知 计 式 
4 十 Dm N 
一 |c_ 是 过 一 一 一 一 站， 

lcm| = |e_ml me 


bp 显然 , 对 于 傅 里 叶 系 数 成 立 等 式 


三 (ber f E2Timt ke 
Cn — 一 操 一 一 一 后 ty 
一 M —# VE2 +ein nt 


其 中 。= 广 . 


8S8， 一致 分 布 的 锋 念 , 估计 情 里 叶 了 系数 的 一 个 引 理 ,519 ， 


在 半 带 状 区 域 I 一 {zlimz>0,|Rez| < 了】 上 考虑 复 变 丽 数 f(z) = 
一 一. 它 的 分 母 在 点 s = 认 = i 人 V+ 四) 处 等 于 零 ， 函数 f(z) 在 


WE2 + sin? nz 
以 射线 [ia, +ioco) 为 截 口 的 区 域 [上 是 单 值 函 数 . 

考虑 任意 的 数 5 > a, 并 作 力道 5, 使 工 由 线段 [1 = [让 ,Lz = EB 1 十 训 
Ls = (3 十 访 ， 9 ,La = [ib,ia], Ls = lia,ib], Le = lin, 3 + 志 | ,L? 一 [> + 动 -3 
组 成 , 也 就 是 说 构 作 闭 围 道 5 一 U5。, 沿 正方 向 (“ 进 时 针 方 向 ”) 循 行 


根据 柯 西 基本 定理 ， 上 f(z)dz = 0, 因此 成 立 等 式 


7 
KeD = A flz)dz = -yf flz)}dz. 


下 二 2 


根据 被 积 函数 的 周期 性 (f(z 十 1) = f(z)), 有 
也 flz)dz 一 -f/f f{z)dz. 


还 有 , 由 于 沿 着 截 口 的 不 同 的 边沿 , 解析 函数 的 平方 根 的 值 仅 差 一 个 符号 , 而 沿 着 线 
段 Ls 和 Ls 的 循 行 方向 是 相反 的 , 所 以 


上 (aaz= / fds. 
设 z=w 十 语 XE 那么 当 #5 一 十 o0 时 成 立 一 臻 极限: 


ertmz 


1 站 VE 了 
这 里 我 们 使 用 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 因为 对 于 某 常 数 c > 0 成 立 不 等 式 
if = flz 十 启 | < ce mt). 


因此 , 根据 依赖 于 参数 的 函数 的 常 义 积分 的 积分 号 下 取 极 限 的 定理 , 得 到 
om fz2)dz = slim, 上 flz)az = 0. 
于 是 


Ke = 上 ffz)dz 一 2 lm (- 上 了 (adz】 9 7 flzYdz. 
也 原文 此 处 为 em 一 一 译 者 注 . 
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我 们 指出 , sin(xit) = ishfrb. 因此 , 积分 玉 。 变 成 


十 oo EG— 2"mt 十 oo 一 2 


一 一 一 -一 ( 基 一 2 一 -一 一- 一 一 ( 坟 . 
a WE2 一 sh 二 a Vsh :nt — e? 


Ke=2 


显然 ， 


nao=in(e + vlite), er*=et+Vltite, 


era 一 一 E 十 WwW1L 二 sa， shnoa=e. 


在 Ks 的 最 后 的 积分 表达 式 中 作 变 最 变换 x = ta, 得 


十 6 pe—2Titt+a) 
EK: = 2 上 
4 sh2 nr(t + a) ~ sh2 ra 


使 用 公式 
出 忆 十 shw 一 oah™ + ‘ch ,shu— shv = 2ch 5 中 一 一 
求 得 
shin(t + a) 一 sh2ra = shr(t + 2a)shrt. 
因此 
+ e277mt 
Ke = 2e om 一 QQ mo. 
0 shntt i+ 2a) snnt 
由 于 当 z > 0 时 , 丽 数 snz 是 单调 的 是 shr z 关 Tz, 所 以 成 立 不 等 式 
也 一 2 +oe dt 
Go St, = w=/ 一 一 一 ， 
9 Vntehnitt2a) Joa sinnt 


接着 有 (ah2na 一 2ew1 十 2) 
1 24 gt 8n 
n< 人 这 VTS 
使 用 变量 变换 rz = er# 得 


2 fo dr 1 fim a ( 2 一 1] 
一 二 -2 一- {nm dz 
2 TT |. zx2 一 1 |,. ds 十 1 


1 ， ch ra 1 wl 二 e? 
— ln = 一 ln ， 


1 


TT Sha 和 三 
结果 
G, < 2+im lte, 
TXT 不 E 


如 ， 外 尔 准 则 ， . 519 . 


最 后 我 们 得 到 对 于 傅 里 叶 系 数 的 估计 


2 1 wl 2 
lem| < 2E € + 一 ln + CQ TE 
下 7 E 


之 = (4+m :) TE 一 生 十 下 嫌 -入 
Er E yy 


下 面 的 讨论 可 以 使 用 消 数 %w(z) 的 情 里 叶 系 数 的 更 弱 的 估计 . 但 是 这 里 引入 的 
估计 自 有 其 独立 的 意义 ， 


二 


89. 外 尔 准 则 


现 证 下 面 的 定理 , 它 叫 作 数 列 的 值 模 1 一 致 分 布 的 外 尔 准则 . 


定理 5 下 面 的 论断 彼此 等 价 : 

(1) 数列 {zn} 并 1 一 笋 分 布 ，; 

(2) 对 于 任意 固定 的 a 和 ,0 二 oa<B<l 成 立 关 系 式 
lim PO) 局 


部 一 


(3) 对 于 任意 的 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 殖 可 可 积 函 数 ffz), 成 立 关系 式 


= —o 


,1 ! 
dm few) = | fo 


(4) 对 于 任意 的 连续 画 数 f(x) 


NM 1 
,Jim 六 D2 few) = h far 


(5) 对 于 任意 的 整数 mm 关 0 
1 N 
= 27Timry, 
J R20 


bp 由 定义 显然 有 (1) = (2). 另外 (3) = (4) 一 全. 琵 于 的 只 是 证 明 (2) 之 (3) 
和 {5} 二 {1). 
先 证 (2) 全 (3). 用 下 面 的 等 式 定义 周期 为 1 的 函数 : 


) = 1, 车 a 所 7 之 记 ， 
9(®) = 1 0, 车 z € [0,D) \ [o,f), 


中 译 者 算 不 出 2In t+ 所 < ni 一 一 译 者 注 . 
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那么 命题 (2) 可 表示 为 


im 记 > gtrn) 一 / g(xYdr. 


我 们 指出 , 如 果 上 和 式 对 其 些 图 数 g(x),… ,和 (T) 成 立 , 那么 它 对 于 任意 实 系 数 
线性 组 合 clgifz) 十 --… 十 ckgkfz) 也 成 立 , 其 中 cl,… ,cp 为 实数 . 因此 , 这 个 等 式 对 
于 任意 的 逐 段 常 值 函数 成 立 . 

现在 任 荫 可 积 函 数 f(x). 那么 对 于 任意 的 es > 0, 存在 分 法 了 了 :8=zo<… 上 < 
zr = 1, 使 得 成 立 不 等 式 


1 如 
afT < f Fle)de < S(T), S(T) ~ slT) < §, 
心 
其 中 s(T) 和 837] 分 别 是 达 布 下 和 与 达 布 上 和 ， 


3(7") 一 Y mAzt, ST) 一 3》 MeAze, 
二 + 一 1 
m= inf f(x), Mi= sup fl2). 
FEA IEA 


达 布 和 可 以 写成 ， ， 
s(T) 一 hfejdr， S(T)= f 百 (zydm， 
其 中 ， 当 下 寺内 一 [站 一 1,-.- ,Tr 村 
h(x) = mit, H(z) 一 


由 于 h(x) 和 H(z) 是 远 段 常 值 函数 , 所 以 存在 数 No, 使 得 对 于 一 切 N > No 成 立 不 
等 式 


N 1 
en / had 
QQ 


二 1 


—1 _ = 
I. Do He f sey < 


[ay 
< 3 


因此 


s(T) -3<N- ho) < NT Blew) < 5) + 3 


n=1 


但 由 于 对 于 一 切 点 ze [0,1] 成 立 不 等 式 h(z) & f(x) H(z), 所 以 


N ~N N 
NS han 和 wy fren) & NT SY H(zn). 
二 1 =1 n=1 


但 ， 外 尔 准 凤 .521 ， 


因此 , 从 前 面 的 不 等 式 得 到 
MN 
s(T) — 3 <N-! 2 fn) 去 507] 十 了 


结果 


< S(T) _ s(T) + 2e <e. 


~ 1 
be 》， Flrn) -/ flr)dr 3 


=] 


这 表明 命题 (3) 成 立 ， 
现 证 (5}==(1). 要 证 的 是 dim。 D() = 0. 为 此 把 函数 FI(Q,a,B) 写成 


F(Q,o,8) = 》，9(znh， 


生计 - 汪 再] 


其 中 
若 a<z < 8, g, 


= 
9% 10， 若 z¢ {a8). 
我 们 指出 , 消 数 g(x) 可 以 写成 


gs) = p(B -7s)— ple-#) +H- 
其 中 plz) = 5 {zj}. 再 考虑 一 个 以 1 为 周期 的 函数 


1， 车 a<x<B 
1 
名 (人 z) = ph 车 人 =a,z = 1 
0， 若 Ox<oB<zr<l1 


在 bi] 上 , 除了 = = w 和 z = 6 外 , 在 其 他 点 处 g 与 9 重合 都 等 于 3. 可 把 go 写成 
go(z) = po(B = 1) — pola — 2)+H—o, 
其 中 


4) = 3 一 {z}, 车 不 是 整数 ， 
" 0， ”若是 整数 


早先 ( 见 第 三 部 分 第 23 讲 ) 对 于 任意 的 N 之 1, 曾 得 到 不 等 式 


NN . 
sin 2xnw 
pm 一 2 


也 一 二 


所 他 wz)， 


名 原文 此 处 为 g(x) = 全 Re 主考 注 . 
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其 中 yw(x) = i 我 们 指出 , 如 果 把 函数 po 在 整 点 处 的 值 从 零 改 为 


> 即 琢 数 p 在 整 点 处 的 值 , 上 面 的 不 等 式 依然 成 立 
把 范 数 ww(z) 展开 成 傅 里 叶 级 数 .根据 引 理 , 它 的 傅 里 叶 系 数 ow, 以 下 式 作出 


估计 : 
em| < (rN)-1(4 4+ ln Nye 时. 
于 是 二 
g(z) 一 6- e+ 7 二 Gein 2rn(B _z] -sin2rnfa — 2)) + Rw, 
其 中 
[Rw| & Pw tf ~ 2) + Pye — 2). 
令 MM= [NIn N| 十 1. 那么 晴 数 wn(z) 可 写成 


Wy (2) 二 PD Ce Time 十 口 ( 


Dm 


从 关于 函数 g 的 关系 式 出 发 来 变换 函数 下 (Q; a, 5B), 得 


ln 二 ) 
7 


QF(Q;o,B) — (8— a) 


<Q! > (em + 


1&|m|M 


= bs > g(rn) ~ (8 — a) 


nn 


AlD N 
N 9 


27|rml| 


) dr (B+ rao)D + 


其 中 4 > 0 是 常数 ， 
Tn (BP) — Pp pTim(B—2n) 
拉 近 如 
对 于 任意 的 实数 成 立 等 式 


Iran(9 = [Tn (0 = Ts. 


任 取 = > 人 根据 条 件 Am MN ce 


NN ~3 


2 
所 后 


由 于 dim, Q-1T% = 0, 所 以 存在 数 Qo, 使 得 对 于 一 切 8 > Bo 和 一 切 _1]<m < 
M = Twin NN] 十 1, 成立 不 等 式 


选取 最 小 的 数 N, 妈 


TE 


-1 7 
IQ Tn|l < FTF Nm AN 
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因此 , 对 于 任何 s > 0 都 找 得 到 数 Qo 使 得 对 于 一 切 8 > Qo 成 立 不 等 式 


EE 


DQ)= sup IQ FQ;0,A) — (Ba) 
Dsa<8<1 


这 表明 lim D(Q)=0。 aa 
例 1 设 a 和 月 是 实数 日 a 是 无 理 数 . 那么 数列 fan + 98] 模 1 一 致 分 布 . 
实际 上 , 对 于 任意 固定 的 整数 m 了 0, 有 


N 

一 1 28ifuf cm 十 后 ) 1 
ow = |N 2 入 -一 一 一 一 一 . 
六 2 NN|sinnmal 


由 于 a 是 无 理 数 , 所 以 sin zma 半 0. 因此 当 NN 一 oo 时 ow 一 0. 闭 困 , 根据 外 尔 淮 
则 , 数列 {am 十 8B} 模 1 一 致 分 布 ， 


例 2 设 ea 是 无 理 数 且 Azn = zny1 一 Tn 当 于 一 oo 时 收 伍 到 =. 那么 数列 {zn} 
模 1 一 致 收 伍 , 特别 地 , 数列 fa + vn} 模 1 一 致 收 伍 ， 


令 zal — Tn = 二 Yn Lim yn 二 0. 考虑 三 角 和 


I 
Sy — nN-! >» Ee2Timrn 


n=1 
那么 
吕 wre2niom = 本 1 > plimlzn 一 gay 一 Nl > EETiment 十 Pr， 
n= 二 1 n=1 
其 中 
N 
rN 一 N-1 3》 (e2rim le yn) _ eimenni ) . 
用 一 二 
由 此 得 到 


—Sn(1 _ emime) 一 fx 十 可 ~1 [ee _ e2mtmzi 1 人 训 


此 式 右 端 当 N -oo 时 趋 于 党 . 实际 上 


N N 
; 2 
rx! 和 NT SY | ~ eT "im 一 丈 S|sin armyn 
从 一 1 


好 三 


上 
< 2rlml. N71 》 lynl.® . 
1 二 1 


中 此 式 原文 左 端 没有 人 负 号 一 一 译 者 注 . 
包 此 处 原 误 为 2rlmlmw 1lyn| 一 - 译 者 注 . 
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由 于 im [yn = 0, 所 以 有 


N 
im NY 之 - la] 一 
从 而 im ry 一 站 ， 
由 于 4 exrime yy 0( 根 据 a 是 无 理 数 ) 所 以 Jim Sw 一 0 而 这 表明 , 数列 {zn} 
模 1 一 致 分 布 . 


例 3 设 {} 是 翡 波 那 契 数列 : 下 = 上 五 王 1 当天 关 2 时 本 HH = 囊 十 瑟 -1. 
那么 数列 {In 下 } 是 模 1 一 致 分 布 的 . 


实际 上 , 对 于 Fn 成 立 公 式 


i i 3 


认 一 em 
因此 , 当 m 一 ce 时 下 瑟 41 一 也 下 一 下 oa 由 于 二 4 是 无 理 数 , 所 以 由 例 2 的 结 
论 知 , 数列 {In 咏 上 模 1 一致 分 布 . 


例 4 设 Jim frz) = a 是 无 理 数 . 那么 数列 {fln)} 模 1 一 致 分 布 . 


事实 上 , 从 拉 格 朗 日 有 限 增 量 定理 知 Jim Af(n) = oa. 由 此 , 使 用 例 2 的 结论 ， 
得 知 数列 {f(n)} 模 1 一 致 分布. 
在 考察 下 一 个 例 于 之 前 , 先 证 明 外 尔 - 范 德 科普 (van der Corput) 不 等 式 ， 


引 理 4 设 旭 ,ww 是 性 意 的 复数 ,五 是 自然 数 ,1 所 日 之 NN 那 必 成 立 不 
等 式 


由 此 得 到 


一 局 - 


2 
HI SY urn) s&s HCN THD lun 
i 雹 nN ln 
HH~1 
+2(N+H—1) 2 nln 
h=1 1 一 下 


这 里 如 是 数 包 的 复 共 轿 数 . 
Pp ”为 了 便于 论述 , 我 们 定义 wm 当 nn<0 和 n>NN 时 回 取 值 零 . 那么 成 立 等 式 


N N+N—1l H—: 
五 yun 一 > 》， Un—m 
nn 二 1 n= m=0 


吕 此 式 经 不 住 验证 一 一 译 考 注 . 


8$9. 外 汞 准则 


将 其 两 边 平方 并 使 用 柯 西 不 等 式 

| Savbv| 入 >》 lov? >», 上访 |>， 
得 

Ny 2 
H2|lS un| gS(N+H- DW 
n=1 
其 中 
NH-1IH-! 2 
W = >》 ， tn_m| : 
时 一 工 TT 二 由 


处 理 和 式 WW 把 它 分 成 “对 角 线 ” 项 的 和 Wi 与 “ 非 对 角 线 ”项 的 和 Wa. 那么 


如 一 二 "oD 并 一 0 


a 


-Tn 


Tt k=0 n=1 


一 和 7- 十 Wa, 
其 中 
百 一 1 N+H-1 
一 > 》， ln mi 乌 
m0 1 二 1 
N+H—1 
Wa = >», > (tin—miin—k + 证 一 mn 一天 小 
DO<tm<R 芝 有 -1 n=0 
显然 或 立 等 式 
名 十 此 一 1 
2 in-ml? = 3 us， 
n=1 
因为 当 n0 和 n>NN 时 wn=0. 所 以 
Nn 
一 HH >». [unl>.@ 


4 二 1 


处 理 和 式 ys, 引入 下 列 符 号 nn 一 m=4,n 一 上 二 1 十 hh. 得 到 


H-1H—m-1lN—h 


Ws = > pa pa (Wirth + vn). 


m= hh=1 t= 
o 原 六 为 m= 全 | 这 | _ 译 者 注 
二 从 n= 


四 原文 为 Wi = bs ua| 一 译 者 注 
n=1 


"525 “。 
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在 此 式 中 交换 关于 hh 和 关于 m 的 求 和 次 序 并 转化 为 不 等 式 , 就 得 到 


H—l 万 一 由 一 了 


Wal <2, 》, 3 Wiiith 
Hl I 
=29 (H-AIY, nintn|. 
页 一 二 n=1 


例 5 设 对 于 任意 固定 的 自然 数 ,数列 {x, 6 一 zn} 都 是 模 1 一致 分 布 的 . 那 
么 数列 {xn} 是 模 1 一致 分 布 的 . 


国定 整数 m 7 0 和 自然 数 五 . 根据 外 尔 - 范 德 科普 不 等 式 


只 tN 一 3 Ee 

h=] n 二 ] 
对 于 任意 固定 的 严 > 1, 数列 {zn 一 xn} 模 1 均匀 分 布 , 因此 , 根据 外 尔 淮 则 , 当 
N 一 oo 于 


1 N—h 
六 >》 eTim(l rnt —Tn) 一 0. 


下 一 】 


于 是 , 在 前 面 的 不 等 式 中 令 六 一 oo 得 


1 1 2rime 
i 
从 而 {zn} 是 模 1 一 致 分 布 的 . 


例 6 设 上 之 1 是 固定 的 自然 数 . 还 设 im Aszn = 是 元 理 数 .那么 数列 
{zn} 模 1 一 致 分 布 . 


我 们 对 参数 上 进行 归纳 来 完成 命题 的 证 明 . 当 上 = 1 寺 , 命题 即 例 2 的 结论 . 设 
命题 对 于 让 = m 成 立 . 我 们 来 证 明 它 对 于 k= m+1 也 成 立 , 我 们 有 


An(ATrn)} = AT(TAp) — ATrn 一 人 下 HL + ATTIzat1 + + ATMTirnrh1. 


由 此 , 对 于 固定 的 21, 当 no0 时 得 Ap(A™Tzn) 一 ha, 这 里 ha 照旧 是 无 理 数 . 
我 们 指出 , An(Amzn) = AT(Apzxn). 对 于 数列 {Apzn} 使 用 归纳 假设 , 得 知 数 
列 {Apzn} 对 于 任意 固定 的 hh 纪 1 都 是 模 1 一 致 分 布 的 . 
结果 , 从 例 5 的 结论 知 , 数列 {za} 是 模 1 一 致 分 布 的 . 特别 地 由 此 推出 , 最 高 
次 项 系数 是 无 理 数 的 多 项 式 了 的 值 的 序列 {f(n)} 是 模 1 一 致 分 布 的 . 
四 原文 此 处 第 一 项 少 因子 专 , 第 二 项 少 因 子 2 一 一 译 者 注 . 


用 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 习题 


第 一 学 期 
讨论 班 1 


1. 集合. 集合 的 运算 ., 稍 卡 儿 乘积 . 映射 及 函数 . 双方 单 值 对 应 . 反 国 数 . 

2, 集合 的 对 等 . 可 数 集 . 有 理 数 集 的 可 数 性 . 

3. 康 托 关 于 集合 与 其 突 集 不 对 等 的 定理 . 

4. 具有 连续 统 的 势 的 集合 . 连续 统 的 不 可 数 性 . 

5. 2 的 平方 根 是 无 理 数 . 实数 的 十 进 制 写法 . 实数 的 性 质 . 阿 基 米 德 公理 . 

6. 关于 有 王 界 的 数 集合 有 上 确 的 定理 ， 

7, 关于 集合 可 分 性 的 引 理 . 关于 骸 套 闭 区 间 系 的 引 理 . 关于 收缩 财 区 间 序 列 的 
引 理 . 

8. 无 穷 大 数列 与 无 穷 小 数列 及 其 性 质 . 

9. 伯 努 利 不 等 式 和 牛顿 二 项 式 ， 

10. 收敛 数列 及 其 算术 性 质 . 

11. 不 等 式 中 的 极限 过 程 . 

12. 单调 数列 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 

13. 数 e 及 其 无 理性 . 欧 拉 常数 ， 

14, 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 有 界 数 列 有 部 分 极限 的 定理 . 数列 的 上 极限 和 
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下 极限 . 
15. 数列 明敏 的 柯 西 淮 则 . 


16. 施 托 尔 芯 (Stolz) 定理 . 收 敏 数列 的 算术 平均 项 的 数列 的 极限 , 开 善 勒 方程 
的 解 的 存在 性 . 


17. 无 穷 几何 级 数 的 项 的 和 . 海伦 迭代 公式 . 极限 关系 式 : 


. 1 ， Ll 
lim ar 一 1，a>0 lim nw =1. 
T+ Ho 


问题 


1. 证 朋 :[a,8] ~ (05), [a,b] ~ [a, by. 
2.5up A= —inf(—A),sup(AU B) = max(sup A,sup BY). 
3. 8a) lim 扶 = 0, 其 中 是 常数 ; 
b) lim n (as 一 了 一 oa>n0 
4 设 lim zn = +oo. 那么 im tn 一 十 oo， 
5. 设 对 于 一 切 ne Nj,pn > 省 甩 Lim pn 二 2p. 慎 必 和 lim (pi pn)* =p, 
6. 由 ,im (1 十 去) = 出 发 证 明 lim, 一 4. 
7. 证 明 数列 on = (1+ 2)”? 严格 减 当 且 仅 当 p> 3 
8. 对 于 一 切 满足 条 件 |r| < 1 的 有 理 数 > 成 立 不 等 式 1 二 Fr 系 6 所 1 十 这 
9. ,im n (a 十， … 十 盐 :) = ln2. 


10. 设 {zx} 是 有 界 变 差 数 列 , 即 有 C > 0 使 得 对 于 一 切 ne N;， 有 py jeui — 
R=1 


zk| < 那么 数列 {zw} 收 合 . 
11. 设 0&jinjm 所 nr 十 Tm 那么 存在 极限 im 全 
12. a&) im (an + bn) & ,lim an 十 ,Jim bn, 如 果 后 两 个 极限 存在 的 话 . 
b) 如 果 存 在 极限 lim oan 二 4 和 ‘lim bn 二 b, 则 ,lim anb, = ab. 
c) ,lim an 一 — lm (ean).® 
13. 设 lim an = oo0. 那么 存在 Lai Gn. 
14. 设 lim an =a. 那么 {aon} 或 有 最 大 元 或 有 最 小 元 , 或 两 者 兼 而 有 之 . 
15. 设 s4 二 1 十 … 十 Gn 一 十 coyak > 0，lim on = 0. 那么 s 的 小 数 部 分 的 极 
限 点 的 集合 与 闭 区 间 [6,1] 重合 
16. 设 lim (sn+l 一 sa) 二 0, 而 1= Jim sn <L= ,lim sn. 那么 {s,s} 在 闭 区 间 
上 工 上 处 钼 稠密， 


号 原文 为 jim an = 一 im (一 an) 译 者 注 . 


用 于 讨论 班 和 考试 级 示 范 性 问题 和 习 是 ,529 ， 


17.a) 设 a>0 且 ,lim an = 0D. 那么 存在 无 穷 多 个 导 和 码 n, 使 得 a。> max(an+1， 
仔仔 十 2 Cn )- 
DD) 设 an>0 且 en = 人 那么 存在 无 穷 泥 个 导 码 nr, 使 得 om < minfal， 
a2 ,tn—1). 


讨论 班 2 


1. 足 数 在 一 点 处 的 极限 . 在 一 点 处 无 穷 小 的 函数 . 在 一 点 处 有 极限 的 函数 的 有 
界 性 . 有 极限 的 函数 的 算术 运算 . 函数 极限 的 单调 性 . 

2. 函数 沿 着 集合 基 有 极限 的 柯 西 准则 ， 

3. 小 数 极限 的 柯 西 定义 与 海 涅 定义 的 等 价 性 . 

4. 关于 算 合 函数 沿 集合 基 的 极限 的 定理 . 

5. 函数 在 一 点 处 的 连续 性 . 单 全 连续 性 . 连续 函数 的 算术 运算 . 正弦 函数 与 指数 
函数 的 连续 性 . 

6. 重要 的 极限 . 

7. 函数 的 间断 点 及 其 分 类 . 单调 函数 的 间断 点 ， 

8, 单调 函数 连续 的 准则 , 关于 反 函 数 的 连续 性 的 定理 、 初 等 函数 的 连续 性 . 开 普 
勒 方程 的 连续 性 . 

9. 关于 闭 区 间 上 连续 函数 的 中 间 值 的 柯 西 定理 . 关于 闭 区 间 上 的 连续 阔 数 有 界 ， 
达到 最 大 值 和 最 小 值 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

10. 关于 闭 区 间 上 函数 的 一 致 连续 性 的 康 托 尔 定理 数 轴 上 的 开 集 和 闭 集 的 
性 质 . | 

11. 关于 紧 致 集 的 有 限 开 覆 盖 的 博 雷 尔 引 理 . 关于 紧 致 集 上 函数 的 一 致 连续 性 
的 康 托 尔 定理 . 

12. 函数 的 微分 和 导数 的 概念 . 导数 和 微分 的 几何 意义 . 单 侧 导 数 . 函数 的 微分 
与 不 定 积分 的 联系 . 

13. 复合 函数 与 反 函 数 的 导数 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ， 开 普 勒 方程 的 解 的 
微分 . 

14. 两 个 函数 的 和 、 积 以 及 商 的 导数 . 初等 函数 的 导 函 数 . 

15. 高 阶 导数 与 高 阶 微分 . 芋 布 尼 芯 公式 与 法 . 地 . 伯 鲁 诺 公 式 . 

16. 关于 函数 在 一 点 处 的 增长 的 达 布 定理 . 关于 导 函 数 的 零点 的 罗 尔 定理 . 关于 
有 限 增 量 的 材 西 定理 和 拉 格 朗 日 定理 ， 

17. 关于 函数 的 极 值 的 费 马 定理 . 关于 导 函 数 的 中 间 值 的 达 布 定理 . 关于 开 区 间 
上 导 函 数 的 间断 点 的 定理 . 


中 原文 如 此 一 一 译 者 注 . 
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问题 


1. 证 有明: a) lm, 2 0 {a>1,n>0); 


b) lm gs Ogg 2 0 (a> 1e>O0). 
2. 设 函 数 在 任意 开 区 间 (1, 站 上 都 有 和 界 ,bp > 1. 那么 
a) lim dj = lp (f(r + 1) fo)); 
b) lim (f(e)# — i Et 6>0) : 
3. 设 函数 ffz) 在 任何 开 区 间 (1,5) 上 都 有 界 , > 1, 并 且 设 ,lim (f(z +1)— 
ffz)) = oo. 那么 Jin {2 = oo. 
4. 设 对 于 zx > 1 给 定 一 列 实 值 梢 数 所 (2), 有 (75),… . 那么 存在 一 个 当 = -… +co 
时 比 这 些 函 数 的 每 个 都 增长 得 快 的 函数 f(x). 
5. 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 a, 上 连续 . 那么 函数 


一 c， 若 f{x) < 一 ec 
folx) = fr), 车 f(z)| ce 
C, 若 f (xz) > 


m(z)= inf f(W), M(z)= sup f(W).0 
全 芝 世 世 开 十 过 站 芝 筑 
6. 设 函 数 f(z) 在 开 区 间 (a,+00) 上 连续 且 有 界 . 那么 对 于 任意 的 数 工 , 存在 数 
到 x 一 十 oo 使 得 


im lf (zn 十 了 一 了 (rn = 0. 


7. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 fo 可 上 连续 卫 a = io<az<…<zn 一 下 那么 存 在 

ee (oa 使 得 
fe) = f (zo) 十 + za) 

8. 为 使 在 有 限 的 开 区 间 la,5) 上 连续 的 水 数 fiz) 司 以 连续 延 拓 到 闭 区 间 fo, 可 
上 , 必需 且 只 需 函 数 f{z) 在 (0, 如 上 一 致 连续 . 

8. 设 困 数 flz) 定义 在 全 数 轴 上 , 至 省 在 一 个 点 处 连续 , 有 周期 , 异 于 常 值 隙 数 . 
那么 此 函数 具有 最 小 正 周期 . 

10. 设 阔 数 f(z) 在 全 数 轴 上 连续 ， 异 于 常 值 函 数 ， 满 足 函 数 方程 Flz 十 妇 = 
Fo FI. 那么 flz)] = oa7, 其 中 6 一 了 (1). 此 题 中 , 连续 性 的 条 件 可 用 函数 在 任何 开 
区 间 (0, oa) 中 都 有 界 来 代 兰 . 


叶 我 不 明白 这 个 题目 一 一 译 者 注 . 
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11. 证 明 函 数 


证 
-人 


在 z=0 处 无 穷 可 微 . 

12. 举 一 个 在 全 数 轴 的 笛子 集 上 连续 日 在 笛子 集 上 间断 的 鸣 数 的 例 . 

13. 设 方程 x 十 px 十 9= 0,p,g 及 ,有 三 个 相 导 的 实 根 . 那么 p< 0. 

14. 设 亢 数 f(zx) 在 开 区 间 (a,) 上 有 nn 一 1 阶 导 晴 数 , 在 闭 区 间 [a, 引 上 nn 次 可 
微 , 日 成 立 等 式 flx0) = lz =…: = (znj(a = zo < wi 世 … 之 Zn 二 可 .那么 存在 
se (wD), 使 得 Fw = 0. 

15. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [1,+o0) 上 可 微 且 lim fiz) =0. 那 么 lim jd = 
0. 反之 , 若 f(z)=olz), 则 tim f(z) 一 0. 

16. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 le, 十 oo) 上 连续 ,f(a) < 0 且 对 于 某 正 数 k, 当 >a 
时 成 立 不 等 式 f(z) > 大 那么 方程 f(z) = 0 在 开 区 间 (aa 上 + <2) 中 有 唯一 的 根 . 

17. 设 耳 数 f(z) 和 g(x) 当红 2 zo 时 nn 次 可 微 ,还 设 flro) = g(xo), Fofzol = 
gro), k= 1 ,nl1, 且 了 f(r) > g(r) 对 一 切 z> zw0 成 立 . 那么 对 于 > 20 
成 立 不 等 式 f(z) > gfz). 


讨论 班 3 


1. 闭 区 间 上 函数 可 积 的 黎 最 准则 . 

2. 玖 数 歼 曼 可 积 三 条 件 的 等 价 性 . 函数 黎 坚 可 积 的 特殊 准则 . 
3. 作为 沿 着 基 的 极限 的 黎 曼 积分 . 可 积 函 数 类 . 

4. 定 积分 的 基本 性 质 . 积分 的 加 性 . 

5. 作为 积分 上 (下 ) 限 的 函数 的 积分 . 积分 的 导数 . 

6. 牛 额 - 莱 布 尼 欧 定理 . 欧 拉 求 和 公式 与 阿 贝尔 求 和 公式 ， 
7. 定 积分 的 变量 变换 公式 及 分 部 积分 公式 ， 

8. 第 一 与 第 二 中 值 定 理 . 

9. 带 积 分 形式 余 项 的 泰勒 公式 . 

10. 含有 积分 的 不 等 式 . 

t1. 晴 数 获 癌 可 积 的 勒 风格 准则 ， 

12. 反常 积分 的 定义 . 反常 积分 收 化 的 柯 西 准则 及 收敛 的 充分 条 件 . 
13. 反常 积分 的 绝对 收 化 与 条 件 收 第 . 特殊 的 收 钱 准则 . 

14. 反常 积分 的 变量 变换 公式 及 分 部 积分 公式 . 

15. 多 维 空间 中 的 曲线 . 关于 曲线 长 度 的 定理 , 

16. 平面 图 形 的 面积 与 空间 立体 的 体积 . 车 尔 当 测度 的 定义 . 


" 5832 * 


10, 


11. 


12, 


13, 


14. 


用 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 习题 


17. 集合 看 尔 当 可 测 的 准则 . 

18. 若 尔 当 测 度 的 性 质 . 可 求 长 曲线 的 可 测 性 . 

19. 消 数 之 黎 曼 可 积 性 与 其 曲 边 梯形 之 若 尔 当 可 测 性 之 间 的 关系 . 
20. 勒 贝 格 测 度 的 定义 和 性 质 . 勒 由 格 积 分 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 


. 设 fe Ra,. 那么 函数 f 在 闭 区 间 la, 避 上 的 连续 点 的 全 体 构 成 一 个 稠密 集合 . 
- 设 了 ERlai. 那么 为 使 户 7(z)dz = 0, 必要 且 充 分 的 条 件 是 函数 f 在 闭 区 加 [e, 避 上 的 


一 切 连 续 点 处 都 取 零 值 - 


. 设 了 e Ra 那么 函数 了 满足 条 忻 


让 
lim / f(z + f(r)lds =0. 


. 求 极 限 lim 二 (sin x 开 十 Bin 至 十 .十 sin tn). 
* 设 fe Ci0, +o0)，lim f(x) 二 A. 求 极限 lim fo flnz)de 


: 设 f 是 连续 的 以 了 为 周期 的 消 数 , 那么 函数 F(z) = 三 , f(t}dt 可 以 表示 成 线性 函数 与 周 
期 为 工 的 函数 的 和 . . 
: 设 ftz) 是 阶 数 大 于 1 的 多 项 式 . 那么 积分 7 sin(flz))ar 收 训 . 


, 设 在 [a, 相 上 (zx) 单调 且 | 产 (zjj 关 4 > 0. 那么 


2 


| f "gin(f(z))dz| < 3 


. 设 在 区 由 上 f"(z) 连续 且 |J"{z) A > 0. 那么 


4 
一 二 ， 


1 ain(f(zj)a 方 


设防 笋 f(x) 在 开 区 间 (0,&)} 上 单调 目 存 在 积分 
f zfrffzlar， 那 各 lim x7t1F(g) = 0., 
[9 下 一 下 DD 


设 了 ce Ro, 外. 那么 lim rn fx) sin nzadsr = 0. 
设 了 < Rla,8i. 那么 ,lim na 人 zjlsin nrlaz 一 三 用 /zjdz， 


设 f € RIO,4. 那么 im 2 ) = 万 fr}dz. 
设 了 < RIO,, 那么 


Daa) )) =0 


223. 


24. 


骨 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 习题 ' 533. 


-lim [C0) CO) (2 tn =e, 


证明 珑 里 斯 公式 7 = im (ts) 工 . 可 用 对 于 不 等 式 sin2?tl yc sin yan 1 


沿 闭 区 间 [0, 5] 求 积分 的 办 法 . 


. 设 函 数 了 f(x) 有 界 . 为 使 了 < Ra 必要 日 充 分 的 是 , 对 于 任意 的 e > 0 和 性 意 的 5 > 0, 


在 闭 区 间 la, 中 使 f(x) 的 振幅 大 于 E 的 点 的 集合 可 被 有 和 根 名 个 其 长 度 总 和 小 于 5 的 开 区 
闻 所 覆盖 ( 杜 - 布 阿 - 暂 蒙 准则 ). 


' 设 fg € Rla,t)- 那么 maxt(f, 9) € Rla, Hl, min(f, g) € Rla, tl. 
. 设 alt), Bi} € Ra HH (a(t}e'tt) + bt)ztty)at = 0, vett) Ee Ofa, bl, ra) = £08) = 0. 


那么 函数 a(lt) 可 微 生 oi(t) = b(t). 


.对 于 s>1 有 


= | 十,p(z) = 三 一 人 


。 im [5 (3) ~ 二) 一 了， 
. 没 在 [+00) 上 Fe] > 0 且 不 碱 , 并 设 当 zo0 时 成 立 关系 式 广 4 ~ z. 那么 当 


和 一 二 ec 时 Flr) ~ 
设 在 上 ,+eo)] 上 fe) > 0, 且 当 6 一 0+ 时 成 立 等 式 ”J(z)e “dt ~ 填 , 那 么 当 工 一 
+oc 时 fo FO)at ~ 


设 在 [a, 是 上 f(z) >0 且 了 s Cla, 可 那么 成 立 等 式 lim ， fpr (war)* = sup, f(s). 
xzElaE 
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考试 


1. 闭 区 间 上 冰 数 可 积 的 黎 曼 准则 . 

2. 函数 黎 曼 可 积 的 三 个 条 件 的 等 价 性 . 函数 歼 曼 可 积 的 特殊 准则 . 
3. 作为 沿 着 基 的 极限 的 黎 曼 积分 . 可 积 函 数 类 . 

4. 定 积分 的 基本 件 质 . 积分 的 加 性 . 

5. 作为 积分 上 (下 ) 限 的 函数 的 积分 . 积分 的 导数 . 

6. 牛顿 - 莱 布 尼 芯 定理 . 欧 拉 求 和 公式 与 阿 贝尔 求 和 公式 . 

7, 定 积分 的 变量 变换 公式 及 分 部 积分 公式 . 

8. 第 一 和 第 二 中 值 定理 . 

9. 带 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 . 


. 534 ， 用 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 习题 


10. 含 积分 的 不 等 式 . 

11, 函数 歼 曙 可 积 的 勤 贝 格 准 则 . 

12. 反常 积分 的 定义 , 反常 积分 收 策 的 柯 西 准则 及 收 伍 的 充分 条 件 . 

13. 反常 积分 的 绝对 收 钱 与 条 件 收 敛 . 收敛 的 特殊 准则 . 

14. 反常 积分 中 的 变量 变换 公式 与 分 部 积分 公式 . 

15. 多 维 空间 中 的 得 线 . 关于 陨 线 长 度 的 定理 . 

16. 平面 图 形 的 面积 与 空间 立体 的 体积 . 若 尔 当 测 度 的 定义 . 

17. 集合 车 尔 当 可 测 的 准则 . 

18. 若 尔 当 测度 的 性 质 . 可 求 长 曲线 的 可 测 性 . 

19. 在 函数 之 黎 曼 可 积 性 与 其 犁 边 梯 形 之 若 尔 当 可 测 性 之 间 的 关系 . 

20, 有 Rn 中 的 连续 函数 . Rm 中 的 可 微 函 数 . 函数 在 一 点 处 可 微 的 充分 条 件 ， 

21. 关于 复合 函数 的 微分 的 定理 . 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 微分 法 则 . 方向 导数 . 
梯度 , 微分 的 几何 意义 . 

22. 高 阶 偏 导数 . 关于 二 阶 注 合 导数 相等 的 定理 . 

23. 高 阶 微分 . 可 徽 的 充分 条 件 . 带 有 收 亚 诺 和 拉 格 朗 晶 形式 的 余 项 的 泰勒 公式 . 

24. 泰勒 公式 的 应 用 . 多 元 函数 的 局 部 极 值 . 极 值 的 充分 条 件 . 

25. 路 函数 . 关于 隐 函 数 的 定理 . 

26. 隐 函 数组 . 关于 和 隐 隙 数组 的 定理 . 关于 道 映 射 的 定理 . 

27. 多 元 函数 的 条 忻 极 值 . 条 件 极 值 的 必要 条 件 . 拉 格 朗 日 对 子 法 ， 
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讨论 班 4 


1. 数值 级 数 的 收敛 . 调和 级 数 . 柯 西 准 则 的 叙述 . 级 数 的 通 项 和 余 项 . 

2. 级 数 收 化 的 判别 法 (比较 判别 法 , 达 朗 贝尔 判别 法 , 柯 西 判别 法 , 库 默 尔 和 拉 
比 判 别 法 ). 柯 西 - 蕊 克 劳 林 积分 判别 法 . 黎 曼 5 男 数 的 级 数 的 收敛 性 . 

3. 对 于 任意 数值 级 数 的 芋 布 尼 芯 , 阿 贝 尔 , 狄 利克 电 的 收 和 化 判别 法 . 

4. 级 数 的 绝对 收 伍 和 条 件 收 伍 . 绝对 收敛 级 数 的 项 的 重 排 . 

5. 关于 在 条 件 收 敛 的 级 数 中 的 项 的 重 排 的 黎 曼 定理 . 

6. 关于 绝对 收敛 级 数 的 乘积 的 定理 . 关于 级 数 乘积 的 梅 尔 腾 斯 定理 , 

7. 关于 二 重 数值 级 数 和 累 次 数值 级 数 的 收敛 性 的 定理 . 

8. 函数 级 数 的 一 致 收 敏 .一致 收 伍 的 范 数 级 数 的 和 的 连续 人 性， 函数 级 数 一 致 收 
敏 的 柯 西 准则 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 


用 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 当 题 535 。 


9, 级 数 一 致 收 伍 的 阿 贝尔 判别 法 及 狄 利克 雷 判 别 法 . 

10. 关于 上 郴 数 级 数 一 致 收敛 的 迪 尼 定理 

11. 胃 数 级 数 的 逐 项 积分 和 逐 项 微分 , 

12. 关于 沿 着 集合 基 的 二 重 极 限 和 累 次 极限 的 定理 . 

13, 车 级 数 . 收 伍 半 径 . 柯 西 -阿达 玛 定 理 , 关于 级 数 的 和 在 闭 区 间 上 连续 的 阿 


愉 尔 定 玲 . 


14. 无 穷 乘 积 . 绝对 收敛 的 判别 法 . 无 穷 乘积 形式 的 工 函数 ( 伽 玛 晒 数 ), 欧 拉 公 


式 和 关于 工 函数 的 函数 方程 . 


15. 常 义 参 变 积分 的 连续 性 . 莱 布 尼 茨 法则 , 关于 累 次 积分 相等 的 定理 . 
16. 反常 积分 一 致 收 敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ， 阿 贝尔 判别 法 以 及 狄 利克 军 判 


别 法 ， 


习 


的 


17. 关于 反常 积分 的 连续 性 、 可 徽 性 和 可 积 性 的 定理 . 
18. 关于 无 穷 积分 限 的 累 次 积分 的 定理 . 狄 利克 雷 积 分 的 计算 . 
19. 欧 拉 的 工 函数 的 积分 表示 . 余 元 公式 . 斯 特 林 公式 ， 


题 


. 级 数 六 Cb 对 于 任何 实数 + 都 发 散 


用 一 全 


. 设 ps > 0 且 级 数 并 pn 收 狂 . 那么 代 了 2 和 宁都 收 化. 
,. 设 pn > 0, 级 数 pn 收 生 且 rn 一 ,> px. 那么 级 数 如 发 散 而 级 数 沁 四- 和 
二 可 中 1 


人 -和 fa > 0) 收敛 


. 设 mm > 0, 级 数 开 pn 发 散 且 sn -人 pe. 那么 级 数 开 开发 散 ， 而 级 数 于 如 和 
x 二 1 _ 


> Fz {a > 人 收 合 ， 
ay 设 pn > 0,pn 不 增 县 级 数 pn 收 伍 . 那么 


lim np = 0. 


To 


b) 设 pn > D0, Pnn 不 增 (a > 0) 且 > pr 收 就 . 那么 Him npn 一 
| 设 pn 0, RDn 不 增 且 > pn 收 襄 . 那么 


lim (nln mon = 0. 


. 设 {pa} 是 全 体 素 数 记 成 的 序列 . 那么 级 数 二 6 所 a 当 > 1 时 收敛 证 当 ae < 1 时 


发 散 . 


. 设 0<an OvnE N+, + -+o < 人 mt， 级 数 YY ten 慨 人 第 且 jnan| < CYn E N+, 其 中 


,Cn > 0 是 常数 . 那么 级 数 oantun 收 合 . 


536 ， 用 于 讨论 班 和 考试 的 示范 性 问题 和 习题 


8. 级 数 。 六。 Er 当 w > 夺 时 收 笋 而 当 a < 二 时 发 散 


Li mr 二 


当 基 十 … 二 去 < 工时 收 敏 , 而 当 可 十 … 十 二 兰 工 时 


本 rr 
1 了 1 二 "十 Tn 


10. 设 r> 0s = ,on = iy ®. 那么 级 数 二 mm 是 原 级 数 的 平方 , 当 
r > 支 时 收 敏 到 s2 而 当 r < 时 发 散 . 
11. 级 数 tr- 在 点 = 一 0 的 任何 一 个 固定 的 邻 域内 都 不 一 致 收 伍 
12. 分 别 在 区 域 
a) ELTLIT— EYy> 0 


b) y>0 
中 研究 级 数 f(z, 二 六 各 于 的 敏 收 化 性 . 
n=1 
13. 证 明 较 数 e 和 sin z 的 泰 惑 级 数 在 区 上 都 不 一 致 收 襄 . 
14. 设 
(x) = 汪 ， 车 0 帮工 过 1， 
| 2x, 车 I <z<2. 


p(x 十 2) 二 p(w)Yz ER. 那么 函数 fla] = 二 { 引 "p (4nz)] 在 及 上 连续 但 处 处 不 可 微 . 
15. a) 设 f(z) 定义 在 [&, 晶 上 ,fn(z) = 六 Imnf{z)]. 那么 f(s) ef (e) (ni 一 00), 
b) 设 f(z) 在 [与 上 有 连续 的 虹 函 数 ,六 (zz) = n (f(z 十 二 ) 一 了 lz)) . 那么 f(s 
Ffzlfn 一 o0). {适当 补充 了 在 le, 如 外 的 定义 , 译 者 注 ) 
0) 车 所 (2) = 到 (2+ 和 ， 则 所 (r) 二 记忆 f(z ++ 和 jdt9tn 一 co) 内 上 条 件 了 
Ca 十 于 一 一 译 者 注 ,) 
16.， 设 级 数 9 ann ”对 于 某 o > 0 收 伍 ,那么 当 站 一 加 时 四 十 … 十 ogg = olN"). 
17， 人 rzdz = Dn 


18. Wi 十 1 十 V1IT 二 1 二 于 站 


考试 


1. 数值 级 数 的 收敛 , 调和 级 数 . 柯 西 准则 的 叙述 . 级 数 的 通 项 和 余 项 . 
2. 级 数 收 化 的 判别 法 (比较 判别 法 , 达 朗 贝尔 判别 法 , 柯 西 判别 法 , 库 默 尔 和 拉 
比 判别 法 ). 柯 症 -马克 劳 林 积 分 判别 法 . 黎 曼 < 晒 数 的 级 数 的 收敛 性 . 


@ 原 文 是 ww = 汪 D 二 译 者 注 . 
K=1 
名 原文 此 处 是 * 放 f(z)” 一 主 者 注 , 
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3, 对 于 任意 数值 级 数 的 莱 布 尼 世 , 阿 贝尔 , 狄 利 克 雷 的 收 伍 判 别 法 . 

4. 级 数 的 绝对 收 伍 和 条 件 收 伍 . 绝对 收敛 级 数 的 项 的 重 排 . 

5. 关于 在 条 件 收敛 的 级 数 中 的 项 的 重 排 的 黎 曼 定理. 

6. 关于 绝对 收敛 级 数 的 滋 积 的 定理 . 关于 级 数 乘积 的 梅 尔 滕 斯 定理 ， 

7. 关于 二 重 数值 级 数 和 累 次 数值 级 数 的 收敛 性 的 定理 . 

8. 滑 数 级 数 的 一 致 收 分. 一 致 收 敏 的 函数 级 数 的 和 的 连续 性 函数 级 数 一 致 收 


伍 的 柯 西 准 则 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 


9. 级 数 一 致 收 伍 的 阿 贝 尔 判 别 法 及 多利 克 雷 判别 法 . 

10. 关于 函数 级 数 一 致 收敛 的 迪 尼 定理 . 

11. 了 畏 数 级 数 的 逐 项 积分 和 逐 项 微分 . 

12. 关于 沿 着 集合 基 的 二 重 极 限 和 累 次 极限 的 定理 . 

13. 奖级 数 . 收 伍 半径 . 柯 西 - 阿 达 马 定理 . 关于 级 数 的 和 在 闭 区 间 上 连续 的 阿 


贝尔 定理 . 


14. 无 穷 乘 积 , 绝对 收 全 的 判别 法 . 无 穷 乘 积 形 式 的 工 函数 ( 匣 玛 函数 ), 欧 拉 公 


式 和 关于 工 陋 数 的 瑞 数 方程 . 


15. 正常 参 变 积分 的 连续 性 . 莱 布 尼 苞 法 则 . 关于 累 次 积分 相等 的 定理 . 
16. 反常 积分 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 阿 贝 尔 判 别 法 以 及 犹 利克 雷 判 别 


17. 关于 反常 积分 的 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 的 定理 . 
18. 关于 无 穷 积 分 限 的 累 次 积分 的 定理 , 狄 利克 雷 积 分 的 计算 . 
19. 欧 拉 的 下 薄 数 的 积分 表示 , 余 元 公式 . 斯 特 林 公式 . 
20, 关于 贝 努 利 函 数 用 三 角 多 项 式 通 近 的 定理 . 
21. 严格 正则 函数 的 贝 塞 尔 不 等 式 . 封闭 正 交 系 的 完全 性 . 
22. 关于 三 角 函 数 系 的 封 财 性 的 定理 . 
23. 关于 严格 迁 段 光滑 函数 的 傅 里 时 级 数 的 一 致 收敛 性 的 定理 . 
24. 狄 利克 备 核 与 传 里 叶 部 分 和 的 积分 表示 . 黎 曼 局 部 化 原理 . 
25. 储 里 时 级 数 收 化 的 过 尼 判 别 法 , 李 普 希 兹 判别 法 , 车 尔 当 判别 法 以 及 犹 利 克 


雷 判 别 法 ， 


26. 余 切 的 最 简 公分 展开 . 正弦 表示 成 无 穷 乘积 ， 
27. 费 耶 核 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 三 角 多 项 式 和 代数 多 项 式 通 近 定 理 . 
28. 拉 普 拉 斯 方法 和 稳 态 相 方 法 . 
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考试 


1. 作为 沿 基 的 极限 的 二 重 黎民 积分 . 二 元 陋 数 沿 矩 形 可 积 的 歼 坚 准则 . 

2. 洗 惩 形 二 重 积分 存在 的 准则 的 三 种 表述 的 等 价 性 、 二 元 卫 数 沿 矩 形 可 积 的 联 
系 于 均 义 分 法 的 特殊 准则 . 

3. 此 面 柱 形 的 若 尔 尖 可 测 礁 则 . 

4. 洛 有 界 的 若 尔 当 可 测 区 域 的 二 重 积 分 的 一 般 和 定义 与 通过 集合 的 特征 冰 数 作 的 
定义 的 等 价 性 . 

5. 平面 集合 知 尔 当 可 测 谁 周 . 

6. 二 重 积分 的 基本 性 质 (线性 性 质 , 不 等 式 的 积分 , 中 值 定 理 , 如 性 )、 二 重 积分 
化 为 累 次 积分 . 

?. 二 元 吗 数 的 可 积 性 : 

a) 矩形 上 的 连续 隧 数 ; b) 若 尔 当 可 测 集 上 的 连续 且 有 界 的 函数 . 

8. 关于 把 紧 致 刷 集 上 的 光滑 映射 的 增 量 换 成 微分 所 产生 的 误差 的 定理 , 

9. 关于 凸 集 在 光滑 映射 下 的 像 的 面积 的 引 理 ， 

10. 二 元 函数 黎 亏 可 积 的 勒 贝 格 准则 . 

11. 第 一 类 和 第 二 类 反常 积分 非 负 函 数 的 第 一 类 反常 积分 的 收 伍 准则 和 比较 判 
别 法 ， 

12. 曲面 的 面积 , 用 二 重 积分 表示 介面 面积 ， 

13. 第 一 型 和 第 二 型 曲线 积分 的 性 质 , 化 曲线 积分 为 定 积分 . 

14. 沿 闭 申 线 的 第 二 型 曲线 积分 ,格林 公式 . 

15. 第 一 型 和 第 二 型 曲 向 积分 . 逐 段 光 光 曲面 的 定向 . 

16. 斯 托 克 斯 公式 . 

17. 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 公 式 . 

18. 微分 形式 中 的 变量 变换 . 微分 形式 沿 定向 曲面 的 积分 . 

19. 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 

20. 位 势 向 量 场 和 无 源 向 景 场 . 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 的 条 件 . 

21. 向 量 场 的 散 度 和 旋 度 . 向 量 分 析 的 基本 公式 . 
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8 请 数 , 366 
RR” 中 的 曲线 , 202 
~ 的 简单 点 , 202 
~ 的 重点 , 202 
及 ”的 完 务 性 , 244 
及 * 上 的 连续 负数 , 248 
到 ” 上 函数 带 拉 格 裔 日 型 余 项 的 泰勒 公式 , 261 
及 ” 上 函数 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 , 260 
民 * 上 函数 的 偏 导数 , 251 
及 ”上 冰 数 的 一 阶 微分 的 形式 不 恋人 性 , 254 
了 ”上 函数 在 集合 上 的 连续 性 , 250 
服 * 上 羡 数 在 一 点 处 的 微分 , 251 
联 " 上 函数 在 一 点 处 的 增 量 , 250 
月" 中 的 闭 射 线 , 249 
及 ”中 的 紧 集 ，244 
了 ”中 的 开 射线 ,249 
丈 ” 中 的 直线 ,249 
Rn” 上 的 连续 函数 , 249 
上 阶 标号 , 108 
1m 维 空间 中 mm 锥 曲面 的 面积 公 式 , 470 
n 次 { 阶 ) 三 角 包 项 式 , 372 
n 次 可 微 , 258 
n 阶 览 耶 多 项 式 , 404 
7 阶 切 甬 , 107 
n 维 向 量 空间 , 237 


{ 二 重 } 歼 缀 积分, 429 
( 黎 曼 ] 可 积 的 , 149 
( 沿 着 基 BY 单调 的 , 137 


A 
阿 贝 尔 判 器 法 , 296, 354 
阿 贝尔 求 和 公式 , 175 
阿尔 泽 拉 定 理 , 338 
阿 基 米 德 , 14 
~ 公理 , 14 
鞍点 法 , 424 
按 海 涅 意 疼 洪 着 集合 基 的 极限 , 348 


B 

巴 拿 赫 空 间 , 237 

半 开 区 间 , 18 

贝 塞 尔 不 等 式 , 383 
贝 塞 尔 请 数 , 404 
被 积 请 数 , 133 

闲 的 和 逐 萎 光滑 曲线 , 477 
闲 区 间 , 18 

闭 区 间 的 标 码 分 法 , 148 
闭 区 间 上 的 {( 黎 曙 ) 定 积分 . 149 
闲 射 线 , 18 
边界 极 值 , 123 


" S542. 


变量 变 挽 法 , 134 
标量 场 , 495 

标量 场 通 过 曲面 的 流量 , 499 
标 基 积 , 238 

标准 的 开平 行 六 面体 , 456 
标准 矩形，208 

波 尔 查 诺 - 搜 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 41 
伯 努 利 不 等 式 , 26 

们 努 利 图 数 ,373 

泊 松 求 和 公式 , 376 

不 定 积分 的 忻 质 , 133 、 

不 可 数 集 , 11 

不 一 致 收 敛 的 准则 , 351 
部 分 和 数列 , 278 

部 分 极限 , 41 


CO 
参数 化 曲线 , 202 
揪 依 咀 数 , 125 
插值 节点 , 124 
超越 数 , 39 

乘 性 归纳 法 , 26 
生 性 函数 , 27 


D 
达 布 定理 , 8 
达 布 上 积分 , 162 
达 布 下 积分 ,162 
达 布 引 理 , 94 
代数 数 , 39 
单调 函数 , 68 
~ 的 连续 性 准则 , 69 
单 射 ,8 
导 国 数 , 89 
导数 , 82, 101 
必 几 柯 意义 , 82 
~ 力学 解释 , 82 
初等 函数 的 ~, 88 
二 阶 ~，, 859 
皮 函 数 的 ~ 85 


右 ~, 83 
天 ~, 83 
等 度 连 续 , 338 
等 价 的 基 , 55 
迪 上 下 定理, 319 
通 尼 判别 法 ,320 
笛 卡 儿 乘 积 , 了 
狄 利克 雷 - 刘 维尔 公式 , 446 
葡 利 克 雷 除数 问题 , 378 
狄 利克 雷 函 数 , 153 
长 利克 雷 核 , 393 
狭 利克 雷 问 断 因子 , 361 
犹 利克 怖 判别 法 , 296, 354 
第 mm 情 里 叶 争 项 式 , 383 
第 n 部 分 和 , 278 
第 二 类 反常 参 变 积分 , 360 
第 二 类 反常 多 重 积分 , 460 
第 二 类 反常 二 重 积分 
无 界 画 数 洛 有 界 若 尔 当 可 测 区 域 的 ~， 
461 
第 二 型 曲面 积分 , 482 
第 二 中 情 定 理 , 189 
第 一 准 反 常 参 变 积 分 
~ 一致 收 襄 的 阿 贝 尔 判 别 靶 , 353 
~ 一 致 收 繁 的 狄 利克 雷 判 别 法 , 353 
~ 一致 收 伊 的 柯 西 淮山, 353 
~ 一 臻 收 合 的 殊 未 斯 特 拉 斯 判别 法 , 353 
第 一 类 反常 多 重 积分 , 460 
第 一 类 反常 一 重 积分 
党 无 界 区 域 的 ~, 460 
第 一 类 反常 积分 ,352 
第 一 型 曲面 积分 , 482 
第 一 中 值 定 理 , 178 
点 的 邻 域 , 235 
点 态 收 语 , 310 
定 积分 , 145 
定 积分 的 性 质 , 167 
定义 域 , 8 
度量 空间 , 286 


~ 的 = 部 域 , 239 

~ 的 闭 球 ,，239 

~ 的 紧 集 , 244 

~- 的 开 集 , 239 

~ 的 开 球 , 239 

~ 的 内 点 , 239 

~ 的 有 界 集合 , 244 

~ 中 的 闭 集 , 240 
度量 空间 中 的 集合 , 240 

的 边界 , 240 

~ 的 边界 点 , 240 

~ 的 诉 立 点 , 241 

~ 的 极限 点 , 240 

~ 的 外 点 , 2 和 0 
对 应 于 区 疗 的 给 定 的 分 法 工 的 w 和 , 154 
多 元 函数 的 稳定 点 , 262 
凶 元 函数 的 正则 稳定 点 , 262 
包 元 函数 取 局 部 极 值 的 必要 条 件 , 262 
多 元 丽 数 取 局 部 极 值 的 充分 条 件 , 262 
多重 积分 , 444 
包 重 积分 的 变量 变换 公式 , 455 
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二 六 可 微 , 258 

二 阶 偏 导数 , 256 

二 阶 微分 , 259 

二 重 反 常 积分 
绝对 政 化 的 一 ,463 

二 重 积 分 , 427 
标 码 , 430 
标 码 分 法 , 428 
标 码 集 , 429 
达 布 理论 , 430 
达 布 上 和 , 430 
达 布 上 积分 , 430 
达 布 下 和 和 , 430 
达 布 下 积分 , 430 
非 标 码 分 法 , 428 
歼 曙 积分 和 , 429 
艇 曼 可 积 函 数 , 429 
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二 重 积分 的 基本 性 项 , 440 
二 重 级 数 , 303 

~ 的 (年 形 ) 部 分 和 , 303 

~ 的 柯 西 淮 则 , 304 

~ 收 第 的 必 村 条件, 304 
二 重 数列 , 303 


F 
发 散 级 数 , 278 
反常 参 变 积分 
~ 的 革 布 尼 蔬 法 则 , 357 
~ 关于 参数 的 可 积 性 , 355 
~ 关于 参数 的 可 微 性 , 355 
~ 甘于 参数 的 连续 性 , 355 
~ 关于 参数 可 积 的 条 件 , 356 
反常 积分 , 195, 196, 199, 200 
~ 的 变量 变换 ,200 
~ 的 分 部 积分 , 200 
~ 的 收 就 域 , 360 
~ 的 一 般 比较 判别 法 ,196 
发 散 ，195 
~ 站 和 伍 , 195 
~ 收 襄 的 阿 内 尔 判 别 法 , 197 
以 收 敏 的 狂 利 克 雷 判别 法 ,197 
~ 下 化 的 一 般 比 较 判 别 尘 , 199 
~ 的 闸 点, 199 
第 二 类 ~~, 194, 199 
第 二 类 ~ 收 训 的 柯 西 准则 , 199 
第 一 类 ~, 194 
第 一 类 ~ 收 侣 的 准则 , 196 
饮 对 收 租 的 ~，197 
条 件 站 化 的 ~ 197 
范 数 , 237 
汉 函 数 , 227 
非 负 项 级 数 , 383 
员 特 朗 判 别 法 , 290 
比较 判别 法 , 284 
达 庆 员 尔 判别 法 , 285 
高 斯 判别 法 , 291 
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广 立 比较 判别 法 ,285 


极限 形式 揭 达 朗 贝 尔 兰 兰 续 ,286 


极限 形式 的 柯 西 判别 法 , 287 
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CG 


高 斯 - 奥 斯 特 党 格拉 德 斯 天 公式 , 488, 499 
高 斯 积分 , 490 


极限 形式 的 拉 比 判别 法 , 288 割 切 线 法 ,127 

柯 西 -麦克 劳 林 积分 判别 法 , 291 制 线 法 , 126 

柯 西 判 别 法 , 286 格林 公式, 477, 478, 491, 492 

柯 西 航 项 判别 法 , 284 给 定 精度 , 126 

库 默 尔 判别 法 , 288 共 尾 的 , 139 

拉 比 判别 法 , 287 指点 , 120 
非 减 的 数列 , 35 揭 点 的 必要 条 件 , 120 
非 奇 异 点 , 271 美 于 变量 变换 的 定理 , 177 


非 齐 次 微分 表达 式 , 91 

非 退 化 流 形 , 271 

非 退 化 曲面 , 466 

非 增 的 数列 , 35 

费 马 定理 , 94 

费 耶 定理 , 406 

费 耶 核 , 404 

分 部 积分 法 , 134 

分 部 积分 公式 , 178 

分 法 的 直径 , 1 此 

分 数 部 分 , 15 

覆盖 , 8 

杜 闭 的 测度 ,2147 

贬 范 的 , 237 

复合 函数 的 可 积 性 , 170 

复合 函数 的 微分 , 84 

复合 映射 的 连续 性 , 250 

傅 里 时 变换 , 411 

傅 里 时 积分 , 411 

情 里 叶 积分 公式 , 411 

傅 里 时 级 数 
标准 的 ~, 382 
非 标准 的 ~, 382 
车 尔 当 判别 法 , 397 
三 角 ~, 373, 382 

傅 里 时 道 变换 , 411 

傅 里 时 系数 , 381 

傅 里 叶 系 数 的 极 值 性 质 , 384 


关于 集合 基 单 调 的 基本 列 , 348 
管状 声 , 501 

光滑 函数 , 263 

光滑 曲面 的 边界 , 484 

光滑 映射 , 267, 466 


H 
海伦 迁 代 公式 , 36 
海 涅 - 康 托 尔 定理 , 76 
冰 数 按 海 湿 意 义 一 致 和 收 禹 , 349 
函数 对 应 于 标 码 分 法 的 积分 和 , 148 
前 数 级 数 , 310 

~ 的 收 策 域 , 310 
函数 黎 曼 可 积 的 勒 风格 准则 , 189，190 
前 数 黎 曼 可 积 的 三 个 条 件 的 等 价 性 , 154 
函数 行列 式 的 许 加 莱 优 控 , 336 
函数 沿 基 的 二 极限 , 140 
哺 数 沿 基 的 上 极限 , 140 
函数 沿 基 的 下 极限 , 140 
函数 沿 集合 基 一 致 收 伍 , 348, 349 
函数 沿 任意 方向 的 连续 , 249 
聘 数 一 致 收 敏 的 柯 西 准 刚 , 350 
函数 在 闭 区 间 上 的 黎 曙 积分 , 162 
函数 在 一 点 处 的 方向 导数 , 255 
图 数 在 一 点 处 的 泰勒 级 数 , 311 
函数 在 一 点 处 的 微分 , 81 
汪 数 增 量 , 80 
彰 斯 委 夫 空间 , 235 


赫 尔 德 不 等 式 , 99, 188 
环流 量 , 500 
宴 侣 导数 , 256 


J 

基本 列 , 236 

基本 终端 序列 , 138 

积分 表达 武 , 133 

积分 对 数 , 136 

积分 导 , 133 

积分 利 方法 , 158 

积分 上 限 , 145 

积分 下 限 , 145 

积分 正弦 , 136 

极限 , 如 
当 一 二 oo 时 的 ~, 4 
当 了 一 一 co 时 的 ,46 
当 x 一 00 时 的 一, 和 
说 着 基 的 ~, 47 
右 ~, 特 
正 ~ 嫩 

极限 点 , 41 

极限 函数 , 310 

极 值 点 的 第 二 个 充分 条 忻 , 116 


极 值 点 的 第 三 个 充分 条 件 , 116 


集合 , 4 

~ 的 并 , 5 

~ 的 补 ,6 

~ 的 记 , 6 

~ 的 相等 , 6 

~ 对称 差 , 6 

~ 分 离 性 , 22 

等 势 的 ~ 9 

对 等 的 ~…, 8 
集合 的 参数 化 , 466 
集合 的 勒 见 格 下 测度 , 218 
集合 的 直径 ，438 
集合 基 , 47 

~ 的 基本 集 , 47 

~ 的 终端 , 47 
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集合 上 的 拓扑 , 235, 236 
集合 运算 的 性 质 , 6 
级 数 , 277 

~ 的 第 n 部 分 和 , 33 

~ 的 第 n 余 项 , 278 

~ 的 算术 运算 , 300 

n 的 余 项 , 33 

~ 的 重 排 , 297 
级 数 的 和 , 278 
组 数 的 通 项 , 278 
级 数 收 伍 的 柯 西 准则 , 282 
计算 误差 , 126 
间断 点 , 68 

不 可 去 的 ~, 68 

第 二 类 ~, 68 

第 一 类 ~, 68 

可 去 的 ~, 68 
简单 六 曲线 , 202 
简单 曲线 , 202 
简化 的 斯 特 林 公式 , 175 
减 的 数列 , 35 
阶梯 阔 数 ,147 
阶梯 庙 数 的 积分 , 147 
结 点 , 203 
解析 延 拓 原 理 , 330 
紧 致 集 , 76 
局 部 极 大 , 93 
局 部 极 小 , 93 
局 部 极 值 , 93 
窍 形 上 的 函数 可 积 的 黎 曙 准则 , 431 
矩形 上 的 有 界 肾 数 可 积 的 准则 , 435 
具有 标示 的 一 制 的 双 侧 曲面 , 485 
距离 郑 数 , 236 
绝对 (或 条 件 ] 收 合 的 级 数 , 294 
第 对 值 , 15 


K 
卡 , 505 
卡拉 捉 巴 定理 , 129 
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开 区 麟 , 18 莱 布 尼 芯 级 数 , 294 
开 射 线 , 18 勒 员 格 定理 , 225 
康 托 尔 , 11 勒 识 格 积分 , 223, 224 
~ 对 角 线 法 , 12 改 的 可 数 可 加 性 , 224 

康 托 尔 完全 集 , 222 勒 贝 烙 零 测 度 集 , 456 
柯 尔 莫 区 洗 天 ,129 勒 让 德 悦 元 公式 , 366 
森 西 - 布 尼 亚 可 去 斯 基 , 188 累 次 级 数 , 305 
柯 西 - 获 曼 条 件 , 494 黎 曼 《 函数 的 无 穷 飞 积 的 欧 拉 公式 ,385 
柯 西 定理 , 拘 复学 定理 
柯 西 基本 定理 , 495 关于 条 件 收 语 级 数 重 排 的 ~, 298 
柯 西 询 , 236 区 曙 函数 , 153 
柯 西 准 则 , 42, 53 黎 没 积分 , 147 
和 料 捷 惑 尼 科 夫 公 式 , 418 ~ 的 可 加 性 , 171 
可 和 的 , 224 ~ 作为 其 积分 上 限 {下 崩 ) 的 画 数 ,173 
可 积 的 , 132, 147 | 达 布 上 和 , 151 
可 积 靖 数 类 , 132 达 布 下 和 , 151 
可 求 长 曲线 , 203 上 积分 , 151 
可 求 长 曲线 的 可 测 性 , 213 下 积分 , 151 
可 求 面积 的 图 形 , 208 黎 曼 局 部 化 原理 , 394 
可 求 体积 的 图 形 , 208 黎 章 可 积 卫 数 类 , 165 
可 数 集 , 10 黎 曼 可 积 准 则 , 151 
可 微 的 充分 条 件 , 258 歼 曼 引 理 , 393, 413 
可 微 映射 , 273, 274 离 差 , 516 
可 行 的 序列 , 461 离心 近 点 角 , 403 
空 集 , 5 李 普 希 北 常数, 396 
空间 Cle, 相 中 孙 数 的 范 数 , 227 李 普 希 兹 条 件 , 396 
空间 的 度量 , 236 连通 上 集 , 247 
空心 邻 域 , 47 连续 , 61, 249 
快速 计算 理论 , 129 右 ~ 61 
T a ~ 67 

A ~, 61 
和 于 下 连续 函数 的 一 般 性 质 , 73 
拉 格 衣 日 定理 95 连续 函数 空间 , 237 

、 连续 统 , 247 
~ 的 推论 , 98 

拉 格 朗 日 公式 , 346 连续 统 的 势 , 12 
拉 普 拉 斯 方法 , 419 ee 2 
汪 布 尼 菠 , 3 ? 
莱 布 尼 牙 法 则 ,342 流 形 的 条 件 方程 , 271 


莱 布 尼 落 公式 , 89 罗 尔 定理 , 94 
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典 斯 定理 , 108 欧 近 求 和 公式 , 175 
洛 必 达 第 一 法 则 , 101, 102 欧 拉 引 理 , 365 
AL Pp 
满 射 , 8 帕 塞 瓦尔 等 式 , 384 
梅 尔 腾 斯 定理 , 302 庞 加 药 引 理 , 336 
米 勤 定理 , 40 平方 平均 收 襄 , 399 
每 级 数 ,327 平均 近 点 骨 , 402 
阿 贝尔 定理 , 328 平面 集合 
柯 西 -阿达 马 定理 , 327 ~ 的 进 界 点 ,209 
军 级 数 的 系数 在 展开 的 点 的 表示 , 329 心 的 内 点 , 209 
闵 可 去 斯 基 不 等 式 , 100, 188 ~ 的 外 点 , 209 
模 ，15 | 平面 集合 (或 图 形 ) 的 覆 闵 , 217 
模 1 一 致 分 布 序列 , 156, 516 平面 勒 贝 格 测度 , 218 
默 比 乌 斯 函数 , 26 平面 上 线段 的 连通 性 , 209 
平面 上 一 点 的 5 邻 域 , 209 
N 普 朗 合 列 尔 等 式 , 417 
纳 皮尔 数 , 37 
奈 普 控 , 255 0 
内 法 向 量 , 505 奇异 点 , 271 
内 积 , 238 齐 次 微分 表达 式 , 91 
道 像 ,8 嵌入 ,8 
道 映射 定理 , 270 钳 套 闭 区 间 列 ,23 
逆 元 , 237 他 套 闭 区 了 间 系 , 23 
和 牛顿, 3 切线 性 ,12? 
牛顿 - 莱 布 尼 芯 定理 , 174 究竟 法 , 216 
牛顿 - 莱 布 尼 黄 公式 ,174 穷 竟 性 引 理 , 461 
牛顿 插值 会 式 , 125 区 段 ,18 
牛顿 二 项 式 公 式 , 25 区 域 , 247 
曲 边 梯形 面积 构 念 , 146 
由 曲面 , 465 
欧 几 里 得 空间 , 238 ~ 的 定向 , 481 
欧 拉 常数 , 39, 333 ~ 的 法 向 量 , 481 
欧 拉 的 工 函数 , 333 ~ 的 面积 469 
欧 拉 的 工 函数 的 积分 表示 , 364 mn 维 空间 中 的 466 
欧 拉 的 余 元 公式 , 366 曲面 的 法 线 , 256 
柳生 了 333 曲面 定义 的 参数 方式 , 466 
欧 拉 积分 曲面 积分 与 二 重 积分 的 联系 , 482 
第 二 类 ~ 363 


曲面 片 的 参数 表示 , 505 
第 一 类 ~, 363, 366 曲面 片 的 参数 化 , 505 


.548 ， 
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曲面 柱 形 , 428 
曲线 坐标 , 448 
权 系 数 , 381 
全 挛 差 , 228 
全 变化 , 228 


也 
若 尔 当 测度 , 208 
~ 的 加 性 , 212 
~ 的 性 质 , 211 
若 尔 当 可 测 的 , 208 
若 尔 当 可 测 图 形 , 436 
若 尔 当 上 测度 , 436 
车 尔 当 下 测度 , 436 


名 
三 角 级 数 ,373 
形式 ~, 373 
商 数 , 15 
上 极限 , 41 
上 界 , 19 
土 确 界 ,19 
的 性 质 , 21 
王 上 四 ，117 
上 有 界 , 49 
施 坦 尼 落 定理 , 301 
施 托 尔 获 定理 , 34 
施 瓦 艾 定 理 , 257 
十 进 有 理 数 , 18 
实数 , 13 
~ 比较 原则 , 20 
~ 的 完备 性 , 19 
收 就 级 数 , 278 
政 敛 数 列 , 30 
收缩 闭 区 间 列 , 23 
竖 直 渐 近 线 ，131 
数 的 十 进 表 示 , 17 
数 的 自然 对 数 , 37 
数 对 的 线性 编号 , 301 
数列 , 27 


~ 的 极限 , 30 
~ 基本 列 , 42 
无 穷 大 ~, 28 
无 穷 小 ~ 38 
数学 归纳 法 , 24 
数值 级 数 , 277 
数 秆 序列, 27 
邓 方 单 值 对 应 , 8 
双 射 , 8 
斯 带 尔 切 斯 稳 分 , 226, 230 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 和 , 230 
斯 特 林 公式 , 368 
莉 托 克 斯 公式 ， 487 


工 
泰勒 公式 , 106, 114, 183 
RR" 上 函数 带 拉 格 郎 日 型 余 项 的 ~, 261 
了 ”上 天 数 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 ~, 260 
带 有 积分 形式 余 项 的 ~, 183 
带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 ~, 106 
带 有 施 鞭 米 希 劳 思 型 杂项 ~ 112 
带 有 一 般 型 余 项 的 ~ 110 
泰勒 级 数 
函数 在 一 点 处 的 ~…, 114 
泰勒 级 数 属 开 式 , 311 
特殊 的 数 情 , 450 
特殊 函数 , 136 
特征 明 数 , 412 
梯度 , 255 
条 性 极 慎 的 必要 条 件 , 271 
条 件 收 襄 , 294 
图 形 的 勒 内 格 上 测度 , 217 
图 形 的 上 面积 , 208 
图 形 的 下 面积 , 208 
图 形 可 求 面积 的 准则 , 209 
推广 的 莱 布 尼 东 法则 , 343 
拓扑 
~ 集合 上 的 拓扑 , 236 
由 上 度量 生成 的 ~, 236 
拓扑 空间 , 235 
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~ 的 团 集 , 235 
~ 的 开 集 , 235 


WwW 
外 尔 - 范 德 科 普 不 等 式 , 524 
外 尔 淮 则 , 144, 157, 519 
外 法 向 量 , 505 
外 微分 , 511 
完备 的 , 236 
万 有 的 集合 , 4 
微分 
二 阶 ~ 90 
复合 函数 的 ~ 84 
高 阶 ~, 90 
微分 单项 式 , 9 
微分 法 则 , 86, 254 
微分 形式 的 积分 , 509 
围 道 的 循 行 正方 向 , 478 
夭 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 35 
位 势 , 500 
位 势 场 , 500 
稳定 点 , 115 
稳 态 相 方法 , 421 
无 理 数 , 13 
无 窃 彝 积 , 331 
~ 的 第 n 部 分 积 , 331 
~ 第 对 站 化 的 准则 , 332 
~ 收 笋 的 必要 条 件 , 331 
绝对 站 笋 的 ~, 332 
条 性 收 训 D 的 ~, 332 
无 穷 矩 阵 , 336 
无 窃 数 值 乘 积 , 331 
无 窃 小 函数 , 51 
的 等 价 , 59 
~ 的 等 价 代 换 ,67 
~ 的 阶 , 59 
无 穷 行 列 式 , 335, 336 
~ 的 庆 加 药 优 控 , 336 
部 分 行列 式 , 336 
虎 如 莱 定 理 , 337 


行列 式 发 散 , 336 
无 条 件 局 部 极 值 , 271 
无 源 场 , 501 


区 
希 尔 伯 特 空间 , 238 
下 极限 , 41 
下 确 异 , 19 
下 凸 ，117 
线段 , 18 
线性 泛 函 ({ 数 ), 227 
线性 滩 函 的 范 数 , 227 
线性 空间 , 237 
愉 ,7 
向 量 ,237 
向 量 场 , 495 
的 环流 量 ,， 498 
~ 通过 曲面 的 流量 , 498, 499 
斜 肖 近 线 ，121 
信号 , 418 
信号 的 谱 , 418 


于 

庄 缩 的 , 242 

压缩 映射 

~ 的 不 动 点 , 242 

压缩 上 映射 原理 , 242 

雅 可 比 答 阵 , 267 

严格 插 点 的 第 二 个 充分 条 件 , 121 

严格 拐点 的 第 一 个 充分 条 件 , 120 

严格 西 的 , 118 

严格 逐 段 光 少 函数 , 380 

沿 闭 围 道 的 第 二 型 晶 线 积分 , 477 

洛 集 合 基 的 部 分 极限 , 140 

沿 集 合 基 的 单调 序列 , 162 

沿 集合 基 的 二 重 极限 和 标 次 极限 的 定理 , 324 

沿 集 合 基 的 二 重 极限 及 沿 集 合 基 的 紧 次 极限 ， 
324 

沿 集 合 基 的 基本 列 , 137, 162, 348 

沿 集合 基 的 昧 次 极限 存在 的 准则 , 325 
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江平 面 区 域 的 二 重 歼 曼 积分 , 438 
浴 曲 线 的 第 一 型 积分 , 473 


洛 曲 线 关 于 第 一 坐标 的 第 二 型 积分 , 473 


杨 定 理 , 257 
杨 格 不 等 式 , 99 
一 般 的 第 二 型 曲线 积分 , 473 
一 般 的 隐 耳 数 定理 , 265 
一 般 斯 托 克 斯 公式 , 513 
一 阶 微分 形式 不 变性 , 86 
一 一 对 应 , 8 
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